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�ëàâà 1

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

1.1.1 Îïðåäåëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Êàê íàì èçâåñòíî óðàâíåíèå x2 + 1 = 0, íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Íàøà öåëü � ðàñøèðèòü

ïîíÿòèå ÷èñëà òàê, ÷òîáû ñòàëî âîçìîæíûì ðåøèòü ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì

ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ïðåæäå âñåãî, îïðåäåëèì ìíèìóþ åäèíèöó ÷èñëî i.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïóñòü ýëåìåíò i òàêîé, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

i2 = i · i = −1.

Ýëåìåíò i áóäåì íàçûâàòü ìíèìîé åäèíèöåé. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî

C := {a+ bi, a, b ∈ R}.

Ìíîæåñòâî C áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à ýëåìåíòû âèäà a+bi, a, b ∈ R êîìïëåêñíûìè

÷èñëàìè. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ bi, a áóäåì íàçûâàòü äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

z, è îáîçíà÷àòü a = Rez. À b áóäåì íàçûâàòü ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, è îáîçíà÷àòü b = Imz.

Èç ñâîéñòâ îïåðàöèé â ïîëå R è ñîîòíîøåíèÿ i2 = −1 âûòåêàþò ðàâåíñòâà

(a1 + b1i) + (a2 + b2i) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i,

(a1 + b1i) · (a2 + b2i) = (a1 · a2 + b1 · b2i2) + (a1 · b2 + b1 · a2)i =
= (a1 · a2 − b1 · b2) + (a1 · b2 + b1 · a2)i.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Íóë¼ì âî ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàçîâ¼ì ýëåìåíò 0 := 0 + 0 · i. Äëÿ êîòîðîãî,
äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(a+ bi) + 0 = a+ bi.

Åäèíèöåé âî ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàçîâ¼ì ýëåìåíò 1 := 1 + 0 · i. Äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî

(a+ bi) · 1 = 1 · (a+ bi) = a+ bi.

�åøàåì óðàâíåíèå (a+ bi) + (x+ yi) = 0, ãäå x, y � íåèçâåñòíûå. Íàõîäèì

−(a+ bi) = (−a) + (−b)i.
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8 �ëàâà 1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

0

x

y

a
-i

i

ib
z= +a ib

z= -a ib
_

�èñ. 1.1:

Ïóñòü a2+b2 6= 0. Òîãäà, àíàëîãè÷íî ðåøàÿ óðàâíåíèå (a+bi) · (x+yi) = 1, ãäå x, y � íåèçâåñòíûå. Ïðèõîäèì

ê ñèñòåìå {

a · x− b · y = 1,

a · y + b · x = 0.

Îòêóäà íàõîäèì x = a/(a2 + b2), y = −b/(a2 + b2), ò.å.

(a+ bi)−1 :=
a

a2 + b2
− bi

a2 + b2
. (1.1.1)

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ a+ bi, ãäå a, b ∈ R. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà a1 + b1i = a2 + b2i
ïîëó÷àåì a1 − a2 = (b2 − b1)i. Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

(a1 − a2)
2 = −(b2 − b1)

2 ⇐⇒ a1 = a2, b1 = b2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Ïî êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z := a+ bi îïðåäåëèì êîìëåêñíîå ÷èñëî

z̄ := a− bi,

êîòîðîå â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûì ê z := a+ bi. Ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

z := a+ bi, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
√
a2 + b2, îíî îáîçíà÷àåòñÿ

|z| :=
√

a2 + b2.

Çàìåòèì, ÷òî â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ðàâåíñòâî (1.1.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

z−1 =
z̄

|z|2 .

Ï ð è ì å ð 1.1.1. Íàéòè i−1
. Ïóñòü z = i. Òîãäà z̄ = −i, |z| = 1. Îòêóäà i−1 = −i.

Ï ð è ì å ð 1.1.2. Íàéòè (1 + i)−1
. Ïóñòü z = 1 + i. Òîãäà z̄ = 1− i, |z| =

√
12 + 12 =

√
2. Îòêóäà

(1 + i)−1 =
1

2
− i

2
.

1.1.2 Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ �îðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ôîðìóëà Ýéëåðà

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z := a + bi íàçîâ¼ì óãîë, îáðàçóåìûé ìåæäó ñîîò-

âåòñòâóþùèì âåêòîðîì (ñì. ðèñ. 1.2) è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ. Àðãóìåíò îïðåäåë¼í ñ

òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ ÷èñëà, êðàòíîãî 2π è îáîçíà÷àåòñÿ Arg z. Àðãóìåíò ÷èñëà 0 íå îïðåäåë¼í. Ñðå-

äè çíà÷åíèé àðãóìåíòà ÷èñëà z 6= 0 ñóùåñòâóåò îäíî è òîëüêî îäíî, çàêëþ÷¼ííîå ìåæäó −π è π (âêëþ÷àÿ

ïîñëåäíåå çíà÷åíèå). Îíî íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà è îáîçíà÷àåòñÿ arg z. Èòàê,

−π < arg z 6 π, Arg z = arg z + 2πn, n ∈ Z.
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�èñ. 1.2:

Òàê êàê, äëÿ z = a+ bi î÷åâèäíî (ñì. ðèñ. 1.2),

a = r cosψ, b = r sinψ,

òî

z = a+ bi = r(cosψ + i sinψ).

Ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå êîìïëåêíîãî ÷èñëà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, èëè èíà÷å òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ �îð-

ìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Ôóíêöèÿ ez, �îðìóëà Ýéëåðà

Äëÿ �óíêöèè ex â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìû äîêàçàëè �îðìóëó

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ . . .

ñïðàâåäëèâóþ ïðè ëþáîì x ∈ R. Íî ïîñêîëüêó ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé îáëàñòè C, �îðìóëó

ez = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+ · · ·+ zn

n!
+ . . .

âîçüì¼ì â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ez â êîìïëåêñíîé îáëàñòè. Ïóñòü y ∈ R. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

eiy = 1 + iy +
(iy)2

2!
+

(iy)3

3!
+

(iy)4

4!
+

(iy)5

5!
+ · · ·+ (iy)2n

2n!
+

(iy)2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · =

=

(

1− y2

2!
+
y4

4!
+ · · ·+ (−1)ny2n

2n!
+ . . .

)

+ i

(

y − y3

3!
+
y5

5!
+ · · ·+ (−1)ny2n+1

(2n+ 1)!
+ . . .

)

=

= cos y + i sin y.

Ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà

eiy = cos y + i sin y.

íîñèò íàçâàíèå �îðìóëû Ýéëåðà. Èñïîëüçóÿ ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ (â ñìûñëå Êîøè) ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

ex · eiy = ex+iy. Äåéñòâèòåëüíî,

exeiy =

(

1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ . . .

)

·
(

1 + iy +
(iy)2

2!
+

(iy)3

3!
+

(iy)4

4!
+ · · ·+ (iy)n

n!
+ . . .

)

=

= 1 + (x+ iy) +
(x+ iy)2

2!
+

(x+ iy)3

3!
+

(x + iy)4

4!
+ · · ·+ (x+ iy)n

n!
+ · · · = ex+iy.

Íà äåòàëÿõ ìû ïîêà íå îñòàíàâëèâàåìñÿ. Â ÷àñòíîñòè, íàìè äîêàçàíà �îðìóëà

ex+iy = ex(cos y + i sin y). (1.1.2)

Äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà �óíêöèè ez.
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• Äëÿ �óíêöèè ez ñîõðàíÿåòñÿ îáû÷íàÿ �îðìóëà ñëîæåíèÿ:

ez1+z2 = ez1 · ez2 .

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ zk = xk + iyk, k = 1, 2, ïîëó÷àåì

ez1 · ez2 = ex1(cos y1 + i sin y1) · ex2(cos y2 + i sin y2) = ex1+x2(cos(y1 + y2) + i sin(y1 + y2)) = ez1+z2 .

• Ôóíêöèè ez ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ ìíèìûì îñíîâíûì ïåðèîäîì 2πi. Ïóñòü z ∈ C. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ez+2πi = ez · e2πi = ez(cos(2π) + i sin(2π)) = ez.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïóñòü âûïîëíåíî ez+T = ez. Â ÷àñòíîñòè äëÿ z = 0, ïðè T = T1 + iT2 èìååì:

eT = eT1(cosT2 + i sinT2) = 1.

Îòêóäà eT1 = 1, ò.å. T1 = 0 è cosT2 = 1, sinT2 = 0, ò.å. T2 = 2πn, n ∈ Z. Ñëåäîâàòåëüíî 2πi îñíîâíîé
ïåðèîä �óíêöèè ez.

Ôîðìóëà Ìóàâðà, �óíêöèè cos z, sin z

Òàêèì îáðàçîì

|ez| = eRez = ex, arg ez = Imz.

Îòêóäà

z = a+ bi = r(cosψ + i sinψ) = reiψ .

Ïîêàçàòåëüíîé �îðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå z = reiψ . Èç �îðìóëû (eiψ)n = einψ

ïîëó÷àåì

(cosψ + i sinψ)
n
= cosnψ + i sinnψ.

Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà íîñèò íàçâàíèå �îðìóëû Ìóàâðà. Èç �îðìóëû Ýéëåðà ëåãêî ïîëó÷àåì

eix = cosx+ i sinx, e−ix = cosx− i sinx,

îòêóäà

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
.

Äàííûå �îðìóëû ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé cos z è sin z

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
.

Ôîðìóëû òðèãîíîìåòðèè îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â êîìïëåêñíîé îáëàñòè. Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ýéëåðà, ïîëó-

÷àåì ðàâåíñòâî

cos(z1 + z2) + i sin(z1 + z2) = ei(z1+z2) = eiz1eiz2 = (cos z1 + i sin z1)(cos z2 + i sin z2) =

= cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2 + i(sin z1 cos z2 + sin z2 cos z1),

èç êîòîðîãî ñëåäóþò ñðàçó äâå òåîðåìû ñëîæåíèÿ:

cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2, (1.1.3)

sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + sin z2 cos z1. (1.1.4)

Èç íèõ ëåãêî ïîëó÷èòü îñòàëüíûå òåîðåìû ñëîæåíèÿ, �îðìóëû ïðèâåäåíèÿ, �îðìóëû äâîéíûõ óãëîâ è ò. ä. Èç �îðìóë ïðèâå-

äåíèÿ ñëåäóåò π - ïåðèîäè÷íîñòü òàíãåíñà è êîòàíãåíñà.

Åñëè â ðàâåíñòâå (1.1.3) ïîëîæèòü z1 = z, z2 = −z, ïîëó÷èì åùå îäíó âàæíóþ �îðìóëó, à èìåííî îñíîâíîå òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêîå òîæäåñòâî: 1 = cos2 z + sin2 z. Îòìåòèì åù¼ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòèõ �óíêöèé, êîòîðûå òàêæå ëåãêî âûòåêàþò èç

îïðåäåëåíèé:

• sin 2z = 2 sin z cos z; cos 2z = cos2 z − sin2 z; cos z = sin
(

z + π
2

)

;

• ch z = cos iz, sh z = −i sin iz, cos z = ch iz, sin z = −i sh iz1;

• cos(x+ iy) = cos x ch y − i sinx sh y.

1

Çäåñü ch z = ez+e−z

2
, sh z = ez−e−z

2
.
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Ï ð è ì å ð 1.1.3. �åøèì óðàâíåíèå

2

cosx = 2.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî

eix + e−ix

2
= 2 ⇐⇒ e2ix − 4eix + 1 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (eix − 2)2 − 3 = 0 ⇐⇒ eix = 2±
√
3.

Íî ïîñêîëüêó ei(x+2πk) = eix, k ∈ Z, òî èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

eix = ei(x+2πk) = 2±
√
3 ⇐⇒ i(x+ 2πk) = ln(2 ±

√
3) ⇐⇒

⇐⇒ x+ 2πk = i−1 ln(2±
√
3) ⇐⇒

⇐⇒ x = −2πk − i ln(2±
√
3), k ∈ Z.

Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå cosx = 2 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â êîìïëåêñíîé îáëàñòè:

x = −2πk − i ln(2±
√
3), k ∈ Z.

1.1.3 Èçâëå÷åíèå êîðíÿ n-é ñòåïåíè

Îáîçíà÷èì

w := n
√
z, z, w ∈ C.

Ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíûå z, w ÷èñëà â ïîêàçàòåëüíîé �îðìå

z = reiψ , w = |w|eiArgw.

Òîãäà ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü �óíêöèè eix, èìååì

|w|eiArgw =
n
√

rei(ψ+2πk) = r1/nei(ψ+2πk)/n, k ∈ Z.

Îòêóäà

|w| = r1/n, Argw = (ψ + 2πk)/n.

Ò.å. îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

0

x

y

r
1/n

Ã n/

�èñ. 1.3:

n
√
z = n

√
r

(

cos
ψ + 2πk

n
+ i sin

ψ + 2πk

n

)

.

2

Â äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòè óðàâíåíèå cos x = 2 ðåøåíèé íå èìååò, ò.ê. | cos x| 6 1 è | sinx| 6 1 äëÿ âñåõ x ∈ R! Íî â êîìïëêñíîé

îáëàñòè �óíêöèè cos x, sinx óæå íå îãðàíè÷åíû.
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Îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ

n
√
z ïîëó÷àþòñÿ ïî ýòîé �îðìóëå, êîãäà â êà÷åñòâå k áåðóòñÿ ÷èñëà, ñðàâíèìûå ïî

ìîäóëþ n. Åñëè â ýòó �îðìóëó âìåñòî ÷èñëà k ïîäñòàâèòü ÷èñëî âèäà k+mn, m ∈ Z, òî ïðàâàÿ ÷àñòü íå èç-

ìåíèòñÿ ââèäó ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèé cosx è sinx è ìû ïîëó÷èì òî æå ñàìîå çíà÷åíèå

n
√
z. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî äëÿ z 6= 0 ïîëó÷àåì ðîâíî n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé

n
√
z, íàïðèìåð ïðè k = 0, 1, . . . n− 1, â ãåîìåòðè÷åñêîì

èçîáðàæåíèè ÷èñëà

n
√
z = n

√
r

(

cos
ψ + 2πk

n
+ i sin

ψ + 2πk

n

)

= n
√
r · e(ψ+2πk)i/n, k = 0, 1, . . . n− 1, (1.1.5)

ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà

n
√
r ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-

óãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 1.3).

Ï ð è ì å ð 1.1.4. Íàéòè

3
√
27. Ïî �îðìóëå (1.1.5) ïîëó÷àåì

w0,1,2 =
3
√
27 = 3

(

cos
2πk

3
+ i sin

2πk

3

)

= 3e2πki/3, k = 0, 1, 2.

Ïðè ðàçëè÷íûõ k = 0, 1, 2 èìååì (ñì. ðèñ. 1.4)

k = 0 =⇒ w0 = 3;

k = 1 =⇒ w1 = 3e2πi/3 = 3

(

−1

2
+ i

√
3

2

)

;

k = 2 =⇒ w2 = 3e4πi/3 = 3

(

−1

2
− i

√
3

2

)

.

0

x

y

3
2 /3¼

3

3e
2 /3¼i

3e
4 /3¼i

�èñ. 1.4:

Ï ð è ì å ð 1.1.5. Íàéòè

4
√

−8 + 8
√
3i. Ñíà÷àëà ïðèâåä¼ì êîìïëåêñíîå ÷èñëî −8 + 8

√
3i ê òðèãîíîìåòðè-

÷åñêîìó âèäó

−8 + 8
√
3i = 16

(

−1

2
+ i

√
3

2

)

= 16

(

cos
2π

3
+ i sin

2π

3

)

= 16 · e2πi/3.

Ïî �îðìóëå (1.1.5) ïîëó÷àåì

w0,1,2,3 =
4

√

−8 + 8
√
3i =

4
√

16 · e2πi/3 = 2eπi/6+πki/2, k = 0, 1, 2, 3.

Ïðè ðàçëè÷íûõ k = 0, 1, 2, 3 èìååì

k = 0 =⇒ w0 = 2eπi/6 =
√
3 + i;

k = 1 =⇒ w1 = 2eπi/6+πi/2 = −1 +
√
3i;

k = 2 =⇒ w2 = 2eπi/6+πi = −
√
3− i;

k = 3 =⇒ w3 = 2eπi/6+3πi/2 = 1−
√
3i.
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Èìååò ëè ðåøåíèå óðàâíåíèå cos x = 10? Åñëè äà, òî ñêîëüêî?

2. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå âèäà x8 + 12 = 0 â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè?

Óïðàæíåíèÿ ê 1.1

Óïðàæíåíèå 1.1.1. Íàéòè ìîäóëü r è àðãóìåíò ψ (ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà) êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

(a) 3i; (b) 1 + i; (c) 3− 4i; (d)
1− i

1 + i
.

Óïðàæíåíèå 1.1.2. Ïðåäñòàâèòü â âèäå a+ bi ñëåäóþùåå êîìïëåêñíîå ÷èñëî 2/(1− 3i).

Óïðàæíåíèå 1.1.3. Âû÷èñëèòü

(a)
√
−16; (b)

√
8; (c)

√

−32 + 32
√
3i; (d)

3
√
8i;

(e)
4

√

−8 + 8
√
3i; (f)

3

√

−4
√
2 + 4

√
2i; (g)

4
√
16i; (h) (−1 + i

√
3)60.

Óïðàæíåíèå 1.1.4. Âû÷èñëèòå z8 è 3
√
w, åñëè z = 1 + 1+i√

2
, w = 1−5i

1+i
− 5 · 1+2i

2−i
+ 2.

Óïðàæíåíèå 1.1.5. �åøèòå ñèñòåìó

(a)

{

iz + (1 + i)w = 2 + 2i

2iz + (3 + 2i)w = 5 + 3i.
(b)

{

(1− i)z + (3− i)w = 1 + 5i

(2 + i)z + (5− i)w = 3 + 8i.

(c)

{

(1 + i)z + (1− i)w = 1 + i

(1− i)z + (1 + i)w = 1 + 3i.

Óïðàæíåíèå 1.1.6. �åøèòü óðàâíåíèå

(a) z2 + 2z + 2 = 0; (b) z3 − 8 = 0; (c) z4 − 1 = 0; (d) z2 − 4z + 13 = 0;

(e) z2 + z + 1 = 0; (f) z4 + 1 = 0; (g) z4 + 5z2 + 4 = 0; (h) z3 = z̄2;

(i) z5 = 2iz̄2; (j) zn−1 = z̄.

Óïðàæíåíèå 1.1.7. �åøèòü óðàâíåíèå

(a) z6 + 6z4 + 11z2 + 6 = 0; (b) z5 + 3z4 + 3z3 + z2 = 0; (c) z6 − 4z5 + 6z4 − 4z3 − 15z2 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.1.8. �åøèòü óðàâíåíèå

(a) cos z = 1.5; (b) sin z = 2; (c) cos z = i; (d) sin z + cos z = 3;

(e) sin z − cos z = 2; (f) tg z = 2 + i; (g) z
√

3 = 1; (h) zi = i.

Îòâåòû: 1.1.1 (a) r = 3, ψ = π/2; (b) r =
√
2, ψ = π/4; () r = 5, ψ = − arcsin(4/5);(d) r =

√
2, ψ = π/4. 1.1.2

1/5 + 3i/5. 1.1.3 (a) ±4i; (b) ±2
√
2; () 4 + 4

√
3i, −4 − 4

√
3i;(d) −2i,

√
3 + i, −

√
3 + i; (e)

√
3 + i, −1 +

√
3i, −

√
3 − i,

1−
√
3i; (f)

√
2(1 + i), 2(cos(11π/12) + i sin(11π/12)) = −(

√
3 + 1)/

√
2 + i(

√
3− 1)/

√
2, 2(cos(19π/12) + i sin(19π/12)) =

(
√
3 − 1)/

√
2 − i(

√
3 + 1)/

√
2; (g) ±(

√

2 +
√
2 + i

√

2−
√
2), ±(

√

2−
√
2 + i

√

2 +
√
2);(h) 260. 1.1.4 z8 = −

(

2 cos π
8

)8
;

w = −8i, îòêóäà 3
√
w = −2i,

√
3− i, −

√
3 − i. 1.1.5 (a) z = 2, w = 1 − i; (b) z = −i, w = 2i; () z = i, w = 1 + i. 1.1.6

(a) −1± i; (b) 2, −1 −
√
3i, −1 +

√
3i; () ±1, ±i; (d) z1,2 = 2 ± 3i; (e) z1,2 = −1/2 ±

√
3i/2; (f) z1,2,3,4 = (±1± i)/

√
2;

(g) z1,2 = ±i, z3,4 = ±2i; (h) z6 = 0, z1,2,3,4,5 = e−2πki/5
, k = 0, 1, 2, 3, 4. Óêàçàíèå: ïðåäñòàâèòü â ïîêàçàòåëüíîì âèäå

z = reiϕ; (i) z1 = 0, z2,3,...,8 = 3
√
2ei(π/14−2πk/7)

, k = 0, 1, 2, . . . , 6; (j) z1 = 0, z2,3,...,n+1 = e2πki/n
, k = 0, 1, 2, . . . , n − 1.

1.1.7 (a) z1,2 = ±i, z1,2 = ±2i, z1,2 = ±3i;(b) z1,2 = 0, z3,4,5 = −1; () z1,2 = 0, z3 = −1, z4 = 3, z5,6 = 1± 2i; 1.1.8 (a)

x = −2πk − i ln((3±
√
5)/2), k ∈ Z; (g) zm = eiϕm

, ϕm = (2πm)/
√
3, m ∈ Z.
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1.2 Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Îáùèå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ôóíêöèÿ âèäà

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, n ∈ N, an 6= 0, ak ∈ R, (1.2.6)

íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n. Â ñëó÷àå n = 2 óðàâíåíèå f(x) = 0 áóäåò íàçûâàòüñÿ

êâàäðàòíûì èëè óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ñëó÷àå n = 3 óðàâíåíèå f(x) = 0 áóäåò íàçûâàòüñÿ êóáè-

÷åñêèì èëè óðàâíåíèåì òðåòüåãî ïîðÿäêà. Â ñëó÷àå n = 4 óðàâíåíèå f(x) = 0 áóäåò íàçûâàòüñÿ óðàâíåíèåì
÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà.

1.2.1 Òåîðåìà Âèåòà äëÿ ìíîãî÷ëåíà ïîðÿäêà n

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. ×èñëî α ∈ C òàêîå, ÷òî f(α) = 0, íàçûâàåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x). Åñëè α � êîðåíü

f(x), òî f(x) = (x−α)f1(x), ãäå ñòåïåíü f1(x) ðàâíà n−1. Åñëè f1(α) = 0, òî, àíàëîãè÷íî, f1(x) = (x−α)f2(x).
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå f(x) = (x−α)kfk(x), k 6 n, ãäå fk(α) 6= 0. ×èñëî k ïðè ýòîì
íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ êîðíÿ α.

Èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí f(x), ñòåïåíü êîòîðîãî áîëüøå èëè ðàâíà
1, èìååò n êîðíåé (êðàòíûå êîðíè ñ÷èòàþòñÿ ñ ó÷¼òîì èõ êðàòíîñòè, ò.å. åñëè α èìååò êðàòíîñòü k, òî ìû

ñ÷èòàåì åãî k ðàç).
Òàêèì îáðàçîì, â êîìïëåêñíîé îáëàñòè ÷èñëî êîðíåé ó ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ

ìíîãî÷ëåíà, ò.å. ÷èñëî êîðíåé ó ìíîãî÷ëåíà f(x) = 0 (ñì. 1.2.6) ðàâíî n, ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè. Ïóñòü x1, x2,
. . . , xn � êîðíè óðàâíåíèÿ (1.2.6). Òîãäà

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0, an 6= 0 ⇐⇒

⇐⇒ an(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn) = 0.

Îòêóäà ðàññêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïðèõîäèì ê ñëåäóþ-

ùèì �îðìóëàì

x1 + x2 + · · ·+ xn = −an−1

an
,

(x1x2 + x1x3 + x1x4 + · · ·+ x1xn)+

+(x2x3 + x2x4 + · · ·+ x2xn) + · · ·+ xn−1xn =
an−2

an
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

∑

i1<i2<···<ik
xi1xi2 . . . xik = (−1)k

an−k
an

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

x1x2 . . . xn = (−1)n
a0
an
,

êîòîðûå íîñÿò íàçâàíèå �îðìóë Âèåòà.

1.2.2 Äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà ïîðÿäêà n

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Äèñêðèìèíàíòîì óðàâíåíèÿ

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, n ∈ N, an 6= 0, ak ∈ R,

íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

D = a2n−2
n

∏

k>l

(xk − xl)
2,

ãäå x1, x2, . . . , xn � êîðíè óðàâíåíèÿ f(x) = 0.
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Â ñëó÷àå n = 2, ñîãëàñíî �îðìóëàì Âèåòà, äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ ax2 + bx + c = 0, a 6= 0, ïðèíèìàåò
âèä

D = a2(x1 − x2)
2 = a2((x1 + x2)

2 − 4x1x2) =

= a2

((

− b

a

)2

− 4
( c

a

)
)

= b2 − 4ac.

Ìû ïîëó÷èëè õîðîøî èçâåñòíóþ �îðìóëó äëÿ äèñêðèìèíàíòà êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

Â ñëó÷àå n = 3 íàéä¼ì äèñêðèìèíàíò êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ x3 + px + q = 0, p, q ∈ R. Ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

(x21 + x22 − 2x1x2)(x
2
1 + x23 − 2x1x3)(x

2
2 + x23 − 2x2x3) =

= −4(x1x2 + x1x3 + x2x3)
3 − 27(x1x2x3x4)

2,

Ïóñòü òåïåðü x1, x2, x3 � êîðíè óðàâíåíèÿ x3 + px+ q = 0. Òîãäà èç ïðåäåäóùåãî ðàâåíñòâà è �îðìóë Âèåòà
âûòåêàåò

D = (x1 − x2)
2(x1 − x3)

2(x2 − x3)
2 = −4p3 − 27q2 = −108 ·

((p

3

)3

+
(q

2

)2
)

. (1.2.7)

Äèñêðèìèíàíò êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå

a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = 0, a3 6= 0, a3, a2, a1, a0 ∈ R,

ïðèíèìàåò áîëåå ñëîæíûé âèä

D = a21a
2
2 − 4a0a

3
2 − 4a31a3 + 18a0a1a2a3 − 27a20a

2
3. (1.2.8)

1.2.3 �åøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

Èçó÷èì êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

a2x
2 + a1x+ a0 = 0, a2 6= 0, a2, a1, a0 ∈ R.

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé çàïèøåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå â âèäå

ax2 + bx+ c = 0, a 6= 0, a, b, c ∈ R. (1.2.9)

Ñïðàâåäëèâî

ax2 + bx+ c = 0 ⇐⇒ a(x2 + (b/a) · x+ (c/a)) = 0 ⇐⇒
⇐⇒ x2 + (b/a) · x+ (c/a) = 0 ⇐⇒
⇐⇒ (x2 + (b/2a))2 + (c/a)− (b2/4a2) = 0 ⇐⇒
⇐⇒ (x2 + (b/2a))2 − (b2 − 4ac)/4a2 = 0 ⇐⇒
⇐⇒ (x2 + (b/2a))2 −D/4a2 = 0,

ãäå D � äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Îòêóäà äåëàåì âûâîä, ÷òî â ñëó÷àå D > 0 êâàäðàòíîå

óðàâíåíèå èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ðàçëè÷íûõ êîðíÿ

x1,2 =
−b±

√
D

2a
.

Â ñëó÷àå D = 0 êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ñîâïàäàþùèõ êîðíÿ

x1 = x2 =
−b±

√
D

2a
=

−b
2a
.

È â ñëó÷àå D < 0 ó êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ äâà ìíèìûõ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíÿ

x1,2 =
−b±

√
D

2a
=

−b± i
√
−D

2a
.
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Èòîã î êîðíÿõ óðàâíåíèÿ (1.2.9) ïðèâèä¼ì â âèäå òàáëèöû

D > 0 D = 0 D < 0

äâà ðàçëè÷íûõ äâà ñîâïàäàþùèõ äâà (ðàçëè÷íûõ)

äåéñòâèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîìïëåêñíî-

êîðíÿ êîðíÿ ñîïðÿæ¼ííûõ

êîðíÿ

Ï ð è ì å ð 1.2.1. �åøèòü óðàâíåíèå x2 − 8x+ 20 = 0. Íàéä¼ì äèñêðèìèíàíò.

D = b2 − 4ac = 64− 80 = −16 < 0.

Ïî äèñêðèìèíàòó äåëàåì âûâîä, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíÿ:

x1,2 =
−b±

√
D

2a
=

−b± i
√
−D

2a
=

8± 4i

2
= 4± 2i.

Ï ð è ì å ð 1.2.2. �åøèòü óðàâíåíèå x2 + 6x+ 90 = 0. Íàéä¼ì äèñêðèìèíàíò.

D = b2 − 4ac = 36− 4 · 90 = −324 < 0.

Ïî äèñêðèìèíàòó äåëàåì âûâîä, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíÿ:

x1,2 =
−b±

√
D

2a
=

−b± i
√
−D

2a
=

−6± 18i

2
= −3± 9i.

1.2.4 �åøåíèÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåé ñòåïåíè (Ôîðìóëû Êàðäàíî)

Óðàâíåíèÿ òðåòüåé ñòåïåíè ax3 + bx2 + cx+ d = 0, a 6= 0, ëåãêî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ âèäà x3 + px+ q = 0
(äîñòàòî÷íî ñíà÷àëà ðàçäåëèòü íà a, à çàòåì ñäåëàòü çàìåíó y = x + a1/3, ãäå a1 = b/a). Äëÿ óðàâíåíèÿ

x3 + px+ q = 0 ââåä¼ì2

îáîçíà÷åíèÿ:

ε =
−1 +

√
3i

2
= e2πi/3;

u =
3

√

− q
2
+

√
(p

3

)3

+
(q

2

)2

;

v =
3

√

− q
2
−
√
(p

3

)3

+
( q

2

)2

.

Ïóñòü x1, x2, x3 � êîðíè óðàâíåíèÿ x3 + px+ q = 0. Îáîçíà÷èì

z1 := x1 + εx2 + ε−1x3, z2 := x1 + ε−1x2 + εx3.

Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ

z31 + z32 = −27q, z1z2 = −3p.

Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

ε3 = (ε−1)3 = 1, ε+ ε−1 = −1,

ε2 + ε−2 = (ε+ ε−1)2 − 2ε · ε−1 = 1− 2 = −1,

è òåîðåìó Âèåòà

x1 + x2 + x3 = 0, x1x2x3 = −q
2

Ïîä u, v ìû ïîíèìàåì íå âñå çíà÷åíèÿ êîðíåé, à ëèøü èõ ïðîèçâîëüíîå åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå. Ýòî â äàëüíåéøèì îáëåã÷èò

âû÷èñëåíèÿ êîðíåé êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî �îðìóëàì Êàðäàíî.
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ïîëó÷àåì

z31 + z32 =

= x31 + x32 + x33 + 3εx1x2(x1 + εx2) + 3ε−1x1x3(x1 + ε−1x3) + 3x2x3(εx2 + ε−1x3) + 6x1x2x3+

+ x31 + x32 + x33 + 3ε−1x1x2(x1 + ε−1x2) + 3εx1x3(x1 + εx3) + 3x2x3(ε
−1x2 + εx3) + 6x1x2x3 =

= 2(x31 + x32 + x33)− 3x1x2(x1 + x2)− 3x1x3(x1 + x3)− 3x2x3(x2 + x3) + 12x1x2x3 =

= 2(x1 + x2 + x3)
3 − 9x1x2(x1 + x2)− 9x1x3(x1 + x3)− 9x2x3(x2 + x3) =

= 2 · 0− 9x1x2(−x3)− 9x1x3(−x2)− 9x2x3(−x1) = 27x1x2x3 = −27q,

è

z1z2 = x21 + x22 + x23 − (x1x2 + x1x3 + x2x3) =

= (x1 + x2 + x3)
2 − 3(x1x2 + x1x3 + x2x3) =

= 0− 3p = −3p.

Îòêóäà îñòà¼òñÿ ñäåëàòü âûâîä, ÷òî z31 , z
3
2 � êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

y2 + 27qy − 27p3 = 0.

�åøèâ êîòîðîå (íàïðèìåð, ÷åðåç äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ) íàõîäèì

y1,2 =
−27q ±

√

272q2 + 4 · 27p3
2

= 27 ·
(

− q
2
±
√
(p

3

)3

+
( q

2

)2
)

.

Îòêóäà

z1 = 3v, z2 = 3u.

Íàìè ïîëó÷åíà ñèñòåìà







x1 + x2 + x3 = 0,

x1 + εx2 + ε−1x3 = 3v,

x1 + ε−1x2 + εx3 = 3u.

Ñëîæèâ âñå ðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê �îðìóëå x1 = u + v. Äîìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå â ñèñòåìå íà ε−1
, à

òðåòüå íà ε è ñëîæèì ïîëó÷èâøèåñÿ òðè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì x2 = εu + ε−1v. Òåïåðü äîìíîæèì âòîðîå

óðàâíåíèå â ñèñòåìå íà ε, à òðåòüå íà ε−1
è ñëîæèì ïîëó÷èâøèåñÿ òðè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì x3 = ε−1u+ εv.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíû �îðìóëû

2

Êàðäàíî:

x1 = u+ v;

x2 = εu+ ε−1v;

x3 = ε−1u+ εv.

Ï ð è ì å ð 1.2.3. �åøèòü óðàâíåíèå x3 − 3x = 0. Â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî x1 = 0, x2 = −
√
3,

x3 =
√
3 � êîðíè óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì èõ ïðè ïîìîùè �îðìóë Êàðäàíî. Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî îäíèì èç êîðíåé

2

Åñëè êîðíè ïîíèìàòü êàê ìíîãîçíà÷íûå �óíêöèè, òî �îðìóëû Êàðäàíî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x1,2,3 =
3

√

− q

2
+

√

(p

3

)3
+

( q

2

)2
+

3

√

− q

2
−

√

(p

3

)3
+

( q

2

)2
.

À ïðè ïîìîùè äèñêðèìèíàíòà (1.2.7) â âèäå

x1,2,3 =
3

√

− q

2
+

√

− D

108
+

3

√

− q

2
−

√

− D

108
.

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ äàííûå �îðìóëû âûãëÿäÿò áîëåå êîìïàêòíî, äëÿ êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèé îíè ãðîìîçäêè, ïîñêîëüêó ïðèõî-

äèòñÿ âû÷èñëÿòü êâàäðàòíûé êîðåíü èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà è âû÷èñëÿòü äâàæäû êóáè÷åñêèå êîðíè èç ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ

÷èñåë.
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6
√
−1 ÿâëÿåòñÿ i. Äåéñòâèòåëüíî3, i6 = −1. Â íàøåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî

p = −3, q = 0;

ε =
−1 +

√
3i

2
= e2πi/3, ε−1 =

−1−
√
3i

2
= e−2πi/3;

u =
3

√

0 +
√
−1 + 0 = 6

√
−1 = i;

v =
3

√

−0−
√
−1 + 0 = − 6

√
−1 = −i.

Îòêóäà ïî �îðìóëàì Êàðäàíî íàõîäèì

x1 = u+ v = 0;

x2 = εu+ ε−1v = e2πi/3 · i− e−2πi/3 · i = −
√
3;

x3 = ε−1u+ εv = e−2πi/3 · i− e2πi/3 · i =
√
3.

Ï ð è ì å ð 1.2.4. �åøèòü óðàâíåíèå x3−3x+2 = 0. Â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî x1 = −2, x2 = 1,
x3 = 1 � êîðíè óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, ýòî âûòåêàåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ x3 − 3x+ 2 = (x − 1)2(x+ 2). Íàéä¼ì
êîðíè ïðè ïîìîùè �îðìóë Êàðäàíî. Ñïðàâåäëèâî

p = −3, q = 2;

u =
3

√

−1 +
√
−1 + 1 = −1, v =

3

√

−1−
√
−1 + 1 = −1.

Îòêóäà ïî �îðìóëàì Êàðäàíî íàõîäèì

x1 = u+ v = −2;

x2 = εu+ ε−1v = −e2πi/3 − e−2πi/3 = 1;

x3 = ε−1u+ εv = −e−2πi/3 − e2πi/3 = 1.

Ï ð è ì å ð 1.2.5. �åøèòü óðàâíåíèå x3 + 3x = 0. Â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî x1 = 0, x2 =
√
3i,

x3 = −
√
3i � êîðíè óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì èõ ïðè ïîìîùè �îðìóë Êàðäàíî. Ñïðàâåäëèâî

p = −3, q = 0;

u =
3

√

0 +
√
1 + 0 = 1;

v =
3

√

−0−
√
1 + 0 = 1.

Îòêóäà ïî �îðìóëàì Êàðäàíî íàõîäèì

x1 = u+ v = 0;

x2 = εu+ ε−1v = e2πi/3 − e−2πi/3 =
√
3i;

x3 = ε−1u+ εv = e−2πi/3 − e2πi/3 = −
√
3i.

Ï ð è ì å ð 1.2.6. �åøèòü óðàâíåíèå x3 − 3x2 − 9x − 5 = 0. Ïîñêîëüêó êîý��èöèåíò ïðè x2 îòëè÷åí îò

íóëÿ, íóæíî ñäåëàòü çàìåíó y = x+ b/3a = x− 1. Îòêóäà

x3 − 3x2 − 9x− 5 = 0 ⇐⇒
⇐⇒ (y + 1)3 − 3(y + 1)2 − 9(y + 1)− 5 = 0 ⇐⇒
⇐⇒ (y3 + 3y2 + 3y + 1)− 3(y2 + 2y + 1)− 9(y + 1)− 5 = 0 ⇐⇒
⇐⇒ y3 − 12y − 16 = 0.

3

Íàïîìíèì, ÷òî â êà÷åñòâå u, v ìû âûáèðàåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî êîðíÿ.
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Íàéä¼ì êîðíè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïðè ïîìîùè �îðìóë Êàðäàíî. Ñïðàâåäëèâî

p = −12, q = −16;

u =
3

√

8 +
√
−64 + 64 = 2, v =

3

√

8−
√
−64 + 64 = 2.

Îòêóäà ïî �îðìóëàì Êàðäàíî íàõîäèì

y1 = u+ v = 4;

y2 = εu+ ε−1v = 2(e2πi/3 + e−2πi/3) = −2;

y3 = ε−1u+ εv = 2(e−2πi/3 + e2πi/3) = −2.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû y = x − 1 ïîëó÷àåì x = y + 1. Îòêóäà x1 = 5, x2 = −1, x3 = −1 � êîðíè èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî x1 = 5, x2 = −1, x3 = −1 � êîðíè óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, ýòî

âûòåêàåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ x3 − 3x− 9x− 5 = (x+ 1)2(x − 5).

Äèñêðèìèíàíò êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Èçó÷èì äèñêðèìèíàíò áîëåå ïîäðîáíî. Ïóñòü x1, x2, x3 áóäóò êîðíÿìè óðàâíåíèÿ a3x
3+a2x

2+a1x+a0 = 0,
a3 6= 0, a3, a2, a1, a0 ∈ R. Ó ìíîãî÷ëåíà ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, åñëè åñòü êîìïëåêñíûé êîðåíü,

òî îáÿçàòåëüíî êîðíåì óðàâíåíèÿ áóäåò è êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûé. Ïîýòîìó èìååòñÿ ðîâíî òðè ñëó÷àÿ

I) âñå êîðíè äåéñòâèòåëüíû è ðàçëè÷íû x1, x2, x3 ∈ R.

II) âñå êîðíè äåéñòâèòåëüíû, íî õîòÿ áû äâà èç íèõ ñîâïàäàþò x1, x2, x3 ∈ R.

III) îäèí êîðåíü äåéñòâèòåëüíûé x1 ∈ R è äâà ìíèìûõ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíÿ x3 = x̄2, x2, x3 ∈ C.

Èç îïðåäåëåíèÿ äèñêðèìèíàíòà äëÿ óðàâíåíèÿ a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = 0 â êàæäîì èç òð¼õ ñëó÷àåâ ìû

ïîëó÷àåì

I) D = a43(x1 − x2)
2(x1 − x3)

2(x2 − x3)
2 > 0.

II) D = a43(x1 − x2)
2(x1 − x3)

2(x2 − x3)
2 = 0.

III) D = a43(x1 − x2)
2(x1 − x3)

2(x2 − x3)
2 =

a43 ((x1 − x2)(x1 − x̄2))
2
(x2 − x̄2)

2 = −a43|x1 − x2|4(Imx2)2 < 0.

Èòîã î êîðíÿõ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îïÿòü ïðèâåä¼ì â âèäå òàáëèöû

D > 0 D = 0 D < 0

òðè êîðíè îäèí

ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûå, äåéñòâèòåëüíûé

äåéñòâèòåëüíûõ ïðè÷¼ì õîòÿ áû äâà êîðåíü è äâà

êîðíÿ èç íèõ ñîâïàäàþò êîìïëåêñíî-

ñîïðÿæ¼ííûõ

Ï ð è ì å ð 1.2.7. Åñòü ëè êîìïëåêñíûå êîðíè ó ìíîãî÷ëåíà x3 + x2 + x+1 = 0? Ñîãëàñíî �îðìóëå (1.2.8)
äëÿ äèñêðèìèíàíòà èìååì

D = 1− 4− 4 + 18− 27 = −16 < 0.

Îòêóäà äåëàåì âûâîä, ÷òî óðàâíåíèå èìååò îäèí äåéñòâèòåëüíûé è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíÿ.

Çàìåòèì, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî ëåãêî ðåøèòü. Äåéñòâèòåëüíî,

x3 + x2 + x+ 1 = 0 ⇐⇒ x2(x + 1) + (x+ 1) = 0 ⇐⇒
⇐⇒ (x+ 1)(x2 + 1) = 0 ⇐⇒ x1 = −1, x2,3 = ±i.
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1.2.5 �åøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè (ïðè ïîìîùè �îðìóë Êàðäàíî)

Óðàâíåíèå ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0, a 6= 0, ëåãêî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ âèäà x4 +
px2 + qx + r = 0, äîñòàòî÷íî ñíà÷àëà ðàçäåëèòü íà a, à çàòåì ñäåëàòü çàìåíó y = x + a1/4, ãäå a1 = b/a.
Äëÿ óðàâíåíèÿ z3 − pz2 − 4rz + (4pr − q2) = 0 îáîçíà÷èì åãî êîðíè z1, z2, z3. Êîðíè z1, z2, z3 óðàâíåíèÿ

z3 − pz2 − 4rz + (4pr − q2) = 0 ñâÿçàíû ñ êîðíÿìè x1, x2, x3, x4 óðàâíåíèÿ x
4 + px2 + qx+ r = 0 ïðè ïîìîùè

ñîîòíîøåíèé

z1 = x1x2 + x3x4, z2 = x1x3 + x2x4, z3 = x1x4 + x2x3.

Óðàâíåíèå z3−pz2−4rz+(4pr−q2) = 0 íàçûâàþò êóáè÷åñêîé ðåçîëüâåíòîé óðàâíåíèÿ x4+px2+qx+r = 0.
Êîðíè z1, z2, z3 íàõîäèì ñîãëàñíî �îðìóëàì Êàðäàíî. Çàòåì, äîêàçàâ ñîîòíîøåíèÿ

(x1 + x2 − x3 − x4)
2 = 4(z1 − p),

(x1 − x2 + x3 − x4)
2 = 4(z2 − p),

(x1 − x2 − x3 + x4)
2 = 4(z3 − p),

(x1 + x2 − x3 − x4)(x1 − x2 + x3 − x4)(x1 − x2 − x3 + x4) = −8q,

ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì

x1 + x2 + x3 + x4 = 0,

x1 + x2 − x3 − x4 = 2
√
z1 − p,

x1 − x2 + x3 − x4 = 2
√
z2 − p,

x1 − x2 − x3 + x4 = 2
√
z3 − p,

èç êîòîðûõ è ïîëó÷àåì �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè:

x1 =
1

2

(√
z1 − p+

√
z2 − p+

√
z3 − p

)
;

x2 =
1

2

(√
z1 − p−√

z2 − p−√
z3 − p

)
;

x3 =
1

2

(
−√

z1 − p−√
z2 − p+

√
z3 − p

)
;

x4 =
1

2

(
−√

z1 − p+
√
z2 − p−√

z3 − p
)
,

ïðè÷¼ì çíà÷åíèÿ êâàäðàòíûõ êîðíåé âûáèðàåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíÿëîñü −q, ò.å.
÷òîáû áûëî âûïîëíåíî √

z1 − p · √z2 − p · √z3 − p = −q.
Êîðíè z1, z2, z3 óðàâíåíèÿ z3 − pz2 − 4rz + (4pr − q2) = 0 ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû, íàïðèìåð, ïî �îðìóëàì

Êàðäàíî.

Ï ð è ì å ð 1.2.8. �åøèòü óðàâíåíèå x4−5x2+4 = 0. Ñîñòàâèì êóáè÷åñêóþ ðåçîëüâåíòó äàííîãî óðàâíåíèÿ

p = −5, q = 0, r = 4;

z3 + 5z2 − 16z − 80 = 0 ⇐⇒ z2(z + 5)− 16(z + 5) = 0 ⇐⇒
⇐⇒ (z2 − 16)(z + 5) = 0.

Îòêóäà

z1 = −5, z2 = −4, z3 = 4.

Âûáåðåì êîðíè ñëåäóþùèì îáðàçîì

2

√
z1 − p =

√
−5 + 5 = 0,

√
z2 − p =

√
−4 + 5 = 1,

√
z3 − p =

√
4 + 5 = 3.

2

Íå çàáûâàåì, ÷òî ó

√
z ïðè z 6= 0, z ∈ C âñåãäà äâà çíà÷åíèÿ.
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Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî

√
z1 − p · √z2 − p · √z3 − p = −q = 0 âûïîëíåíî. Îêîí÷àòåëüíî, íàõîäèì

x1 =
1

2

(√
z1 − p+

√
z2 − p+

√
z3 − p

)
=

1

2
(0 + 1 + 3) = 2;

x2 =
1

2

(√
z1 − p−√

z2 − p−√
z3 − p

)
=

1

2
(0− 1− 3) = −2;

x3 =
1

2

(
−√

z1 − p−√
z2 − p+

√
z3 − p

)
=

1

2
(−0− 1 + 3) = 1;

x4 =
1

2

(
−√

z1 − p+
√
z2 − p−√

z3 − p
)
=

1

2
(−0 + 1− 3) = −1.

Òàêèì îáðàçîì ìû íàøëè êîðíè óðàâíåíèÿ x4 − 5x2 + 4 = 0.
Â äàííîì ñëó÷àå ìû ìîãëè ïðèéòè ê òîìó æå ðåçóëüòàòó íàìíîãî ïðîùå:

x4 − 5x2 + 4 = 0 ⇐⇒ (x2 − 1)(x2 − 4) = 0 ⇐⇒
⇐⇒ (x− 1)(x+ 1)(x− 2)(x+ 2) = 0.

Ï ð è ì å ð 1.2.9. �åøèòü óðàâíåíèå x4+4x3+9x2+16x+20 = 0. Ïîñêîëüêó êîý��èöèåíò ïðè x3 îòëè÷åí
îò íóëÿ, íóæíî ñäåëàòü çàìåíó y = x+ b/4a = x+ 1. Îòêóäà

x4 + 4x3 + 9x2 + 16x+ 20 = 0 ⇐⇒
⇐⇒ (y − 1)4 + 4(y − 1)3 + 9(y − 1)2 + 16(y − 1) + 20 = 0 ⇐⇒
⇐⇒ (y − 4y3 + 6y2 − 4y + 1) + 4(y3 − 3y2 + 3y − 1)+

+ 9(y2 − 2y + 1) + 16y + 4 = 0 ⇐⇒
⇐⇒ y4 + 3y2 + 6y + 10 = 0.

Íàéä¼ì êîðíè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ. Ñîñòàâèì êóáè÷åñêóþ ðåçîëüâåíòó äàííîãî óðàâíåíèÿ

p = 3, q = 6, r = 10;

z3 − 3z2 − 40z + 84 = 0.

Îòêóäà ïî �îðìóëàì Êàðäàíî, ëèáî èç ðàçëîæåíèÿ z3 − 3z2 − 40z + 84 = (z + 6)(z − 2)(z − 7), íàõîäèì

z1 = −6, z2 = 2, z3 = 7.

Âûáåðåì êîðíè ñëåäóþùèì îáðàçîì

2

√
z1 − p =

√
−6− 3 = 3i,

√
z2 − p =

√
2− 3 = i,

√
z3 − p =

√
7− 3 = 2.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî

√
z1 − p·√z2 − p·√z3 − p = −q âûïîëíåíî, ò.ê. 3i·i·2 = −6. Îêîí÷àòåëüíî, íàõîäèì

y1 =
1

2

(√
z1 − p+

√
z2 − p+

√
z3 − p

)
=

=
1

2
(3i+ 3 + 2) = 1 + 2i;

y2 =
1

2

(√
z1 − p−√

z2 − p−√
z3 − p

)
=

=
1

2
(3i− i− 2) = −1 + i;

y3 =
1

2

(
−√

z1 − p−√
z2 − p+

√
z3 − p

)
=

=
1

2
(−3i− i+ 2) = 1− 2i;

y4 =
1

2

(
−√

z1 − p+
√
z2 − p−√

z3 − p
)
=

=
1

2
(−3i+ i− 2) = −1− i.

2

Íå çàáûâàåì, ÷òî ó

√
z ïðè z 6= 0, z ∈ C âñåãäà äâà çíà÷åíèÿ, òàê, â äàííîì ñëó÷àå

√
−6− 3 = ±3i,

√
2− 3 = ±i,

√
7− 3 = ±2.
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Òàêèì îáðàçîì ìû íàøëè êîðíè óðàâíåíèÿ y4 + 3y2 + 6y + 10 = 0. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû y = x + 1 ïîëó÷àåì
x = y − 1. Îòêóäà

x1 = 2i, x2 = −2− i, x3 = −2i, x4 = −2− i

êîðíè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî x1 = 2i, x2 = −2 − i, x3 = −2i, x4 = −2 − i � êîðíè èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, ýòî âûòåêàåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ

x4 + 4x3 + 9x2 + 16x+ 20 = (x2 + 4)(x2 + 4x+ 5).

Äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè.

Ïóñòü x1, x2, x3, x4 áóäóò êîðíÿìè óðàâíåíèÿ a4x
4+a3x

3+a2x
2+a1x+a0 = 0, a4 6= 0, a4, a3, a2, a1, a0 ∈ R.

Åñëè ó ìíîãî÷ëåíà ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè åñòü êîìïëåêñíûé êîðåíü, òî îáÿçàòåëüíî êîðíåì

óðàâíåíèÿ áóäåò è êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííîå ñ íèì. Ïîýòîìó èìååòñÿ ðîâíî òðè ñëó÷àÿ:

I) âñå êîðíè ðàçëè÷íû è ëèáî äåéñòâèòåëüíûå x1, x2, x3, x4 ∈ R, ëèáî êîìïëåêñíûå x1, x2, x3, x4 ∈ C.

Ïðè÷¼ì â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èìååì äâå ïàðû êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíåé x2 = x̄1, x4 = x̄3,
x1, x2, x3, x4 ∈ C.

II) õîòÿ áû äâà êîðíÿ ñîâïàäàþò xk = xl, k 6= l, k, l = 1, 2, 3, 4.

III) äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ x1, x2 ∈ R è äâà ìíèìûõ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíÿ x4 = x̄3, x3, x4 ∈
C.

Èç îïðåäåëåíèÿ äèñêðèìèíàíòà äëÿ óðàâíåíèÿ a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = 0 â êàæäîì èç òð¼õ ñëó÷àåâ ìû

ïîëó÷àåì

I) äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé î÷åâèäíî D > 0. Äëÿ êîìïëåêñíûõ êîðíåé D = a44(x1 − x2)
2(x1 − x3)

2(x1 −
x4)

2 · (x2−x3)2(x2−x4)2(x3−x4)2 = a44 (i · Imx1)2 (i · Imx3)2 · |x1−x3|4|x1− x̄3|4 = a44 (i · Imx1)2 (i · Imx3)2 |x1−
x3|4 · |x1 − x̄3|4 > 0.

II) D = a44(x1 − x2)
2(x1 − x3)

2(x1 − x4)
2(x2 − x3)

2(x2 − x4)
2 · (x3 − x4)

2 = 0.

III) D = a44(x1 − x2)
2(x1 − x3)

2(x1 − x4)
2(x2 − x3)

2(x2 − x4)
2 · (x3 − x4)

2 = a44(x1 − x2)
2|x1 − x3|4|x2 −

x3|4 (i · Imx3)2 = −a44(x1 − x2)
2|x1 − x3|4|x2 − x3|4 (Imx3)2 < 0. Èòîã î êîðíÿõ óðàâíåíèÿ ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè

îïÿòü ïðèâèä¼ì â âèäå òàáëèöû

D > 0 D = 0 D < 0

êîðíè ðàçëè÷íû ñðåäè êîðíåé äâà

è ëèáî âñå õîòÿ áû äâà äåéñòâèòåëüíûõ

äåéñòâèòåëüíûå, îäèíàêîâûõ è äâà

ëèáî èìåþòñÿ êîìïëåêñíî-

äâå ïàðû êîìïëåêñíî- ñîïðÿæ¼ííûõ

ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíåé êîðíÿ

Äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè.

Èìååì ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:

I) âñå êîðíè ðàçëè÷íû è ëèáî äåéñòâèòåëüíûå, ëèáî êîìïëåêñíûå. Ïðè÷¼ì êîìïëåêñíîìó êîðíþ íàéä¼òñÿ

êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûé êîðåíü.

II) õîòÿ áû äâà êîðíÿ ñîâïàäàþò.

Èç îïðåäåëåíèÿ äèñêðèìèíàíòà, êàê è ðàíåå, íåñëîæíî äîêàçàòü

2

, ÷òî äëÿ äèñêðèìèíàíòà ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

I) signD = (−1)k, ãäå k � êîëè÷åñòâî êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíåé.

II) D = 0.

2

Ïðîäåëàéòå ýòî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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Èòîã î êîðíÿõ óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè îïÿòü ïðèâåä¼ì â âèäå òàáëèöû

D = (−1)k D = 0

êîðíè ðàçëè÷íû è ñðåäè êîðíåé íàéäóòñÿ

ñðåäè êîðíåé ðîâíî õîòÿ áû äâà

k ïàð îäèíàêîâûõ êîðíÿ

êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Èìååò ëè ðåøåíèå óðàâíåíèå cos x = 10? Åñëè äà, òî ñêîëüêî?

2. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå âèäà a3z
3 + a2z

2 + a1z + a0 = 0 â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè?

Óïðàæíåíèÿ ê 1.2

Â çàäà÷àõ 1.2.1-1.2.20 íàéòè âñå ðåøåíèÿ â êîìïëåêñíîé îáëàñòè C.

Óïðàæíåíèå 1.2.1. �åøèòü óðàâíåíèå x2 + 64 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.2. �åøèòü óðàâíåíèå x2 + 6x+ 10 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.3. �åøèòü óðàâíåíèå x2 − 5x− 150 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.4. �åøèòü óðàâíåíèå x2 + 14x+ 58 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.5. �åøèòü óðàâíåíèå x3 − 2x+ 4 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.6. �åøèòü óðàâíåíèå x3 − 3x+ 52 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.7. �åøèòü óðàâíåíèå x3 + 37x− 212 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.8. �åøèòü óðàâíåíèå x3 + 9x2 − 34x− 336 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.9. �åøèòü óðàâíåíèå x3 + 4x2 + 21x+ 34 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.10. �åøèòü óðàâíåíèå x3 + 11x2 + 23x+ 45 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.11. �åøèòü óðàâíåíèå x3 + 2.92x − 5.232 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.12. �åøèòü óðàâíåíèå x3 + 2
√
3x2 − 12x− 24

√
3 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.13. �åøèòü óðàâíåíèå x3 −
√
7x2 + 5x− 5

√
7 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.14. �åøèòü óðàâíåíèå x4 + 8x2 − 16x + 20 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.15. �åøèòü óðàâíåíèå x4 + 18x2 − 24x+ 85 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.16. �åøèòü óðàâíåíèå x4 − 37x2 − 74x− 70 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.17. �åøèòü óðàâíåíèå x4 + 2x3 + x2 − 2x− 2 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.18. �åøèòü óðàâíåíèå x4 − 2x3 + 14x2 − 18x+ 45 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.19. �åøèòü óðàâíåíèå x4 − 2x3 − 62x2 + 128x − 128 = 0.

Óïðàæíåíèå 1.2.20. �åøèòü óðàâíåíèå x4 − 14x3 + 51x2 − 28x + 98 = 0.

Îòâåòû: 1.2.1 x1,2 = ±8i. 1.2.2 x1,2 = −3 ± i. 1.2.3 x1 = −10, x2 = 15. 1.2.4 x1,2 = −7 ± 3i. 1.2.5 x1 = −2,

x2,3 = 1± 2i. 1.2.6 x1 = −4, x2,3 = 2± 3i. 1.2.7 x1 = −4, x2,3 = −2± 7i. 1.2.8 x1 = −8, x2 = −7, x3 = 6. 1.2.9 x1 = −2,

x2,3 = −1± 4i. 1.2.10 x1 = −9, x2,3 = −1 ± 2i. 1.2.11 x1 = 6/5, x2,3 = −3/5 ± 4i. 1.2.12 x1 = 2
√
3, x2 = x3 = −2

√
3.

1.2.13 x1 =
√
7, x2,3 = ±

√
5i. 1.2.14 x1,2 = −1 ± 3i, x3,4 = 1 ± i. 1.2.15 x1,2 = 1± 2i, x3,4 = −1± 4i. 1.2.16 x1 = −5,

x2 = 7, x3,4 = −1 ± i. 1.2.17 x1 = 1, x2 = −1, x3,4 = −1 ± i. 1.2.18 x1,2 = 1 ± 2i, x3,4 = ±3i. 1.2.19 x1,2 = 1 ± i,

x3,4 = ±8. 1.2.20 x1 = x2 = 7, x3,4 = ±
√
2i.
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�ëàâà 2

Ìàòðèöû. Îïðåäåëèòåëè

2.1 Îïðåäåëèòåëè è ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

2.1.1 Ââåäåíèå

Â ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü òàê íàçûâàåìûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:







a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm.

(2.1.1)

Âàæíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (2.1.1) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà:







a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = 0.

(2.1.2)

Ñèñòåìó (2.1.1) ìîæíî ðàñìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ ax = b. Åñëè a 6= 0, òî îíî âñåãäà èìååò
ðåøåíèå x = a−1b. Åñëè a = 0, òî åñëè b = 0, ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå 0 · x = 0, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò

âñå x. Åñëè b 6= 0, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå 0 · x = b, íå èìåþùåå ðåøåíèé. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïðèãîäÿòñÿ â

äàëüíåéøåì. �åøåíèå ñèñòåì � îäíà èç âàæíûõ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû, ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçëîæåíèþ

êîòîðîé ìû ñåé÷àñ ïðèñòóïèì.

�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðèòàöèÿ ñèñòåìû (ñëó÷àé n = m = 3)

Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå òð¼õ ïåðåìåííûõ x1, x2, x3 óðàâíåíèÿ âèäà ak1x1 + ak2x2 + ak3x3 = bk ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé ïëîñêîñòü, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1.1) äëÿ ñëó÷àÿ n = m = 3 ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü.

¼1

¼2 ¼3

(a)

¼1

¼2 ¼3

(b)

�èñ. 2.1: (a): Áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé; (b): Îäíî ðåøåíèå.
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¼1

¼2

¼3

(a)

¼1

¼2

¼3

(b)

�èñ. 2.2: (a),(b): Íåò ðåøåíèé.

2.1.2 Ìàòðèöû è îïåðàöèè íàä íèìè

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ìàòðèöà � ýòî ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà ñ m ñòðîêàìè è n ñòîëáöàìè, èìåþùàÿ âèä

A =





a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn



 .

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Ìàòðèöû A, B íàçàâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ó íèõ îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòðîê m è ñòîëáöîâ

n è åñëè äëÿ ëþáûõ i, j, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n âûïîëíåíî aij = bij .

Äëÿ ìàòðèö A, B îäíîãî ðàçìåðà îïðåäåëåíà ñóììà A + B, èìåþùàÿ ýëåìåíòû aij + bij . Ìîæíî òàêæå

îïðåäåëèòü óìíîæåíèå ÷èñëà α íà ìàòðèöó A, êàê ìàòðèöó αA ñ ýëåìåíòàìè αaij . Ñóùåñòâåííî äàëåå âàæíóþ
ðîëü áóäåò èãðàòü îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Äëÿ ìàòðèö

A =





a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn



 , B =





b11 . . . b1p
. . . . . . . . . . . . .
bn1 . . . bnp





(÷èñëî ñòîëáöîâ 1-é ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòðîê 2-é ìàòðèöû) îïðåäåëèì èõ ïðîèçâåäåíèå êàê ìàòðèöó

ðàçìåðà m× p,

C =





c11 . . . c1p
. . . . . . . . . . . . . .
cm1 . . . cmp



 .

ñ ýëåìåíòàìè cij =
∑n
k=1 aik · bkj .

Ï ð è ì å ð 2.1.1.

(
3 0 1
2 3 2

)




1 2 3 4
0 3 0 1
0 0 1 0



 =

(
c11 c12 c13 c14
c21 c22 c23 c24

)

,

ãäå

c11 = 3 · 1 + 0 · 0 + 1 · 0 = 3,

c12 = 3 · 2 + 0 · 3 + 1 · 0 = 6,

c13 = 3 · 3 + 0 · 0 + 1 · 1 = 10,

c14 = 3 · 4 + 0 · 1 + 1 · 0 = 12.

Àíàëîãè÷íî c21 = 2, c22 = 13, c23 = 8, c24 = 11. Èòàê

C =

(
3 6 10 12
2 13 8 11

)

.

2.1.3 Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ, ìàòðèöà

A =





a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn



 ,
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óìíîæåííàÿ íà âåêòîð ~x =






x1
.

.

.

xn




, äàåò âåêòîð-ñòîëáåö ñ m êîîðäèíàòàìè, èìåííî

A~x =





a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn









x1
. . .
xn



 =





a11x1 + · · ·+ a1mxn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + · · ·+ amnxn



 .

Òîãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ðàâåíñòâî âåêòîðîâ

A~x = ~b.

Èòàê, íàìè ïîëó÷åíà êðàòêàÿ çàïèñü ñèñòåìû óðàâíåíèé. Åñëè âåðíóòüñÿ ê óðàâíåíèþ ax = b ïðè a 6= 0
è åãî ðåøåíèþ x = a−1b, òî áûëî áû æåëàòåëüíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî âèäà ~x = A−1~b ïðè óñëîâèÿõ íà A,
îáîáùàþùèõ óñëîâèå a 6= 0.

Íàäî ïðåæäå âñåãî ïîíÿòü, ÷òî òàêîå A−1
? Äëÿ ýòîãî âíîâü îáðàòèìñÿ ê ÷èñëàì. Äëÿ ëþáîãî a èìåþò

ìåñòî ðàâåíñòâà: a · 1 = 1 · a = a. È åñëè a 6= 0, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî a−1
òàêîå, ÷òî a−1 · a = a · a−1 = 1. Äëÿ

ïîñòðîåíèÿ àíàëîãà ýòîãî ðàâåíñòâà îïðåäåëèì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó òàê:

E =







1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1






.

Îíà èìåò ðàçìåð n × n è ïðè óìíîæåíèè íà ëþáóþ ìàòðèöó A ðàçìåðà n × n ïîëó÷àåì AE = EA = A. (À
äëÿ ìàòðèö, ðàçìåð êîòîðûõ íå ðàâåí n×n, îáà ýòè ïðîèçâåäåíèÿ íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî îïðåäåëåíû.)
Òîãäà âíîâü äëÿ ìàòðèöû ðàçìåðà n× n íàçîâåì A−1

òàêóþ ìàòðèöó, ÷òî A−1A = AA−1 = E.
Îñíîâíûå âîïðîñû ñåé÷àñ � ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ìàòðèöà? Åñëè ñóùåñòâóåò, òî êàê åå íàéòè? Íà ýòè

âîïðîñû ìû äàäèì îòâåòû ÷óòü ïîçæå.

2.1.4 Îïðåäåëèòåëü 2× 2 è 3× 3

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1
äëÿ ìàòðèöû A, ðàññìîòðèì òàê íàçûâà-

åìûé îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A. Äëÿ ìàòðèöû A =

(
a11 a12
a21 a22

)

âòîðîãî ïîðÿäêà, åå îïðåäåëèòåëü |A|, ïî

+
a12

a21

a11
-

a22

a11

a22

a12

a21

(a)

a12

a21

= -a a11 22 a a12 21

a11

a22

(b)

�èñ. 2.3: (a): �àññòàâëåíèå çíàêîâ; Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

îïðåäåëåíèþ, ðàâåí ∣
∣
∣
∣

a11 a12
a21 a22

∣
∣
∣
∣
= a11a12 − a21a22.

Äëÿ ìàòðèöû

A =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33





åå îïðåäåëèòåëü, ïî îïðåäåëèíèþ, ðàâåí

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31.
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+

a21 a22

a11 a12 a13

a23

a31 a32 a33

(a)

+

a21 a22

a11 a12 a13

a23

a31 a32 a33

(b)

+

a21 a22

a11 a12 a13

a23

a31 a32 a33

()

a21 a22

-a11 a12 a13

a23

a31 a32 a33

(d)

a11 a12

a21 a22

a13

a23

a31 a32 a33

-

(e)

a11 a12

a21 a22

a13

a23

a31 a32 a33

-

(f)

�èñ. 2.4: (a)-(): Ñîñòàâëåíèå ïîëîæèòåëüíûõ ñóìì; (d)-(f): Ñîñòàâëåíèå îòðèöàòåëüíûõ ñóìì; Ïðàâèëî âû-

÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà.

+ + +

a21 a22

a11 a12 a13

a23

a31 a32 a33

a21 a22

a11 a12 a13

a23

a31 a32 a33

(a)

a21 a22

-a11 a12 a13

a23

a31 a32 a33

a21 a22

a11 a12

a23

a31 a32 a33

a13

- -

(b)

�èñ. 2.5: (a): �àññòàâëåíèå ïîëîæèòåëüíûõ çíàêîâ; (b): �àññòàâëåíèå îòðèöàòåëüíûõ çíàêîâ; Åù¼ îäíî ïðà-

âèëî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Äàäèì áîëåå óäîáíîå äëÿ çàïîìèíàíèÿ ïðàâèëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì

ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà â âèäå

a11(a22a33 − a23a32) + (−1)a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a22a31) =

= a11

∣
∣
∣
∣

a22 a23
a32 a33

∣
∣
∣
∣
− a12

∣
∣
∣
∣

a21 a23
a31 a32

∣
∣
∣
∣
+ a13

∣
∣
∣
∣

a21 a22
a31 a32

∣
∣
∣
∣
.

×èñëî (−1)1+1

∣
∣
∣
∣

a22 a23
a32 a33

∣
∣
∣
∣
íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì a11 è îáîçíà÷àåòñÿ A11, ÷èñëî

(−1)2+3

∣
∣
∣
∣

a11 a12
a31 a32

∣
∣
∣
∣
� àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà a23 è ò.ä. Âîîáùå, ÷òîáû ïîëó÷èòü àëãåáðàè÷åñêîå

äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij , íóæíî âû÷åðêíóòü èç îïðåäåëèòåëÿ ñòðîêó ñ íîìåðîì i è ñòîëáåö ñ íîìåðîì j.
Îñòàâøèéñÿ îïðåäåëèòåëü óìíîæàåì íà (−1)i+j .

Åùå îäèí ïðèìåð:

A =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

; A12 = (−1)1+2

∣
∣
∣
∣

a21 a23
a31 a33

∣
∣
∣
∣
.

Äîêàçàííîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

|A| = a11A11 + a12A12 + a13A13.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü ðàâåíñòâà, ñîñòàâëÿþùèå óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.1.1.

|A| =a11A11 + a12A12 + a13A13 = a21A21 + a22A22 + a23A23 =

a31A31 + a32A32 + a33A33 = a11A11 + a21A21 + a31A31 =

a12A12 + a22A22 + a32A32 = a13A13 + a23A23 + a33A33.

Äëÿ ìàòðèöû A ïîðÿäêà 4 åå îïðåäåëèòåëü ñ÷èòàåì ðàâíûì, ïî îïðåäåëåíèþ,

|A| = a11A11 + a12A12 + a13A13 + a14A14.
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Ìîæíî ñíîâà äîêàçàòü òåîðåìó, ãëàñÿùóþ

|A| = ai1Ai1 + ai2Ai2 + ai3Ai3 + ai4Ai4, i = 1, 2, 3, 4

è

|A| = a1jA1j + a2jA2j + a3jA3j + a4jA4j , j = 1, 2, 3, 4,

ãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij , ò.å. îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷åííûé èç |A| âû÷åðêèâàíèåì
ñòðîêè ñ íîìåðîì i, ñòîëüöà ñ íîìåðîì j, à çàòåì óìíîæåííûé íà (−1)i+j . Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëÿòü

îïðåäåëèòåëè äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà 5, 6 è ò.ä., âîîáùå, ïîðÿäêà n. Äëÿ íèõ òàêæå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà,

àíàëîãè÷íàÿ ñ�îðìóëèðîâàííîé.

2.1.5 Ïåðåñòàíîâêè è òðàíñïîçèöèÿ. Âûðàæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ÷åðåç åãî êîý�-

�èöèåíòû (ñëó÷àé n× n)

Âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà, íà ïåðâûé âçãëÿä, ñîâñåì íå ïîõîæè äðóã

íà äðóãà. Îäíàêî ïðè áîëåå âíèìàòåëüíîì èõ ðàññìîòðåíèè ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êàê âåëè÷èíà

a11a22 − a12a21,

òàê è âåëè÷èíà

a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33

èìåþò îïðåäåë¼ííûå çàêîíîìåðíîñòè ñòðîåíèÿ.

Â êàæäîì èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé ïåðâûìè íîìåðàìè èõ ñîìíîæèòåëåé ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1 è 2 (ó ýëåìåíòîâ
a11, a12 ïåðâûé íîìåð ðàâåí 1, ó ýëåìåíòîâ a21, a22 ïåðâûé íîìåð ðàâåí 2), âòîðûìè íîìåðàìè � òå æå

÷èñëà, íî â ðàçíîì ïîðÿäêå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â êàæäîì èç ïðîèçâåäåíèé a11a22a33, a13a21a32,
a12a23a31, a13a22a31, a11a23a31, a12a21a33 ïåðâûå íîìåðà ñîìíîæèòåëåé � ýòî ÷èñëà 1, 2, 3. Âòîðûå íîìåðà �
òå æå ÷èñëà 1, 2, 3, ïåðåñòàâëåííûå ìåñòàìè.

Ïåðåñòàíîâêè

×èñëà 1, 2 ìîæíî ïåðåñòàâèòü äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè: 1, 2 è 2, 1. �àññìîòðèì ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë

1, 2, 3. Íà ïåðâîå ìåñòî ìîæíî ïîñòàâèòü ëþáîå èç íèõ. Ýòî äà¼ò 3 âîçìîæíîñòè. Çà�èêñèðîâàâ ÷èñëî íà

ïåðâîì ìåñòå, èìååì äâå âîçìîæíîñòè âûáîðà ÷èñëà íà âòîðîì ìåñòå. Ïðè �èêñèðîâàííûõ äâóõ ÷èñëàõ íà

ïåðâîì è âòîðîì ìåñòå îñòà¼òñÿ ëèøü îäíà âîçìîæíîñòü ïîñòàâèòü ÷èñëî íà òðåòüå ìåñòî. Èòîãî èìååì

3 · 2 · 1 = 6 ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3. �àññóæäàÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì, ÷òî èìååòñÿ

n(n− 1)(n− 2) . . . 3 · 2 · 1 = n! ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, . . . , n.
Ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë 1, 2, . . . , n óäîáíî îáîçíà÷àòü òàê:

τ =

(
1 . . . n

τ(1) . . . τ(n)

)

, (2.1.3)

ãäå τ(1), . . . , τ(n) � òå æå ÷èñëà 1, 2, . . . , n, íî â äðóãîì ïîðÿäêå. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ÷ëåí îïðåäå-

ëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèä ±a1τ(1)a2τ(2), à ëþáîé ÷ëåí îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà èìååò âèä

±a1τ(1)a2τ(2)a3τ(3).
Ïåðåéä¼ì ê âîïðîñó î òîì, êàê îïðåäåëèòü çíàê, ñ êîòîðûì ÷ëåíû óêàçàííîãî âèäà âõîäÿò â îïðåäåëèòåëü.

Îïðåäåëåíèå 2.1.3. �àññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó (6.1.2) è íàçîâ¼ì èíâåðñèåé ïàðó ÷èñåë τ(i), τ(j) òàêèõ, ÷òî
i < j, íî τ(i) > τ(j). Íàçîâ¼ì ïåðåñòàíîâêó (6.1.2) ÷¼òíîé, åñëè â íåé ÷¼òíîå ÷èñëî èíâåðñèé è íå÷¼òíîé,

åñëè ÷èñëî èíâåðñèé íå÷¼òíîå.

Ï ð è ì å ð 2.1.2. Ïåðåñòàíîâêà

(
1 2 3
1 3 2

)

� íå÷¼òíàÿ ñ îäíîé èíâåðñèåé,

(
1 2 3
3 1 2

)

� ÷¼òíàÿ

ïåðåñòàíîâêà ñ äâóìÿ èíâåðñèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 2.1.4. Ïåðåìåíà ìåñòàìè äâóõ ýëåìåíòîâ â ïåðåñòàíîâêå íàçûâàåòñÿ òðàíñïîçèöèåé ýòèõ

ýëåìåíòîâ.

Ëåììà 1. Ïðè ëþáîé òðàíñïîçèöèè ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè ìåíÿåòñÿ.
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k m
s-штук

(a)

km
s-штук

(b)

�èñ. 2.6: (a): s+ 1 ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòà k; (b): s ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòà m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè òðàíñïîçèöèè ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ ìåíÿåòñÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òîëüêî ýòèõ ýëå-

ìåíòîâ, òàê ÷òî ÷èñëî èíâåðñèé èçìåíÿåòñÿ (óâåëè÷èâàåòñÿ èëè óìåíüøàåòñÿ) íà 1; ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòíîñòü
ìåíÿåòñÿ. Òðàíñïîçèöèÿ ýëåìåíòîâ k è m, ðàçäåëåííûõ s äðóãèìè ýëåìåíòàìè, ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà

ïóòåì 2s+ 1 ïîñëåäîâàòåëüíûõ òðàíñïîçèöèé ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ (ñì. ðèñ. 3.4): ñíà÷àëà ïåðåñòàâëÿåì k ñî

âñåìè ïðîìåæóòî÷íûìè ýëåìåíòàìè è ñ m, çàòåì ïåðåñòàâëÿåì m ñî âñåìè ïðîìåæóòî÷íûìè ýëåìåíòàìè.

Êàæäûé ðàç çíàê ïåðåñòàíîâêè áóäåò ìåíÿòüñÿ ïî äîêàçàííîìó âûøå. Òàê êàê ýòî ïðîèçîéäåò íå÷åòíîå ÷èñëî

ðàç, òî â ðåçóëüòàòå çíàê ïåðåñòàíîâêè èçìåíèòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Ñëåäñòâèå 2.1.1. Ïðè n > 1 ÷èñëî ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ ðàâíî ÷èñëó íå÷åòíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì âñå ÷åòíûå ïåðåñòàíîâêè è â êàæäîé èç íèõ ïðîèçâåäåì òðàíñïîçèöèþ ïåðâûõ

äâóõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà ìû ïîëó÷èì, ïðè÷åì ïî îäíîìó ðàçó, âñå íå÷åòíûå ïåðåñòàíîâêè

Çàìåòèì, ÷òî â âåëè÷èíå a11a22 − a12a21 ñî çíàêîì ïëþñ ñòîèò âûðàæåíèå a11a22, ñîîòâåòñòâóþùåå ÷¼ò-

íîé ïåðåñòàíîâêå

(
1 2
1 2

)

(íîëü èíâåðñèé), à ñî çíàêîì ìèíóñ ñòîèò a12a21, ñîîòâåòñòâóþùåå íå÷¼òíîé

ïåðåñòàíîâêå

(
1 2
2 1

)

.

Àíàëîãè÷íî, â âûðàæåíèå a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33 ñî çíàêîì
ïëþñ âõîäÿò âûðàæåíèÿ a1τ(1)a2τ(2)a3τ(3), ñîîòâåòñòâóþùèå ÷¼òíûì ïåðåñòàíîâêàì

(
1 2 3
1 2 3

)

,

(
1 2 3
3 1 2

)

,

(
1 2 3
2 3 1

)

,

à ñî çíàêîì ìèíóñ � âûðàæåíèÿ a1τ(1)a2τ(2)a3τ(3), ñîîòâåòñòâóþùèå íå÷¼òíûì ïåðåñòàíîâêàì

(
1 2 3
3 2 1

)

,

(
1 2 3
1 3 2

)

,

(
1 2 3
2 1 3

)

.

Îáîçíà÷èì

σ(τ) = σ(τ(1), τ(2), · · · , τ(n)) =
{

1, åñëè τ � íå÷¼òíàÿ ïåðåñòàíîâêà,

0, åñëè τ � ÷¼òíàÿ ïåðåñòàíîâêà.

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà a11a22−a12a21 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âåëè÷èí âèäà (−1)σ(τ)a1τ(1)a2τ(2), âçÿòóþ
ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì τ ÷èñåë 1, 2, à âåëè÷èíà a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31 − a13a22a31 − a11a23a32 −
a12a21a33 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âåëè÷èí âèäà (−1)σ(τ)a1τ(1)a2τ(2)a3τ(3), âçÿòóþ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì τ
÷èñåë 1, 2, 3.

Îáîáùèì ýòî íàáëþäåíèå:

Îïðåäåëåíèå 2.1.5. Äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû

A =





a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann



 .

ïîëîæèì, ïî îïðåäåëåíèþ, îïðåäåëèòåëü ðàâíûì

|A| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
∑

τ

(−1)σ(τ)a1τ(1)a2τ(2) . . . anτ(n), (2.1.4)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì τ ÷èñåë 1, 2, . . . , n.
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Ëåììà 2. Ïðîèçâîëüíîå ñëàãàåìîå aα1β1aα2β2 . . . aαnβn
èç îïðåäåëèòåëÿ detA âõîäèò â ñóììó ñî çíàêîì

(−1)σ(α)+σ(β).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîèçâåäåíèå aα1β1aα2β2 . . . aαnβn
ïîìåíÿåì ìíîæèòåëè òàê, ÷òîáû ïî ïåðâîìó èíäåêñó

áûëî óïîðÿäî÷åíèå, ò.å. a1γ1a2γ2 . . . anγn . Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ a1γ1a2γ2 . . . anγn çíàê â îïðåäåëèòåëå detA áóäåò

(−1)σ(γ) = (−1)σ(e)+σ(γ),

çäåñü e =

(
1 . . . n
1 . . . n

)

� åäèíè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà. Åñëè â ïðîèçâåäåíèå a1γ1a2γ2 . . . anγn ïîìåíÿòü ìåñòàìè,

äâà ëþáûõ ýëåìåíòà, òî îáå ïåðåñòàíîâêè, îòâå÷àþùèå ýòîìó ñëàãàåìîìó

e =

(
1 . . . n
1 . . . n

)

è γ =

(
1 . . . n

γ(1) . . . γ(n)

)

ïîìåíÿþò ÷¼òíîñòü

1

, ò.å. çíàê âûðàæåíèÿ

(−1)σ(e)+σ(γ)

íå èçìåíèòñÿ.

Ïîñêîëüêó èç ïðîèçâåäåíèÿ a1γ1a2γ2 . . . anγn ìû ïîëó÷èì ïðîèçâåäåíèå aα1β1aα2β2 . . . aαnβn
çà íåêîòîðîå

÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ìíîæèòåëåé aij , ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ çíàê ó âûðàæåíèÿ (−1)σ(e)+σ(γ) íå ìåíÿåòñÿ,
ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(−1)σ(α)+σ(β) = (−1)σ(e)+σ(γ) = (−1)σ(γ).

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ìîæåò ëè îïðåäåëèòåëü





1 −3 3
−3 9 −9
2 p p− 5





áûòü ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì ïðè íåêîòîðîì p ∈ R?

2. Îïðåäåëèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ïåðåñòàíîâêà

(

1 2 3 4
1 3 2 4

)

÷¼òíîé?

3. Ñ êàêèì çíàêîì âõîäèò â îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ðàçìåðà 5× 5 ñëàãàåìîå a23a41a54a12a35?

Óïðàæíåíèÿ ê 2.1

Óïðàæíåíèå 2.1.1. Íàéäèòå îïðåäåëèòåëè ìàòðèö A =

(

7 2
7 3

)

, AT
, B =





5 + 2 4 + 3 2 + 7
5 4 2
2 3 7





.

Óïðàæíåíèå 2.1.2. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî èíâåðñèé ïåðåñòàíîâêè

(

1 2 . . . n− 1 n
n n− 1 . . . 2 1

)

.

Óïðàæíåíèå 2.1.3. Ïîñ÷èòàéòå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ãðóïïû An âñåõ ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê.

Óïðàæíåíèå 2.1.4. Êàêàÿ ïåðåñòàíîâêà èìååò íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî èíâåðñèé? ×åì, îíî ðàâíî?

Óïðàæíåíèå 2.1.5. Ñêîëüêî âñåãî èíâåðñèé âî âñåõ ïåðåñòàíîâêàõ èç Sn âìåñòå âçÿòûõ?

Îòâåòû: 2.1.1 |A| = |AT | = 7, |B| = 0. 2.1.2 n(n − 1)/2. 2.1.3 n!/2. 2.1.4 n(n − 1)/2. 2.1.5 n(n − 1)/2 ·
n!/2. Óêàçàíèå: Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïåðåñòàíîâêà τ =

(

1 . . . n
τ (1) . . . τ (n)

)

èìååò k èíâåðñèé, òî ïåðåñòàíîâêà τ =
(

1 . . . n
τ (n) . . . τ (1)

)

èìååò n(n− 1)/2− k èíâåðñèé.

1

íàïðèìåð, åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè â ïåðåñòàíîâêàõ ïåðâûå äâà èíäåêñà, òî íîâûå ïåðåñòàíîâêè e′ =
(

1 2 3 . . . n

2 1 3 . . . n

)

è γ′ =
(

1 2 3 . . . n

γ(2) γ(1) γ(3) . . . γ(n)

)

ïîìåíÿëè ñâîþ ÷¼òíîñòü



32 �ëàâà 2. Ìàòðèöû. Îïðåäåëèòåëè

2.2 Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ. Òåîðåìà Ëàïëàñà

2.2.1 Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ. Îíè áóäóò âûïèñàíû, äëÿ ïðîñòîòû, äëÿ îïðåäåëåòèëåé 3-ãî

ïîðÿäêà.

1. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ðàâåí îïðåäåëèòåëþ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû AT , ò.å. |A| = |AT |. Äëÿ
òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû A ñëåäóåò åå ñòðîêè ñäåëàòü ñòîëáöàìè íîâîé ìàòðèöû, êîòîðàÿ è íàçûâà-

åòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé A è îáîçíà÷àåòñÿ AT .
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû AT , êàê è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A, åñòü ñóììà âñåâîçìîæ-
íûõ ïðîèçâåäåíèé n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è èç êàæäîãî ñòîëáöà.
Åäèíñòâåííîå, çà ÷åì íàäî ïðîñëåäèòü, � ýòî òî, ÷òî îäèíàêîâûå ïðîèçâåäåíèÿ âõîäÿò â detA è detAT

îäèíàêîâûìè çíàêàìè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî çíàêè íå èçìåíÿòñÿ äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 2.

Ïðèâåä¼ì ïîõîæåå äîêàçàòåëüñòâî, íå èñïîëüçóþùåå ëåììó 2: Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, ñ êàêèì çíàêîì

âõîäèò â detAT
ïðîèçâåäåíèå a1k1

a2k2
. . . ankn

, íóæíî ðàñïîëîæèòü åãî ñîìíîæèòåëè ïî ïîðÿäêó íîìåðîâ ñòîëáöîâ.

Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü, ïîñëåäîâàòåëüíî ìåíÿÿ ìåñòàìè äâà ñîìíîæèòåëÿ. Ïðè êàæäîé òàêîé ïåðåìåíå â ïåðåñòàíîâêàõ,

îáðàçóåìûõ íîìåðàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ, îäíîâðåìåííî ïðîèñõîäÿò òðàíñïîçèöèè, òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå èõ çíàêîâ íå

ìåíÿåòñÿ. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â detA è detAT
ñ îäíèì è òåì æå çíàêîì.

Çàìå÷àíèå 1. Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííûå äëÿ ñòðîê

îïðåäåëèòåëÿ, âåðíû è äëÿ åãî ñòîëáöîâ.

2. Åñëè â îïðåäåëèòåëå ïîìåíÿòü ìåñòàìè 2 ëþáûå ñòðîêè (ñòîëáöà), òî îí èçìåíèò çíàê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′
îïðåäèëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç ìàòðèöû A çàìåíîé ñòðîê

ñ íîìåðàìè i è j. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A′
, êàê è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A, åñòü ñóììà âñåâîçìîæíûõ

ïðîèçâåäåíèé n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è èç êàæäîãî ñòîëáöà.

Åäèíñòâåííîå, çà ÷åì íàäî ïðîñëåäèòü, � ýòî òî, ÷òî îäèíàêîâûå ïðîèçâåäåíèÿ âõîäÿò â detA è detA′

îäèíàêîâûìè çíàêàìè. Ñëàãàåìîå

(−1)σ(k1,...,ki,...,kj ,...,kn)a1k1 . . . a2ki . . . a2kj . . . ankn ,

âõîäÿùåå â îïðåäåëèòåëü A áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñëàãàåìîãî â îïðåäåëèòåëå A′
ó êîòîðîãî ìåñòàìè

ïåðåäâèíóòû i è j ìåñòà:

(−1)σ(k1,...,kj ,...,ki,...,kn)a1k1 . . . a2kj . . . a2ki . . . ankn ,

òîëüêî çíàêîì. Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå íå ìåíÿåò ðåçóëüòàò, à ÷¼òíîñòü ïåðåñòàíîâêà ïðè òðàíñïîçîöèè

ìåíÿåò, à ñëåäîâàòåëüíî è çíàê.

Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû 3× 3 ïåðåñòàíîâêà âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêè ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a31 a32 a33
a21 a22 a23

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

3. Åñëè â îïðåäåëèòåëå èìåþòñÿ 2 îäèíàêîâûå ñòðîêè (ñòîëáöû), òî îí ðàâåí 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü èõ ìåñòàìè. Òîãäà ïî ñâîéñòâó 2, ïîëó÷åííûé
îïðåäåëèòåëü ðàâåí −|A|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòðîêè îäèíàêîâûå, ïîýòîìó îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèëñÿ.

Çíà÷èò, −|A| = |A|, îòêóäà |A| = 0.
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4. Îáùèé ìíîæèòåëü ñòðîêè (ñòîëáöà) ìîæíî âûíåñòè çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′
îïðåäèëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç ìàòðèöû A ïóò¼ì óìíî-

æåíèÿ i-îé ñòðîêè íà ÷èñëî λ. Òîãäà

detA′ =
∑

τ

(−1)σ(τ)a1τ(1) . . . (λ · aiτ(i)) . . . anτ(n) = λ
∑

τ

(−1)σ(τ)a1τ(1) · · · · aiτ(i) . . . anτ(n) = λdetA.

Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû 3× 3 äàííîå ñâîéñòâî ïðèíèìàåò âèä:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

λa11 λa12 λa13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

5. Åñëè â îïðåäåëèòåëå åñòü 2 ïðîïîðöîíàëüíûå ñòðîêè, òî îí ðàâåí 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåì ñâîéñòâà 4 è 3.

6. Åñëè âñå ýëåìåíòû i-îé ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ ïðåäñòàâëåíû â âèäå aij = a′ij + a′′ij , òî îí ðàâåí ñóììå

äâóõ îïðåäåëèòåëåé, ó êîòîðûõ i-ûå ñòðîêè ñîñòîÿò, ñîîòâåòñòâåííî, èç ýëåìåíòîâ a′ij , j = 1, . . . , n
è a′′ij , j = 1, . . . , n, à îñòàëüíûå ñòðîêè òàêèå æå, êàê ó èñõîäíîãî îïðåäåëèòåëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà

∑

τ

(−1)σ(τ)a1τ(1) . . . (a
′
iτ(i) + a′′iτ(i)) . . . anτ(n) =

=
∑

τ

(−1)σ(τ)a1τ(1) . . . a
′
iτ(i) . . . anτ(n) +

∑

τ

(−1)σ(τ)a1τ(1) . . . a
′′
iτ(i) . . . anτ(n).

Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû 3× 3 äàííîå ñâîéñòâî ïðèíèìàåò âèä:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a′11 + a′′11 a′12 + a′′12 a′13 + a′′13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a′11 a′12 a′13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a′′11 a′′12 a′′13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Çàìå÷àíèå 2. Íå ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî |A+ B| = |A|+ |B|. Ýòî ðàâåíñòâî â
îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî.

7. Ê ëþáîé ñòðîêå (ñòîëáöó) îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî ïðèáàâèòü ëþáóþ äðóãóþ ñòðîêó (ñòîëáåö) îïðåäåëè-

òåëÿ, óìíîæåííóþ íà ëþáîå ÷èñëî, ïðè ýòîì îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′
îïðåäèëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç ìàòðèöû A ïóò¼ì óìíî-

æåíèÿ ïðèáàâëåíèÿ k-îé ñòðîêè ê i-îé ñòðîêè íà ÷èñëî λ. Îáîçíà÷èì ñòðîêè ìàòðèöû ÷åðåç ~a1, . . . , ~an.
Òîãäà, èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå óæå ñâîéñòâà, ïîëó÷àåì:

detA′ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~a1
. . .
~ai
. . .

~ak + λ~ai
. . .
~an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~a1
. . .
~ai
. . .
~ak
. . .
~an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~a1
. . .
~ai
. . .
λ~ai
. . .
~an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~a1
. . .
~ai
. . .
~ak
. . .
~an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~a1
. . .
~ai
. . .
~ai
. . .
~an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= detA.
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Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû 3× 3 äàííîå ñâîéñòâî ïðèíèìàåò âèä:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 + λa21 a12 + λa22 a13 + λa23
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

8. Åñëè ìàòðèöà A ïðåäñòàâèìà â âèäå

(
A′ B
0 A′′

)

,

ãäå A′
, A′′

� êâàäðàòíûå ìàòðèöû, 0 � íóëåâàÿ ìàòðèöà, òî detA = detA′ · detA′′
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.

Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû 5× 5 äàííîå ñâîéñòâî ïðèíèìàåò âèä:

det









a11 a12 a13 c11 c12
a21 a22 a23 c21 c22
a31 a32 a33 c31 c32
0 0 0 b11 b12
0 0 0 b21 b22









=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

·
∣
∣
∣
∣

b11 b12
b21 b22

∣
∣
∣
∣
= detA · detB.

9. Åñëè îïðåäåëèòåëü èìååò âèä

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

òî îí ðàâåí a11 . . . ann.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëó÷àåì êàê ñëåäñòâèå èç ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà (õîòÿ ìîæíî äîêàçàòü è íàïðÿ-

ìóþ).

10. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ i-îé ñòðîêè íà àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòîâ i-îé ñòðîêè ðàâíà
detA. Òîæå âåðíî äëÿ ñòîëáöîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ñïîñîá. Äîêàçàòåëüñòâî íàïèñàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å (êàê ñëåäñòâèå

òåîðåìû Ëàïëàñà).

Âòîðîé ñïîñîá. Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíåå, ñòðîêè ìàòðèöû ÷åðåç ~a1, . . . ,~an. Ïîëîæèì ~ai = ~b1 + · · ·+~bn,
ãäå

~bk ñòðîêà ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû íóëè, êðîìå ìåñòà ñ íîìåðîì k, ãäå íàõîäèòñÿ êîíñòàíòà aik. Òîãäà

detA =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~a1
. . .
~ak
. . .
~an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~a1
. . .

~b1 + · · ·+~bn
. . .
~an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~a1
. . .
~b1
. . .
~an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ · · ·+

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~a1
. . .
~bn
. . .
~an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Äîêàæåì ðàâåíñòâî

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~a1
. . .
~ak−1

~bi
~ak+1

. . .
~an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1 i−1 a1 i a1 i+1 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak−1 1 . . . ak−1 i−1 ak−1 i ak−1 i+1 . . . ak−1n

0 . . . 0 ak i 0 . . . 0
ak+1 1 . . . ak+1 i+1 ak+1 i ak+1 i+1 . . . ak+1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an 1 . . . an i+1 an i an i+1 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= akiAki.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåìåñòèì i-ûé ñòîëáåö íà ïåðâîå ìåñòî, ïîñëåäîâàòåëüíî ìåíÿÿ åãî ñ i − 1, çàòåì ñ

i− 2 è ò.ä. Çàòåì ïåðåìåñòèì k-óþ ñòðîêó íà ïåðâîå ìåñòî, ïîñëåäîâàòåëüíî ìåíÿÿ åãî ñ k − 1, çàòåì ñ

k− 2 è ò.ä. Ïîñêîëüêó ïðè êàæäîé ïåðåíåìå ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìåíÿëñÿ çíàê îïðåäåëèòåëÿ, òî ïîëó÷àåì

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~a1
. . .
~ak−1

~bi
~ak+1

. . .
~an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (−1)k+i

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ak i 0 . . . 0 0 . . . 0
a1 i a11 . . . a1 i−1 a1 i+1 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak−1 i ak−1 1 . . . ak−1 i−1 ak−1 i+1 . . . ak−1n

ak+1 i ak+1 1 . . . ak+1 i+1 ak+1 i+1 . . . ak+1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an i an 1 . . . an i+1 an i+1 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= akiAki.

11. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ i-îé ñòðîêè íà àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòîâ j-îé ñòðîêè (i 6=
j) ðàâíà 0. Òîæå âåðíî äëÿ ñòîëáöîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íàïèñàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å (íå îïèðàþñü íà òåîðåìó Ëàïëà-

ñà).

Çàìå÷àíèå 3. Ñâîéñòâà 10-11 ìîæíî çàïèñàòü â åäèíîì âèäå:

n∑

j=1

akjAnj = δkn · |A|,
n∑

i=1

aikAin = δkn · |A|,

ãäå

δkn =

{

1, k = n,

0, k 6= n

ñèìâîë Êðîíåêåðà.

11. |A ·B| = |A| · |B| (A,B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å (ñì. ñëåäñòâèå 2.2.4).

Ï ð è ì å ð 2.2.1. Íàéäèòå îïðåäåëèòåëü

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
2 3 4
5 6 8

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì öåïî÷êó ðàâåíñòâ. Îáîñíîâàíèÿ íàïèøåì íèæå.

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
2 3 4
5 6 8

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 −1 −2
5 6 8

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 −1 −2
0 −4 −7

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 −1 −2
0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 1 · (−1) · 1 = −1.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ìû ïîëó÷èëè âû÷èòàÿ èç âòîðîé ñòðîêè óäâîåííóþ ïåðâóþ. Âòîðîå ðàâåíñòâî ìû ïîëó÷èëè

âû÷èòàÿ èç òðåòüåé ñòðîêè ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà 5. Òðåòüå ðàâåíñòâî ìû ïîëó÷èëè âû÷èòàÿ èç òðåòüåé

ñòðîêè âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà 4. ×åòâ¼ðòîå ðàâåíñòâî ìû ïîëó÷èëè ïî ñâîéñòâó 8.

Ï ð è ì å ð 2.2.2. Âû÷èñëèì òàê íàçûâàåìûé îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà

V (x1, x2, . . . , xn) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 x1 x21 . . . xn−2
1 xn−1

1

1 x2 x22 . . . xn−2
2 xn−1

2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 xn x2n . . . xn−2
n xn−1

n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣



36 �ëàâà 2. Ìàòðèöû. Îïðåäåëèòåëè

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èòàÿ èç êàæäîãî ñòîëáöà, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî, ïðåäûäóùèé ñòîëáåö, óìíîæåííûé

íà x1, ïîëó÷àåì

V (x1, x2, . . . , xn) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0 . . . 0 0
1 x2 − x1 x2(x2 − x1) . . . xn−3

2 (x2 − x1) xn−2
2 (x2 − x1)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 xn − x1 xn(xn − x1) . . . xn−3
n (xn − x1) xn−2

n (xn − x1)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ïî ïåðâîé ñòðîêå ïîëó÷àåì:

V (x1, x2, . . . , xn) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x2 − x1 x2(x2 − x1) . . . xn−3
2 (x2 − x1) xn−2

2 (x2 − x1)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xn − x1 xn(xn − x1) . . . xn−3
n (xn − x1) xn−2

n (xn − x1)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Ïî ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëÿ èç êàæäîé ñòðîêè âûòàùèì îáùèé ìíîæèòåëü è ïîëó÷èì:

V (x1, x2, . . . , xn) = (x2 − x1) · · · (xn − x1)V (x2, . . . , xn).

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåì:

V (x1, x2, . . . , xn) =
∏

i>j

(xi − xj).

2.2.2 Òåîðåìà Ëàïëàñà.

Äëÿ íà÷àëà, ââåä¼ì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, è ïóñòü âûáðàíû ëþáûå k ñòðîê ìàòðèöû A ñ íîìåðàìè

i1 < i2 < . . . < ik è ëþáûå k ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè j1 < j2 < . . . < jk.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷àåìîé èç A âû÷åðêèâàíèåì âñåõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, êðîìå

âûáðàííûõ, íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì k-ãî ïîðÿäêà, ðàñïîëîæåííûì â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè i1, i2, . . ., ik è ñòîëáöàõ
ñ íîìåðàìè j1, j2, . . ., jk. Îí îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M i1,...,ik
j1,...,jk

= det






ai1j1 ai1j2 . . . ai1jk
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

aikj1 aikj2 . . . aikjk




 .

À îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷àåìîé âû÷åðêèâàíèåì òîëüêî âûáðàííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ èç êâàäðàòíîé

ìàòðèöû, íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ìèíîðîì ê ìèíîðó M i1,...,ik
j1,...,jk

:

M
i1,...,ik
j1,...,jk

= det






aik+1jk+1
aik+1jk+2

. . . aik+1jn
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ainjk+1
ainjk+2

. . . ainjn




 ,

ãäå ik+1 < . . . < in è jk+1 < . . . < jn � íîìåðà íåâûáðàííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ìèíîðà M i1,...,ik
j1,...,jk

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ai1,...,ikj1,...,jk
= (−1)p+qM

i1,...,ik
j1,...,jk

ãäå p = i1 + . . .+ ik, q = j1 + . . .+ jk.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 2.2.2 (Òåîðåìà Ëàïëàñà). Ïóñòü âûáðàíû ëþáûå k ñòðîê ìàòðèöû A. Òîãäà îïðåäåëèòåëü ìàò-
ðèöû A ðàâåí ñóììå âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ìèíîðîâ k-ãî ïîðÿäêà, ðàñïîëîæåííûõ â ýòèõ ñòðîêàõ,

íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.

detA =
∑

j1<...<jk

M i1,...,ik
j1,...,jk

Ai1,...,ikj1,...,jk
, (2.2.5)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåâîçìîæíûì íîìåðàì ñòîëáöîâ j1, . . . , jk. ×èñëî ìèíîðîâ, ïî êîòîðûì áå-

ð¼òñÿ ñóììà â òåîðåìå Ëàïëàñà, ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ âûáðàòü k ñòîëáöîâ èç n, òî åñòü áèíîìèàëüíîìó
êîý��èöèåíòó

(
n
k

)
.

Òàê êàê ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû ðàâíîñèëüíû îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ, òåîðåìó Ëàïëàñà

ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü è äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì â ÷åòûðå ýòàïà. Îáîçíà÷èì ñóììó, ñòîÿùóþ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.2.5)

÷åðåç S.
I. Äîêàæåì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå èç ïðîèçâåäåíèÿ

M1,...,k
1,...,kA

1,...,k
1,...,k

ñîâïàäàþò ñî ñëàãàåìûìè, âõîäÿùèìè â îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A è èìåþò òàêîé æå çíàê.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî (1 + 2 + . . .+ k) + (1 + 2 + . . .+ k) � ÷¼òíîå, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

A 1,...,k
1,...,k = (−1)(1+2+...+k)+(1+2+...+k)M

1,...,k

1,...,k =M
1,...,k

1,...,k.

Ñëåäîâàòåëüíî

M1,...,k
1,...,kA

1,...,k
1,...,k =M1,...,k

1,...,k · M 1,...,k

1,...,k.

Ïîñêîëüêó

M1,...,k
1,...,k =

∑

(α1,α2,...,αk)∈{1,2,...k}
(−1)σ(α)a1α1a2α2 . . . akαk

,

M
1,...,k

1,...,k =
∑

(βk+1,βk+2,...,βn)∈{k+1,k+2,...n}
(−1)σ(β)ak+1 βk+1

ak+2 βk+2
. . . an βn

,

òî ïðè ðàñêðûòèè ïðîèçâåäåíèÿ M1,...,k
1,...,k · M 1,...,k

1,...,k áóäóò ñëàãàåìûå âèäà

(−1)σ(α)+σ(β)a1α1a2α2 . . . akαk
ak+1 βk+1

ak+2 βk+2
. . . an βn

.

Èç òîãî, ÷òî ÷èñëà α1, α2, . . ., αk ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {1, 2, . . . k}, à ÷èñëà βk+1, βk+2, . . ., βn ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó k+1, k+2, . . . n âûòåêàåò, ÷òî ïðîèçâîëüíîå αs è ïðîèçâîëüíîå βr èíâåðñèé íå îáðàçóþò, ïîýòîìó
ñïðàâåäëèâî:

(−1)σ(α1,α2,...,αk,βk+1,βk+2,...,βn) = (−1)σ(α)(−1)σ(β).

Ñëåäîâàòåëüíî êàæäîå ñëàãîå â S âõîäèò â îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A, ïðè÷¼ì ñ òàêèì æå çíàêîì.

II. Äîêàæåì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå èç ïðîèçâåäåíèÿ

M i1,...,ik
j1,...,jk

Ai1,...,ikj1,...,jk

ñîâïàäàþò ñî ñëàãàåìûìè, âõîäÿùèìè â îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A è èìåþò òàêîé æå çíàê.

Äàííûé ñëó÷àé ìîæíî ñâåñòè ê ðàçîáðàííîìó ñëó÷àþ I. Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ èñõîäíîé ìàòðèöåé A ðàñ-

ñìîòðèì ìàòðèöó B, ïîëó÷åííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ñòðîêó ñ íîìåðîì i1 ïîìåíÿåì ìåñòàìè ñíà÷àëî ñ ñîñåäíåé i1 − 1, ïîòîì ïîëó÷åííóþ ñòðîêó ñ ñîñåäíåé

i1 − 2 äî òåõ ïîð ïîêà ñòðîêà áûâøàÿ íà ìåñòå i1 íå îêàæåòñÿ íà ïåðâîì ìåñòå (òóò ìû ïîìåíÿëè

ìåñòàìè ñòðîêè i1 − 1 ðàç);

2. Ñòðîêó ñ íîìåðîì i2 ïîìåíÿåì ìåñòàìè ñíà÷àëî ñ ñîñåäíåé i2 − 1, ïîòîì ïîëó÷åííóþ ñòðîêó ñ ñîñåäíåé

i2 − 2 äî òåõ ïîð ïîêà ñòðîêà áûâøàÿ íà ìåñòå i2 íå îêàæåòñÿ íà âòîðîì ìåñòå (òóò ìû ïîìåíÿëè

ìåñòàìè ñòðîêè i2 − 2 ðàç);
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3. È ò.ä., äî òåõ ïîð ïîêà ñòðîêè áûâøèè íà ìåñòàõ i1, i2, . . . , ik íå îêàæóòñÿ íà ìåñòàõ ñ íîìåðàìè 1, 2, . . .,
k. Òîãäà íàì ïîòðåáóåòñÿ ïåðåñòàâèòü ñòðîêè

(i1 − 1) + (i2 − 2) + . . .+ (ik − k)

ðàç.

4. Â òåïåðü ïîëó÷åííîé ìàòðèöå íà÷í¼ì ìåíÿòü ìåñòàìè ñòîëáöû. Ñòîëáåö ñ íîìåðîì j1 ïîìåíÿåì ìåñòàìè

ñíà÷àëî ñ ñîñåäíèì j1−1, ïîòîì ïîëó÷åííûé ñòîëáåö ñ ñîñåäíèì j1−2 äî òåõ ïîð ïîêà ñòîëáåö áûâøèé
íà ìåñòå j1 íå îêàæåòñÿ íà ïåðâîì ìåñòå (òóò ìû ïîìåíÿëè ìåñòàìè ñòîëáöû j1 − 1 ðàç);

5. Ñòîëáåö ñ íîìåðîì j2 ïîìåíÿåì ìåñòàìè ñíà÷àëî ñ ñîñåäíèì j2−1, ïîòîì ïîëó÷åííûé ñòîëáåö ñ ñîñåäíèì

j2 − 2 äî òåõ ïîð ïîêà ñòîëáåö áûâøèé íà ìåñòå j2 íå îêàæåòñÿ íà âòîðîì ìåñòå (òóò ìû ïîìåíÿëè

ìåñòàìè ñòîëáöû j2 − 1 ðàç);

6. È ò.ä., äî òåõ ïîð ïîêà ñòîëáöû áûâøèè íà ìåñòàõ j1, j2, . . . , jk íå îêàæóòñÿ íà ìåñòàõ ñ íîìåðàìè 1, 2,
. . ., k. Òîãäà íàì ïîòðåáóåòñÿ ïåðåñòàâèòü ñòîëáöû

(j1 − 1) + (j2 − 2) + . . .+ (jk − k)

ðàç.

7. Â èòîãå ïîëó÷àåì ìàòðèöó B.

Èç ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû B è ðàâåíñòâà

(−1)(i1−1)+(i2−2)+...+(ik−k)+(j1−1)+(j2−2)+...+(jk−k) = (−1)i1+i2+...+ik+j1+j2+...+jk

âûòåêàåò

|A| = (−1)i1+i2+...+ik+j1+j2+...+jk |B|. (2.2.6)

Òåïåðü ìèíîð M i1,...,ik
j1,...,jk

ìàòðèöû A äëÿ ìàòðèöû B îêàçûâàåòñÿ â âåðõíåì ëåâîì óãëå, à ìèíîð M
i1,...,ik
j1,...,jk

ìàòðèöû A äëÿ ìàòðèöû B îêàçûâàåòñÿ â íèæíåì ïðàâîì óãëå, ò.å. ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâèå

• Ìèíîð M i1,...,ik
j1,...,jk

ìàòðèöû A ñîîòâåòñâóåò ìèíîðó M1,...,k
1,...,k ìàòðèöû B.

• Ìèíîð M
i1,...,ik
j1,...,jk ìàòðèöû A ñîîòâåòñâóåò ìèíîðó M

1,...,k

1,...,k ìàòðèöû B.

Íî, ïî äîêàçàííîìó ïóíêòó I ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðîèçâåäåíèè ìèíîðà M1,...,k
1,...,k ìàòðèöû B

óìíîæåííîé íà ìèíîðM
1,...,k

1,...,k ìàòðèöû B âõîäèò ñ òàêèì æå çíàêîì êàê è â îïðåäåëèòåëè |B|. Ñëåäîâàòåëüíî
èç ðàâåíñòâà (2.2.6) âûòåêàåò íóæíîå íàì ñâîéñòâî.

III. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ñëàãàåìîå èç îïðåäåëèòåëÿ âèäà (−1)σ(α)a1α1a2α2 . . . anαn
ñîäåðæèòñÿ õîòÿ

áû îäèí ðàç â ñóììå S.
IV. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå èç îïðåäåëèòåëÿ âèäà (−1)σ(α)a1α1a2α2 . . . anαn

ñîäåðæèòñÿ ðîâíî

îäèí ðàç â ñóììå S.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëàãàåìûõ â ñóììå S ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñëàãàåìûõ â îïðåäåëåíèè

îïðåäåëèòåëÿ, ò.å. n!. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó íàáîð k ÷èñëåë 1 6 j1 < j2 < . . . < jk 6 n èç n ìîæíî

âûáðàòü Ckn ðàç, òî

Ckn · k! · (n− k)! =
n!

k!(n− k)!
· k! · (n− k)! = n!.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëàãàåìûõ â ñóììå S ðîâíî ñòîëüêî æå ñêîëüêî â îïðåäåëèòå ìàòðèöû A.

Ñëåäñòâèå 2.2.1 (�àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå (ñòîëáöó)). ×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ëàïëàñà � ðàç-

ëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå èëè ñòîëáöó. Îí ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû

â âèäå ñóììû ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ëþáîé å¼ ñòðîêè èëè ñòîëáöà íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.

Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n. Ïóñòü òàêæå çàäàí íåêîòîðûé íîìåð ñòðîêè i ëèáî
íîìåð ñòîëáöà j ìàòðèöû A. Òîãäà îïðåäåëèòåëü A ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì:
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�àçëîæåíèå ïî i-é ñòðîêå:

detA =

n∑

j=1

aijAij .

�àçëîæåíèå ïî j-ìó ñòîëáöó:

detA =

n∑

i=1

aijAij .

ãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê ìèíîðó, ðàñïîëîæåííîìó â ñòðîêå ñ íîìåðîì i è ñòîëáöå ñ íîìåðîì

j. Aij òàêæå íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ê ýëåìåíòó aij .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ëàïëàñà. Äîñòàòî÷íî â íåé ïîëîæèòü k
ðàâíûì 1 è âûáðàòü i-óþ ñòðîêó, òîãäà ìèíîðàìè, ðàñïîëîæåííûìè â ýòîé ñòðîêå áóäóò ñàìè ýëåìåíòû.

Ñëåäñòâèå 2.2.2 (�àëüøèâîå ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ). Ñóììà ïðîèçâåäåíèé âñåõ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé

ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû À íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ëþáîé äðóãîé ñòðî-

êè (ñòîëáöà) ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñóììó ïðîèçâåäåíèé âñåõ ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé k-îé ñòðîêè ìàòðèöû A
íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ëþáîé äðóãîé, ñêàæåì, i-îé ñòðîêè ìàòðèöû A.
Ïóñòü A′

� ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ñòðîêè, êðîìå i-îé, òàêèå æå, êàê ó ìàòðèöû A, à ýëåìåíòàìè i-îé ñòðîêè
ìàòðèöû A′

ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû k-îé ñòðîêè ìàòðèöû A. Òîãäà ó ìàòðèöû A′
äâå îäèíà-

êîâûå ñòðîêè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó ìàòðèöû îá îäèíàêîâûõ ñòðîêàõ èìååì, ÷òî |A′| = 0. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïî ñëåäñòâèþ 2.2.1 îïðåäåëèòåëü |A′| ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé âñåõ ýëåìåíòîâ i-îé ñòðîêè ìàò-

ðèöû A′
íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ i-îé ñòðîêè

ìàòðèöû A′
ñîâïàäàþò ñ àëãåáðàè÷åñêèìè äîïîëíåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ i-îé ñòðîêè ìàòðèöû

A. Íî ýëåìåíòàìè i-îé ñòðîêè ìàòðèöû A′
ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû k-îé ñòðîêè ìàòðèöû A.

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ïðîèçâåäåíèé âñåõ ýëåìåíòîâ i-îé ñòðîêè ìàòðèöû A′
íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíå-

íèÿ ñ îäíîé ñòîðîíû ðàâíà íóëþ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû ðàâíà ñóììå ïðîèçâåäåíèé âñåõ ýëåìåíòîâ k-îé ñòðîêè
ìàòðèöû A íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ i-îé ñòðîêè ìàòðèöû A.

Çàìå÷àíèå 4. Ïðè ïîìîùè ñèìâîëà Êðîíåêåðà

δkn =

{

1, k = n,

0, k 6= n

ïîëó÷åííûå â äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëåäñòâèÿõ ðàâåíñòâàõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

n∑

j=1

akjAnj = δkn · |A|,
n∑

i=1

aikAin = δkn · |A|.

Ñëåäñòâèå 2.2.3. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

det

















a11 a12 . . . a1r c1 r+1 c1 r+2 . . . c1m
a21 a22 . . . a2r c2 r+1 c2 r+2 . . . c2m
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ar1 ar2 . . . arr cr r+1 cr r+2 . . . crm
0 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1m−r
0 0 . . . 0 b21 b22 . . . b2m−r
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0 bm−r 1 bm−r 2 . . . bm−rm−r

















= detA · detB.

Ñëåäñòâèå 2.2.4. Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A, B ðàçìåðà n× n ñïðàâåäëèâî det(A · B) = detA · detB.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì âñïîìîãàòåëüíûé ìàòðèöó

∆ =

















a11 a12 . . . a1n 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . −1 bn 1 bn 2 . . . bnn

















.

Êàê íàì èçâåñòíî, det∆ = detA · detB (íàïðèìåð, ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû Ëàïëàñà).

Ïîêàæåì, ÷òî det∆ = det(A · B). Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì îïðåäåëèòåëü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà

ïåðâûå n ñòîëáöîâ, óìíîæåííûõ ñîîòâåòñòâåííî íà b11, b21, . . . , bn1 ïðèáàâèì ê n+1 -ìó ñòîëáöó. Çàòåì ïåðâûå

n ñòîëáöîâ, óìíîæåííûõ ñîîòâåòñòâåííî íà b12, b22, . . . , bn2 ïðèáàâèì ê n+2 -ìó ñòîëáöó. Íà ïîñëåäíåì øàãå

ê 2n - ìó ñòîëáöó áóäóò ïðèáàâëåíû ïåðâûå n ñòîëáöîâ, óìíîæåííûõ ñîîòâåòñòâåííî íà b1n, b2n, . . . , bnn
ïðèáàâèì ê n+ 1 -ìó ñòîëáöó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü

det∆ = det

















a11 a12 . . . a1n
∑n

k=1 a1kbk1
∑n

k=1 a1kbk2 . . .
∑n
k=1 a1kbkn

a21 a22 . . . a2n
∑n

k=1 a2kbk1
∑n

k=1 a2kbk2 . . .
∑n
k=1 a2kbkn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 . . . ann
∑n

k=1 ankbk1
∑n

k=1 ankbk2 . . .
∑n
k=1 ankbkn

−1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 −1 . . . 0 0 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . −1 0 0 . . . 0

















= det

(
A A · B
−E 0

)

.

�àçëàãàÿ ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëàïëàñà ïî ïîñëåäíèì n ñòîëáöàì, íàõîäèì:

det∆ = (−1)(1+2+···+n)+((n+1)+(n+2)+···+(2n)) det(−E) · det(A ·B) = (−1)
2n·(2n+1)

2 +n · det(A ·B) = det(A ·B).

Ñëåäîâàòåëüíî, detA ·B = detA · detB.

Ï ð è ì å ð 2.2.3. Íàéä¼ì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 0 4 1
0 0 3 1
1 2 3 4
5 6 7 8

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëàïëàñà â ñëó÷àå k = 2.

�åøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëàïëàñà, ïîëó÷àåì

detA =
∑

j1<j2

M i1,i2
j1,j2

Ai1,i2j1,j2
=M1,2

1,2A
1,2
1,2 +M1,2

1,3A
1,2
1,3 +M1,2

1,4A
1,2
1,4 +M1,2

2,3A
1,2
2,3 +M1,2

2,4A
1,2
2,4 +M1,2

3,4A
1,2
3,4 =

=

∣
∣
∣
∣

2 0
0 0

∣
∣
∣
∣
·
∣
∣
∣
∣

3 4
7 8

∣
∣
∣
∣
−
∣
∣
∣
∣

2 4
0 3

∣
∣
∣
∣
·
∣
∣
∣
∣

2 4
6 8

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

2 1
0 1

∣
∣
∣
∣
·
∣
∣
∣
∣

2 3
6 7

∣
∣
∣
∣
−
∣
∣
∣
∣

0 4
0 3

∣
∣
∣
∣
·
∣
∣
∣
∣

1 4
5 8

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

0 1
0 0

∣
∣
∣
∣
·
∣
∣
∣
∣

1 3
5 7

∣
∣
∣
∣
−
∣
∣
∣
∣

4 1
3 1

∣
∣
∣
∣
·
∣
∣
∣
∣

1 2
5 6

∣
∣
∣
∣
=

= 0− 6 · (−8) + 2 · (−4)− 0 + 0− 1 · (−4) = 48− 8− 4 = 36.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå äîïîëíÿþùåãî ìèíîðà.

2. ×åìó ðàâåí îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà?



2.3. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Ôîðìóëû Êðàìåðà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. 41

3. Ñ�îðìóëèðóéòå òåîðåìó Ëàïëàñà.

Óïðàæíåíèÿ ê 2.2

Óïðàæíåíèå 2.2.1. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü A =









x2
1 x2

1 x−1
1 x−2

1 1
x2
2 x2

2 x−1
2 x−2

2 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x2
5 x2

5 x−1
5 x−2

5 1









.

Óïðàæíåíèå 2.2.2. Ìàòðèöà äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìååò âèä:

F =
[

εkj

]n−1

j,k=0
=



















1 1 1 . . . 1
1 ε1 ε21 . . . εn−1

1

1 ε2 ε22 . . . εn−1
2

1 ε3 ε23 . . . εn−1
3

.

.

.

.

.

.

1 εn−1 ε2n−1 . . . εn−1
n−1



















npu εj = e
2iπj
n = cos 2πj

n
+ i sin 2πj

n
� êîðåíü n -é ñòåïåíè èç 1. Íàéäèòå detF .

Îòâåòû: 2.2.1 (x1 · · ·x5)
−2
∏

i>j,i,j∈{1,...,5}(xi−xj).Óêàçàíèå: äîêàæèòå ðàâåíñòâî detA = (x1 · · ·x5)
−2V (x1, . . . , x5).

2.2.2 detF = nn/2 ·in(n−1)/2+1
ïðè n � ÷¼òíîì, detF = nn/2 ·in(n−1)/2

ïðè n � íå÷åòíîì. Óêàçàíèå: äîêàæèòå ðàâåíñòâî

F =
[

εjk
]n−1

j,k=0
=





















1 1 1 . . . 1
1 ε ε2 . . . εn−1

1 ε2 ε4 . . . ε2(n−1)

1 ε3 ε6 . . . ε3(n−1)

.

.

.

.

.

.

1 εn−1 ε2(n−1) . . . ε(n−1)2





















,

ãäå ε = e
2iπ
n
.

2.3 Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Ôîðìóëû Êðàìåðà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé.

2.3.1 Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Â ïàðàãðà�å 2.1.3 ìû äàëè îïðåäåëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû A−1
. Íàïîìíèì åãî.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Íàçîâ¼ì ìàòðèöó A−1
îáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû A, åñëè âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

AA−1 = A−1A = E. (2.3.7)

Èç ðàâåíñòâ (2.3.7) ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíóþ ìàòðèöó ìîæåò èìåòü òîëüêî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Áîëåå òî-

ãî, íå âñÿêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò îáðàòíóþ ìàòðèöó. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîé ìàòðèöû è

ñëóæèò òåìîé ýòîãî ïóíêòà. Îòìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâ (2.3.7) è î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà |E| = 1 ñëåäóåò, ÷òî

1 = |E| = |AA−1| = |A| · |A−1|.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè |A| 6= 0, òî |A−1| = 1/|A|. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå |A| 6= 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-

ìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 2.3.3. Åñëè |A| 6= 0, òî

A−1 =
1

|A|





A11 . . . A1n

. . . . . . . . . . . . . . .
An1 . . . Ann





T

=
1

|A|





A11 . . . An1
. . . . . . . . . . . . . . .
A1n . . . Ann



 .
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Çàìå÷àíèå 5. Íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä �îðìóëû äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû òàêèì îáðàçîì èñêàòü

îáðàòíóþ ìàòðèöó íå âñåãäà ðàçóìíî. Äàæå â ñëó÷àå ìàòðèö ïîðÿäêà 4 × 4 (à â ñëó÷àå áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà, òåì áîëåå) èñêàòü îáðàòíóþ ìàòðèöó èçëîæåííûì ñïîñîáîì ïîòðåáóåò ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé.

Íèæå ìû ïðèäëîæèì åù¼ îäèí ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû, îáðàòíîé ê çàäàííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àâåíñòâà AA−1 = A−1A = E ñëåäóþò èç ðàâåíñòâ

|A| = ai1Ai1 + · · ·+ ainAin, i = 1, . . . , n,

|A| = a1jA1j + · · ·+ anjAnj , j = 1, . . . , n

è ñâîéñòâà 11 î �àëüøèâîì ðàçëîæåíèè ïî ñòðîêå (ñòîëáöå). Äåéñòâèòåëüíî,





A11 . . . An1
. . . . . . . . . . . . . . .
A1n . . . Ann



 ·





a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann



 =





∑n
k=1 Ak1ak1 . . .

∑n
k=1Ak1akn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∑n
k=1 Aknak1 . . .

∑n
k=1Aknakn



 =

=









|A| 0 . . . 0 0
0 |A| . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . |A| 0
0 0 . . . 0 |A|









.

Ï ð è ì å ð 2.3.1. Íàéäèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê äàííîé:

1. A =

(
1 −3
5 7

)

; 2. B =





5 −1 1
−2 9 1
3 2 1



 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà â êàæäîì ñëó÷àå ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåé

ìàòðèöû îòëè÷åí îò íóëþ, ò.ê. èíà÷å îáðàòíîé ìàòðèöû ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò.

1. Ïîñêîëüêó detA = 22, òî îáðàòíàÿ ê A ìàòðèöà ñóùåñòâóåò. Íàéä¼ì âñå å¼ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ:

A11 = 7, A12 = −5, A21 = 3, A22 = 1. Ïîýòîìó

A−1 =
1

22

(
7 −5
3 1

)T

=
1

22

(
7 3
−5 1

)

.

2. Íàõîäèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû B:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

5 −1 1
−2 9 1
3 2 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~a1
~a2 − ~a1
~a3 − ~a1

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

5 −1 1

−7 10 0
−2 3 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (−1)1+3 · 1 ·
∣
∣
∣
∣

−7 10
−2 3

∣
∣
∣
∣
= −1.

Äàëåå íàõîäèì âñå àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ìàòðèöû B

B11 = (−1)1+1

∣
∣
∣
∣

9 1
2 1

∣
∣
∣
∣
= 7, B12 = (−1)1+2

∣
∣
∣
∣

−2 1
3 1

∣
∣
∣
∣
= 5, B13 = (−1)1+3

∣
∣
∣
∣

−2 9
3 2

∣
∣
∣
∣
= −31,

B21 = (−1)2+1

∣
∣
∣
∣

−1 1
2 1

∣
∣
∣
∣
= 3, B22 = (−1)2+2

∣
∣
∣
∣

5 1
3 1

∣
∣
∣
∣
= 2, B23 = (−1)2+3

∣
∣
∣
∣

5 −1
3 2

∣
∣
∣
∣
= −13,

B31 = (−1)3+1

∣
∣
∣
∣

−1 1
9 1

∣
∣
∣
∣
= −10, B32 = (−1)3+2

∣
∣
∣
∣

5 1
−2 1

∣
∣
∣
∣
= −7, B33 = (−1)3+3

∣
∣
∣
∣

5 −1
−2 9

∣
∣
∣
∣
= 43.

Îòêóäà

B−1 =
1

−1





7 5 −31
3 2 −13

−10 −7 43





T

=





−7 −3 10
−5 −2 7
31 13 −43



 .
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Ï ð è ì å ð 2.3.2 (ßâíûé âèä îáðàòíîé ìàòðèöû äëÿ n = 2). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ad − bc 6= 0 íàéäèòå

îáðàòíóþ ìàòðèöó ê ìàòðèöå A =

(
a b
c d

)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó detA = ad − bc 6= 0, òî îáðàòíàÿ ê A ìàòðèöà ñóùåñòâóåò. Íàéä¼ì âñå å¼

àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ: A11 = d, A12 = −c, A21 = −b, A22 = a. Ïîýòîìó

A−1 =
1

ad− bc

(
d −c
−b a

)T

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

.

2.3.2 Ïðàâèëà Êðàìåðà

Òåîðåìà 2.3.4 (�îðìóëû Êðàìåð). Äëÿ ñèñòåìû n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè (íàä ïðîèçâîëü-
íûì ïîëåì)







a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû ñèñòåìû ∆ = detA, îòëè÷íûì îò íóëÿ, ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

xi =
∆i

∆
, i = 1, . . . , n,

ãäå

∆i =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1,i−1 b1 a1,i+1 . . . a1n
a21 . . . a2,i−1 b2 a2,i+1 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1,1 . . . an−1,i−1 bn−1 an−1,i+1 . . . an−1,n

an1 . . . an,i−1 bn an,i+1 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû ñèñòåìû çàìåíÿåòñÿ ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó â ìàòðè÷íîì âèäå A~x = ~b, ó êîòîðîé ∆ = |A| 6= 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò A−1

. Òîãäà

A−1A~x = A−1~b, E~x = A−1~b, ~x = A−1~b

(ýòî ðàâåíñòâî íàïîìèíàåò ðàâåíñòâî x = a−1b èç ââåäåíèÿ). �àñïèñûâàÿ îáðàòíóþ ìàòðèöó, ïîëó÷àåì:

~x = A−1~b =
1

∆





A11 . . . An1
. . . . . . . . . . . . . . .
A1n . . . Ann









b1
. .
bn



 =
1

∆





∑n
k=1Ak1bk

. . . . . . . . . . . .
∑n

k=1Aknbk



 =
1

∆





∆1

. . .
∆n



 .

Cóììà

∑n
k=1 Akibk ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ðàçëîæåíèå ïî i-ìó ñòîëáöó ìàòðèöû, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé

i ñòîëáöà ìàòðèöû A ñòîëáöîì

~b. Ïîëó÷åííóþ �îðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå �îðìóë Êðàìåðà:

xi =
∆i

∆
, i = 1, . . . , n.

Çàìå÷àíèå 6. Ñêàæåì ïàðó ñëîâ, íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè, î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè Ìåòîäà Êðàìåðà.

Ìåòîä Êðàìåðà òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ n+1 îïðåäåëèòåëåé ðàçìåðíîñòè n×n. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà �àóññà
äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé, ìåòîä èìååò ñëîæíîñòü ïî ýëåìåíòàðíûì îïåðàöèÿì ñëîæåíèÿ-óìíîæåíèÿ

ïîðÿäêà O(n4), ÷òî ñëîæíåå ÷åì ìåòîä �àóññà ïðè ïðÿìîì ðåøåíèè ñèñòåìû. Ïîýòîìó ìåòîä, ñ òî÷êè çðåíèÿ
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[7℄ ïîêàçàëè

2

, ÷òî ìåòîä Êðàìåðà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ñî ñëîæíîñòüþ O(n3), ñðàâíèìîé ñî ñëîæíîñòüþ

ìåòîäà �àóññà.

Ï ð è ì å ð 2.3.3. �åøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé







x1 + 2x2 + 3x3 = 6

2x1 + 3x2 + 4x3 = 9

5x1 + 6x2 + 8x3 = 19

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðèìåðå 2.2.1 ìû íàøëè, ÷òî |A| = −1. Ïîýòîìó

x1 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6 2 3
9 3 4
19 6 8

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1
, x2 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 6 3
2 9 4
5 19 8

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1
, x3 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 6
2 3 9
5 6 19

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1
.

Ïðåêðàñíîå óïðàæíåíèå � ïðîâåðèòü, ÷òî x1 = x2 = x3 = 1.

Åñëè âåêòîðû ~a1 =






a11
.

.

.

an1




, · · · , ~an =






a1n
.

.

.

ann




 ëèíåéíî íåçàâèñèìû (èíûìè ñëîâàìè, rgA = n èëè |A| 6=

0), òî, ïî äîêàçàííîìó, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà~b ñèñòåìà A~x = ~b èìååò, ïðèòîì åäèíñòâåííîå, ðåøåíèå. Ïåðåïèñàâ

ýòó ñèñòåìó â âèäå x1~a1+· · ·+xn~an = ~b, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîé âåêòîð

~b åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ~a1, . . . ,~an.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû ~a1, . . . ,~an ∈ Rn îáðàçóþò áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

2.3.3 Ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Îïðåäåëåíèå 2.3.2. Òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû íèæå èëè âûøå

ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû íóëþ.

Âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè

ðàâíû íóëþ.

Íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè

ðàâíû íóëþ.

Ï ð è ì å ð 2.3.4. Âåðõíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû

A1 =

(
3 5
0 2

)

, A2 =







−3 4 2 5
0 −4 2 1
0 0 11 −9
0 0 0 e






, A3 =









5 3 π 1 −2

0 e
√
2 1 2

0 0 −
√
3 7 3

0 0 0 π2 e
0 0 0 0 e3









.

Íèæíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû

B1 =

(
3 0
−3 2

)

, B2 =







−3 0 0 0
2 −4 0 0
−5 e 11 0

2
√
5 7 e






, B3 =









π5 0 0 0 0
π2 e 0 0 0

e
√
2 1 0 0

−
√
3 7 3 4 0

5 3 π 1 −2









.

Âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè òðåóãîëüíîãî âèäà.

2

Áîëåå òîãî Ken Habgood çàùèòèë íà ýòîì ðåçóëüòàòå â 2011 ãîäó äèññåðòàöèþ (ñì. [8℄).
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Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ 1 òèïà. Ìàòðèöåé ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 1-ãî òèïà íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ
ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêîé êàêèõ-ëèáî äâóõ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ. Íà-

ïðèìåð, åñëè â åäèíè÷íîé ìàòðèöå ïÿòîãî ïîðÿäêà ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè ïåðâóþ è òðåòüþ ñòðîêè (ïî-

ëó÷èì òî æå ñàìîå, åñëè ïåðåñòàâèì ïåðâûé èëè òðåòèé ñòîëáåö), ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé 1-ãî òèïà:

E1 =









0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1









Ẽ1 =









0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0









.

Ìàòðèöà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 1-ãî òèïà Ẽ1 ïîëó÷åíà ïðè ïåðåñòàíîâêè ìåñòàìè ïåðâîãî è

ïÿòîãî ñòîëáöà (èëè âñ¼ ðàâíî, ÷òî ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè ïåðâóþ è ïÿòóþ ñòðî÷êó) â åäèíè÷íîé ìàòðèöå

ïÿòîãî ïîðÿäêà.

Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ 2 òèïà. Ìàòðèöåé ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 2-ãî òèïà íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ

ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç åäèíè÷íîé çàìåíîé äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà íà ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, íå

ðàâíîå íóëþ. Íàïðèìåð, ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 2-ãî òèïà ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû (a, b 6= 0)

E2 =









1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 a 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1









, E2 =









1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 b 0
0 0 0 0 1









.

Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ 3 òèïà. Ìàòðèöåé ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 3-ãî òèïà íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ

ìàòðèöà, îòëè÷àþùàÿñÿ îò åäèíè÷íîé íàëè÷èåì îäíîãî âíåäèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà, íå ðàâíîãî íóëþ.

Íàïðèìåð, äëÿ a 6= 0

E3 =









1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 a
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1









, E3 =









1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
a 0 0 0 1









.

2.3.4 Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèé

Îïðåäåëåíèå 2.3.3. Íàçîâåì ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèö ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ íàä íèìè:

• Ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå 1 òèïà: ïåðåñòàíîâêà ñòðîê èëè ñòîëáöîâ;

• Ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå 2 òèïà: óìíîæåíèå ñòðîêè èëè ñòîëáöà íà ÷èñëî îòëè÷íîå îò íóëÿ;

• Ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå 3 òèïà: äîáàâëåíèå ê îäíîé èç ñòðîê äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà

÷èñëî èëè äîáàâëåíèå ê îäíîìó èç ñòîëáöîâ äðóãîãî ñòîëáöà, óìíîæåííîãî íà ÷èñëî.

Ïîêàæåì êàê çàïèñàòü ýëåìåíòðàíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû A, ïðè ïîìîùè äîìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòàð-
íóþ ìàòðèöó ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà.

Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê (ñòîëáöîâ). �àâíîñèëüíî äîìíîæåíèþ ñëåâà (ñïðàâà) íà ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç

åäèíè÷íîé ïóò¼ì çàìåíû i-îé ñòðîêè (ñòîëáöà) ñ j-îé ñòðîêîé (ñòîëáöîì). Íàïðèìåð, â ìàòðèöå 5 × 5
çàìåíà 1 è òðåòüåé ñòðîêè îñóùåñòâëÿåòñÿ äîìíîæåíèåì ñëåâà íà ìàòðèöó ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé: 







0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1









·









a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 a33 a34 a35
a41 a42 a43 a44 a45
a51 a52 a53 a54 a55









=









a31 a32 a33 a34 a35
a21 a22 a23 a24 a25
a11 a12 a13 a14 a15
a41 a42 a43 a44 a45
a51 a52 a53 a54 a55









.
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Â ìàòðèöå 5× 5 çàìåíà 1 è òðåòüåãî ñòîëáöà îñóùåñòâëÿåòñÿ äîìíîæåíèåì ñïðàâà íà ìàòðèöó ýëåìåí-

òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:









a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 a33 a34 a35
a41 a42 a43 a44 a45
a51 a52 a53 a54 a55









·









0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1









=









a13 a12 a11 a14 a15
a23 a22 a21 a24 a25
a33 a32 a31 a34 a35
a43 a42 a41 a44 a45
a53 a52 a51 a54 a55









.

Óìíîæåíèå i-îé ñòðîêè (ñòîëáöà) íà ÷èñëî λ îòëè÷íîå îò íóëÿ. �àâíîñèëüíî óìíîæåíèþ ñëåâà (ñïðà-

âà)íà ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç åäèíè÷íîé, óìíîæåíèåì i-îé ñòðîêè (ñòîëáöà) íà ÷èñëî λ. Íàïðèìåð,
â ìàòðèöå 5 × 5 óìíîæåíèå 2 ñòðîêè íà λ ðàâíîñèëüíî äîìíîæåíèþ ñëåâà íà ìàòðèöó ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé:









1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 λ 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1









·









a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 a33 a34 a35
a41 a42 a43 a44 a45
a51 a52 a53 a54 a55









=









a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
λa31 λa32 λa33 λa34 λa35
a41 a42 a43 a44 a45
a51 a52 a53 a54 a55









.

Â ìàòðèöå 5× 5 óìíîæåíèå 2 ñòîëáöà íà λ ðàâíîñèëüíî









a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 a33 a34 a35
a41 a42 a43 a44 a45
a51 a52 a53 a54 a55









·









1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 λ 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1









=









a11 a12 λa13 a14 a15
a21 a22 λa23 a24 a25
a31 a32 λa33 a34 a35
a41 a42 λa43 a44 a45
a51 a52 λa53 a54 a55









.

Äîáàâëåíèå ê i-îé ñòðîêå (ñòîëáöó) j-óþ ñòðîêó (ñòîëáåö), óìíîæåííîé íà λ. �àâíîñèëüíî óìíî-
æåíèþ ñëåâà (ñïðàâà)íà ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç åäèíè÷íîé, ïðèáàâëåíèå ê i-îé ñòðîêå (ñòîëáöó) j-óé
ñòðîêó (ñòîëáåö), óìíîæåííûé íà ÷èñëî λ. Íàïðèìåð, â ìàòðèöå 4 × 4 äîáàâëåíèå ê 1-îé ñòðîêå 3-åé
ñòðîêè, óìíîæåííîé íà λ ðàâíîñèëüíî äîìíîæåíèþ ñëåâà íà ìàòðèöó ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:







1 0 λ 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







·







a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44







=









a11 + λa31 a12 + λa32 a13 + λa33 a14 + λa34
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44
a51 a52 a53 a54









.

Â ìàòðèöå 5× 5 äîáàâëåíèå ê 1-ìó ñòîëáöó 3-ãî ñòîëáöà, óìíîæåííîé íà λ ðàâíîñèëüíî









a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 a33 a34 a35
a41 a42 a43 a44 a45
a51 a52 a53 a54 a55









·









1 0 λ 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1









=









a11 + λa13 a12 a13 a14 a15
a21 + λa23 a22 a23 a24 a25
a31 + λa33 a32 a33 a34 a35
a41 + λa43 a42 a43 a44 a45
a51 + λa53 a52 a53 a54 a55









Çàìå÷àíèå 7. Íàìè äîêàçàíî:

• Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî ñòðîêàìè ìàòðèöû ðàâíîñèëüíû óìíîæåíèþ èñõîäíîé ìàòðèöû ñëåâà

íà ñîîòâåòñâóþùèå ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

• Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû ðàâíîñèëüíû óìíîæåíèþ èñõîäíîé ìàòðèöû

ñïðàâà íà ñîîòâåòñâóþùèå ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

• Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò íåâûðîæäåííîñòü èñõîäíîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 2.3.5. Ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ (êâàäðàòíàÿ) ìàòðèöà ïóòåì óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöû ýëåìåíòàð-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëåâà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê åäèíè÷íîé, ò.å. íàéäóòñÿ òàêèå ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé E1, E2, E3,. . . ,Em, òàêèå, ÷òî

Em ·Em−1 . . . E3 · E2 ·E1 · A = E.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì ïðîöåäóðó ïîëó÷åíèÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû èç íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû

A =








a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 . . . ann







,

ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñòðîêàìè.

a. Îïèøåì êàê ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû A ìàòðèöó âèäà:










1 a∗12 . . . a∗1n
0 a∗22 . . . a∗2n
0 a∗32 . . . a∗3n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 a∗n2 . . . a∗nn










.

Äåéñòâèòåëüíî, èç íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû A âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò, íàïðèìåð a1i îòëè÷-
íûé îò íóëÿ. Òîãäà ìû ìåíÿåì ìåñòàìè ïåðâóþ è i-óþ ñòðîêó ìåñòàìè (ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå 1

òèïà). Çàòåì äåëèì ïåðâóþ ñòðîêó íà a1i (ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå 2 òèïà). Äàëåå êî âñåì îñòàâ-

øèìñÿ íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè, íàïðèìåð a1k, ïðèáàâëÿåì ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà

(−a1k) (ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå 3 òèïà).

b. Ïðèìåíÿÿ, îïèñàííûé ïðîöåññ êî âòîðîé ñòðîêå, òðåòüåé è ò.ä. ïðèâîäèì ìàòðèöó A ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó

âèäó ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè:












1 a∗12 . . . a∗1n−1 a∗1n
0 1 . . . a∗2n−1 a∗2n
0 0 . . . a∗3n−1 a∗3n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1 a∗n−1n

0 0 . . . 0 1












.

. Ïðèáàâèì ê ïåðâîé ñòðîêå âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà −a∗12, òðåòüþ, óìíîæåííóþ íà −a∗∗13 (çäåñü a∗∗13 ýëåìåíò
îñòàâøèéñÿ íà ìåñòå 1 ñòðîêè 3 ñòîëáöà ïîñëå âñåõ ïðåäûäóùèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé), è ò.ä.

íà ïîñëåäíåì øàãå ïðèáàâèì ïîñëåäíþþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà −a∗∗1n (çäåñü a∗∗1n ýëåìåíò îñòàâøèéñÿ

íà ìåñòå 1 ñòðîêè n-ãî ñòîëáöà ïîñëå âñåõ ïðåäûäóùèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé). Ýòî âñ¼ ýëå-

ìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ 3 òèïà. Èòîãî, ìû ïðèâåëè ìàòðèöó ê âèäó, ãäå â ïåðâîé ñòðîêå ñòîèò íà

ïåðâîì ìåñòå 1, à íà îñòàëüíûõ 0:












1 0 . . . 0 0
0 1 . . . a∗2n−1 a∗2n
0 0 . . . a∗3n−1 a∗3n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1 a∗n−1n

0 0 . . . 0 1












.

d. Òåïåðü ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ñî âòîðîé ñòðîêîé, òàêæå, êàê â ), ïîòîì ñ òðåòüåé ñòðîé è íàêîíåö ñ n − 1
ñòðîêîé ïîëó÷àåì åäèíèöíóþ ìàòðèöó:












1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1












.
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e. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñòðîêàìè ðàâíîñèëüíû äîìíàæåíèÿ ñëåâà íà ìàòðèöó ýëå-

ìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî îïèñàííàÿ ñõåìà ïðèâåæåíèÿ ê åäèíèöíîé ìàòðèöå ðàâíîñèëüíî ñëåäó-

þùåìó

Em ·Em−1 . . . E3 ·E2 · E1 ·A = E,

ãäå Ek � ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòàðíîãå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2.3.6. Ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ (êâàäðàòíàÿ) ìàòðèöà A ïóòåì óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöû ýëåìåí-

òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñïðàâà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê åäèíè÷íîé, ò.å. íàéäóòñÿ òàêèå ìàòðèöû ýëåìåí-

òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ẽ1, Ẽ2, Ẽ3,. . . ,Ẽs, òàêèå, ÷òî

A · Ẽ1Ẽ2 . . . Ẽm−1 · Ẽs = E. (2.3.8)

2.3.5 Åù¼ îäèí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû (ìåòîä �àóññà-Æîðäàíà)

Äëÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû, äîìíîæèâ ðàâåíñòâî èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû íà A−1
ìû ïîëó÷àåì:

Em · Em−1 . . . E3 ·E2 · E1 = E · A−1. (2.3.9)

Ýòî ðàâåíñòâî ëåæèò â îñíîâå ïîëó÷åíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû. Ñîñòàâèì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó (A|E). Äàëåå
ýëåìåòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä ñòðîêàìè âèäà Ek èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

(A|E) ∼ (E1 ·A|E1 ·E) ∼ (E2 ·E1 · A|E2 ·E1) ∼ (E3 · E2 ·E1 · A|E3 ·E2 · E1) ∼ · · · ∼
(Em ·Em−1 . . . E3 · E2 ·E1 · A|Em ·Em−1 . . . E3 · E2 ·E1) ∼ (E|A−1).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñëåâà îò ÷åðòû â ðàñøèðåííîé ìàòðèöå ïîëó÷èòü åäèíè÷íóþ, òî ñïðàâà ïîëó÷èòñÿ

îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

Ï ð è ì å ð 2.3.5. Íàéäèòå îáðàòíóþ ìàòðèöó ê çàäàííûì:

(a)

(
1 −2
1 1

)

, (b)





1 3 4
2 7 1
1 4 −2



 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì îáðàòíóþ ìàòðèöó ê êàæäîé èç âûïèñàííûõ.

(a) Ñîñòàâèì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó

(
1 −2 1 0
1 1 0 1

)

Òåêóùóþ ñòðîêó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç ~ak. Ñðàçó çà ìàòðèöåé ìû áóäåì óêàçûâàòü ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàä ñòðî-

êàìè. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå ~a2 − 3~a1 áóäåò îáîçíà÷àòü, ÷òî èç âòîðîé ñòðîêè ìû âû÷èòàåò óòðîåííóþ

ïåðâóþ.

(
1 −2 1 0
1 1 0 1

)
~a1
~a2 − ~a1

∼
(

1 −2 1 0
0 3 −1 1

)
~a1
~a2/3

∼
(

1 −2 1 0
0 1 − 1

3
1
3

)
~a1 + 2~a2
~a2

∼

∼
(

1 0 1
3

2
3

0 1 − 1
3

1
3

)

.

(b) Òåïåðü íàéä¼ì îáðàòíóþ êî âòîðîé ìàòðèöå. Ñîñòàâèì, êàê è ðàíåå, ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó





1 3 4 1 0 0
2 7 1 0 1 0
1 4 −2 0 0 1





~a1
~a2 − 2~a1
~a3 − ~a1

∼





1 3 4 1 0 0
0 1 −7 −2 1 0
0 1 −6 −1 0 1





~a1 − 3~a2
~a2
~a3 − ~a2

∼

∼





1 0 25 7 −3 0
0 1 −7 −2 1 0
0 0 1 1 −1 1





~a1 − 25~a3
~a2 + 7~a3
~a3

∼





1 0 0 −18 22 −25
0 1 0 5 −6 7
0 0 1 1 −1 1
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Îòâåò:

(a)

(
1 −2
1 1

)−1

=

(
1
3

2
3

− 1
3

1
3

)

, (b)





1 3 4
2 7 1
1 4 −2





−1

=





−18 22 −25
5 −6 7
1 −1 1



 .

2.3.6 �åøåíèå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé âèäà AXB = C

�åøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AXB = C ðàçîáú¼ì íà äâà óðàâíåíèÿ AX = D è XB = C.

�åøåíèå óðàâíåíèÿ AX = D Ïåðâûé ñïîñîá. ÓðàâíåíèåAX = D ìîæíî ðåøèòü íàéäÿ îáðàòíóþ ìàòðèöó,

ò.å. X = A−1D.

Âòîðîé ñïîñîá. Óðàâíåíèå AX = D ìîæíî ðåøèòü èíà÷å, íå íàõîäÿ ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ A−1
.

Äåéñòâèòåëüíî, îñíîâûâàþñü íà �îðìóëå (2.3.9), ñîñòàâèì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó (A|D). Äàëåå ýëåìåí-
òàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä ñòðîêàìè âèäà Ek èç ðàâåíñòâà (2.3.9), ïîëó÷àåì

(A|D) ∼ (E1 · A|E1 ·D) ∼ (E2 · E1 ·A|E2 · E1 ·D) ∼ (E3 ·E2 · E1 ·A|E3 · E2 ·E1 ·D) ∼ · · · ∼
∼ (Em ·Em−1 . . . E3 · E2 ·E1 · A|Em ·Em−1 . . . E3 · E2 ·E1 ·D) ∼ (E|A−1 ·D).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñëåâà îò ÷åðòû â ðàñøèðåííîé ìàòðèöå ïîëó÷èòü åäèíè÷íóþ, òî ñïðàâà ïîëó÷èòñÿ

ìàòðèöà A−1D.

�åøåíèå óðàâíåíèÿ XB = C Ïåðâûé ñïîñîá. Ñîñòîèò, êàê è ðàíåå, â íàõîæäåíèè îáðàòíîé ìàòðèöû.

Óðàâíåíèå XB = C ðåøàåì èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà X = CB−1
.

Âòîðîé ñïîñîá. Îïÿòü òàêè íå íàõîäÿ ÿâíîãî âèäà ìàòðèöû B−1
ìû ðåøàåì óðàâíåíèå XB = C îñíî-

âûâàÿñü íà �îðìóëå (2.3.8). Äåéñòâèòåëüíî, ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëîãà ðàâåíñòâà (2.3.8) äëÿ ìàòðèöû

B, ïîëó÷àåì

(
B
C

)

∼
(
B · Ẽ1

C · Ẽ1

)

∼
(
B · Ẽ1 · Ẽ2

C · Ẽ1 · Ẽ2

)

∼
(
B · Ẽ1 · Ẽ2 · Ẽ3

C · Ẽ1 · Ẽ2 · Ẽ3

)

∼ · · · ∼

∼
(
B · Ẽ1 · Ẽ2 · · · · · Ẽs
C · Ẽ1 · Ẽ2 · · · · · Ẽs

)

∼
(

E
C · B−1

)

.

Ï ð è ì å ð 2.3.6. �åøèòå ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ

(a) AX = C, (b) Y B = D, (c) AZB = C,

ãäå

A =

(
2 1
0 1

)

, B =

(
6 5
1 1

)

, C =

(
−5 −1
3 1

)

, D =

(
−4 −1
3 1

)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. �åøèì äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ïåðâûé ñïîñîá.

(a) ×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå âèäà AX = C ñîñòàâèì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó:

(
2 1 −5 −1
0 1 3 1

)
~a1 − ~a2
~a2

∼
(

2 0 −8 −2
0 1 3 1

)
~a1/2
~a2

∼
(

1 0 −4 −1
0 1 3 1

)

Òàêèì îáðàçîì ìû ðåøèëè ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå è îòâåò � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå ÷åðòû.

(b) �åøàåì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó óðàâíåíèå Y B = D, íî òîëüêî ïîëüçóåìñÿ ýëåìåíòàðíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä ñòîëáöàìè, ò.å.









~b1 −~b2 ~b2

6 5
1 1

−4 −1
3 1









∼









~b1 ~b2 − 5~b1

1 5
0 1

−3 −1
2 1









∼









~b1 ~b2

1 0
0 1

−3 14
2 −9









Îòâåò òàêæå, êàê è ðàíåå � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå ÷åðòû.
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() �åøèì óðàâíåíèå AZB = C, ïîñêîëüêó Z = A−1CB−1
, òî ïîëüçóÿñü ðåøåíèå â ïóíêòàõ (a), (b) ïîëó÷àåì

Z = (A−1C)B−1 = XB−1 = Y =

(
−3 14
2 −9

)

.

Âòîðîé ñïîñîá. Â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ AX = C, Y B = X , AZB = C, íàõîäèì ñíà÷àëà îáðàòíûå ìàòðèöû

A−1
è B−1

, èñïîëüçóÿ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ:

(a) Íàéä¼ì ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê A:

A−1 =
1

detA

(
A11 A12

A21 A22

)T

=
1

2

(
1 −1
0 2

)

.

Îòêóäà

X = A−1C =
1

2

(
1 −1
0 2

)(
−5 −1
3 1

)

=
1

2

(
−8 −2
6 2

)

=

(
−4 −1
3 1

)

.

(b) Íàéä¼ì ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê B:

B−1 =
1

detB

(
B11 B12

B21 B22

)T

=
1

1

(
1 −5
−1 6

)

.

Îòêóäà

Y = DB−1 =

(
−4 −1
3 1

)(
1 −5
−1 6

)

=

(
−3 14
2 −9

)

.

() Ñïðàâåäëèâî

Z = (A−1C)B−1 = XB−1 = Y =

(
−3 14
2 −9

)

.

Îòâåò: X =

(
−4 −1
3 1

)

, Y =

(
−3 14
2 −9

)

, Z =

(
−3 14
2 −9

)

.

Ï ð è ì å ð 2.3.7. �åøèòå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

X





2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2



 =

(
5 5 2
5 8 −1

)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïîìîùè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû:














~b1 ~b2 −~b1 ~b3 − 1
2
~b1

2 2 −1

2 −1 2

−1 2 2

5 5 2

5 8 −1














∼














~b1/2 ~b2/(−3) ~b3 +~b2

2 0 0

2 −3 3

−1 3 3/2

5 0 9/2

5 3 −3/2














∼














~b1 −~b2 ~b2 ~b3 · 2
9

1 0 0

1 1 0

−1/2 −1 9/2

5/2 0 9/2

5/2 −1 9/2














∼

∼














~b1 − 1
2
~b3 ~b2 +~b3 ~b3

1 0 0

0 1 0

1/2 −1 1

5/2 0 1

7/2 −1 1














∼














~b1 ~b2 ~b3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

2 1 1

3 0 1














Îòâåò: X =

(
2 1 1
3 0 1

)

.
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Ï ð è ì å ð 2.3.8. �åøèòå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå







2 5 3 −2
1 3 4 1
0 0 4 3
0 0 3 2






X =







3 −2 0 0
−4 3 0 0
−1 8 0 −1
2 5 1 2






.

Íàéäèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå AX = B ñîñòîèò èç ìàòðèö ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà è ïîýòîìó

íàõîæäåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû 4-ãî ïîðÿäêà òðåáóåò ìíîãî óñèëèé. Ïîýòîìó çíà÷èòåëüíî áûñòðåå ðåøàòü

äàííîå óðàâíåíèå, íå íàõîäÿ ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû A. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî

óðàâíåíèÿ ïðè ïîìîùè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû:







2 5 3 −2 3 −2 0 0
1 3 4 1 −4 3 0 0
0 0 4 3 −1 8 0 −1
0 0 3 2 2 5 1 2







~a1 − ~a2
~a2
~a3 − ~a4
~a4

∼







1 2 −1 −3 7 −5 0 0
1 3 4 1 −4 3 0 0
0 0 1 1 −3 3 −1 −3
0 0 3 2 2 5 1 2







~a1 − ~a2
~a2
~a3
~a4 − 3~a3

∼

∼







1 2 −1 −3 7 −5 0 0
0 1 5 4 −11 8 0 0
0 0 1 1 −3 3 −1 −3
0 0 0 −1 11 −4 4 11







~a1 + ~a3
~a2 − 5~a3 − ~a4
~a3 + ~a4
~a4 · (−1)

∼

∼







1 2 0 −2 4 −2 −1 −3
0 1 0 0 −7 −3 1 4
0 0 1 0 8 −1 3 8
0 0 0 1 −11 4 −4 −11







~a1 − 2~a2 + 2~a4
~a2
~a3
~a4

∼

∼







1 0 0 0 −4 12 −11 −33
0 1 0 0 −7 −3 1 4
0 0 1 0 8 −1 3 8
0 0 0 1 −11 4 −4 −11







Ìàòðèöó X = A−1B ìû íàøëè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû X ìîæíî ñ÷èòàòü å¼ îïðåäåëè-

òåëü èñõîäÿ èç âèäà ìàòðèöû, íî ýòîò ñïîñîá ïîòðåáóåò íåêîòîðûõ óñèëèé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ

âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì detA · detX = detB, ò.å.

detX =
detB

detA
=

(6− 5)(8− 9)

(9− 8)(0 + 1)
= −1.

Îòâåò: detX = −1, X =







−4 12 −11 −33
−7 −3 1 4
8 −1 3 8

−11 4 −4 −11






.

Óïðàæíåíèÿ ê 2.3

Óïðàæíåíèå 2.3.1. Ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Êðàìåðà ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{

x1 cosα+ x2 sinα = cos β;

−x1 sinα+ x2 cosα = sin β.

Óïðàæíåíèå 2.3.2. Íàéäèòå îáðàòíóþ ìàòðèöó ê çàäàííûì:

A =





−1 2 −1
1 −1 −2
0 1 1



 , B =





1 −3 1
1 0 −1
3 1 −2



 , C =





3 3 −5
0 3 −2
1 1 −1



 .
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Óïðàæíåíèå 2.3.3. �åøèòå ñèñòåìó











x1 + x2 + 3x3 = 3

2x1 − 3x2 + 4x3 = 9

3x1 + 4x2 − 7x3 = −8

èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Êðàìåðà.

Óïðàæíåíèå 2.3.4. Ïóñòü A � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 3×3. Ìàòðèöó B ïîëó÷èëè èç A ïóò¼ì ïðèáàâëåíèÿ

ïåðâîãî ñòîëáöà ê òðåòüåìó, ò.å.

A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, B =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13 + a11
a21 a22 a23 + a21
a31 a32 a33 + a31

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà B−1
è îíà ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A−1

ïóò¼ì âû÷èòàíèÿ

òðåòüåãî ñòðîêè èç ïåðâîé, ò.å.

A−1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a−1
11 a−1

12 a−1
13

a−1
21 a−1

22 a−1
23

a−1
31 a−1

32 a−1
33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, B−1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a−1
11 − a−1

13 a−1
12 − a−1

32 a−1
13 − a−1

33

a−1
21 a−1

22 a−1
23

a−1
31 a−1

32 a−1
33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Óïðàæíåíèå 2.3.5. Êàê èçìåíèòñÿ ìàòðèöà A−1
åñëè, ó ìàòðèöû A

a. ïîìåíÿòü ìåñòàìè i-òóþ è j-òóþ ñòðîêè?

b. ïðèáàâèòü ê i-òîé ñòðîêå j-òóþ, óìíîæåííóþ íà êîíñòàíòó λ?

. óìíîæèòü i-òóþ ñòðîêó íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó λ?

d. ïðåîáðàçîâàíèÿ, a) - d) ñîâåðøèòü ñî ñòîëáöàì ìàòðèöû?

Óïðàæíåíèå 2.3.6. �åøèòå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX = B, åñëè

(a) A =





3 2 3
5 3 −2
0 0 1



 , B =





2 2 −4
−1 3 0
1 −2 1



 ; (b) A =





−3 2 0
−4 3 0
2 −1 1



 , B =





7 1 −4
−1 −3 0
1 −2 0



 ;

(c) A =





−1 1 1
−2 2 1
2 −1 1



 , B =





3 −1 −4
1 3 0
1 2 0



 ; (d) A =





3 4 3
−5 −7 −2
3 4 4



 , B =





1 2 −1
1 −4 0
1 0 1



 .

Íàéäèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû X.

Óïðàæíåíèå 2.3.7. �åøèòå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Y A = B, äëÿ âñåõ ìàòðèö A è B, çàäàííûõ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å
(ñëó÷àè (a)-(d)). Íàéäèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Y .

Óïðàæíåíèå 2.3.8. �åøèòå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå









2 1 3 −2
5 3 4 1
0 0 1 −1
0 0 −1 2









X =









3 2 0 0
4 3 0 0
−1 1 0 −1
2 3 1 5









.

Íàéäèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû X.

Îòâåòû: 2.3.1 x1 = cos(α + β), x2 = sin(α + β). 2.3.2 A−1 = 1
4





−1 3 5
1 1 3
−1 −1 1





, B−1 = 1
5





1 −5 3
−1 −5 2
1 −10 3





,

C−1 = 1
6





−1 −2 9
−2 2 6
−3 0 9





. 2.3.3 (1,−1, 1). 2.3.5 ???? 2.3.6 (a) X =





5 −26 25
−8 43 −41
1 −2 1





, detX = −12;(b) X =





−23 −9 12
−31 −13 16
16 3 −8





, detX = 20; () X =





−6 11 12
−8 15 16
5 −5 −8





, detX = −4; (d) X =





11 24 −33
−8 −16 23
0 −2 2





, detX = 10.

2.3.7 (a) Y =





4 −2 −20
18 −11 −76
−13 8 56





, detY = −12; (b) Y =





−33 21 −4
15 −11 0
5 −4 0





, detY = 20;() Y =





−13 7 2
−15 11 4
−11 8 3





,

detX = −4; (d) Y =





−7 −2 4
76 16 −49
19 4 −12





, detX = 10. 2.3.8 detX = 1, X =









12 6 2 13
−19 −17 −5 −27
0 5 1 3
1 4 1 4









.
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2.4 �àíã ìàòðèöû

Äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö ââåä¼ì âàæíîå ïîíÿòèå ðàíãà. �àññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó ñîñòîÿùóþ

èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ ([m × n] - ìàòðèöó). Ïóñòü k 6 m è k 6 n. Âûäåëèì â ýòîé ìàòðèöå êàêèå-

íèáóäü k ñòðîê è k ñòîëáöîâ. Èç ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè âûäåëåííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, ñîñòàâèì
îïðåäåëèòåëü k - ãî ïîðÿäêà3. Âñå òàêèå îïðåäåëèòåëè íàçûâàþòñÿ ìèíîðàìè ýòîé ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. �àíãîì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ íàèâûñøèé ïîðÿäîê îòëè÷íûõ îò íóëÿ ìèíîðîâ ýòîé

ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 2.4.2. Áàçèñíûé ìèíîð � íåíóëåâîé ìèíîð ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà.

�àíã ìàòðèöû A áóäåì îáîçíà÷àòü rgA.

Ï ð è ì å ð 2.4.1. �àññìîòðèì ìàòðèöó

A =





1 2 1 1
0 1 −1 2
2 5 1 4



 .

Â ìàòðèöå A ìîæíî ñîñòàâèòü

(
3
1

)
·
(
4
1

)
= 12 ìèíîðîâ 1 -ãî ïîðÿäêà � ýòî ñàìè ýëåìåíòû ìàòðèöû:

1, 2, 1, 1, 0, 1, −1, 2, 2, 5, 1, 4.

Ìèíîðîâ 2 -ãî ïîðÿäêà â ìàòðèöå A ìîæíî ñîñòàâèòü

(
3
2

)
·
(
4
2

)
= 18:

∣
∣
∣
∣

1 2
0 1

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

1 1
0 −1

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

1 1
0 2

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

2 1
1 −1

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

2 1
1 2

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

1 1
−1 2

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

1 2
2 5

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

1 1
2 1

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

1 1
2 4

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

2 1
5 1

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

2 1
5 4

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

1 1
1 4

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

0 1
2 5

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

0 −1
2 1

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

0 2
2 4

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

1 −1
5 1

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

1 2
5 4

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

−1 2
1 4

∣
∣
∣
∣
.

Ìèíîðîâ 3 -ãî ïîðÿäêà â ìàòðèöå A ìîæíî ñîñòàâèòü

(
3
3

)
·
(
4
3

)
= 4:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 1
0 1 −1
2 5 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 1
0 1 2
2 5 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
0 −1 2
2 1 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 1
1 −1 2
5 1 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ìèíîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà èñõîäíîé ìàòðèöû A ðàâíû íóëþ, à âñå ìèíîðû

âòîðîãî ïîðÿäêà îòëè÷íû îò íóëÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí 2.Ñëåäîâàòåëüíî â
êà÷åñòâå áàçèñíîãî ìèíîðà ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíûé ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà (íàïðèìåð ïåðâûé).

Íàõîæäåíèå ðàíãà ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ âñåõ åå ìèíîðîâ òðåáóåò ñëèøêîì áîëüøîé âû÷èñ-

ëèòåëüíîé ðàáîòû. (×èòàòåëü ìîæåò ïðîâåðèòü, ÷òî â êâàäðàòíîé ìàòðèöå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà 36 ìèíîðîâ

âòîðîãî ïîðÿäêà.) Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàíãà ïðèìåíÿþòñÿ äðóãèå àëãîðèòìû.

Íàïîìíèì âèäû ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

Îïðåäåëåíèå 2.4.3. Íàçîâåì ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèö ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ íàä íèìè:

• ïåðåñòàíîâêà ñòðîê èëè ñòîëáöîâ;

• óìíîæåíèå ñòðîêè èëè ñòîëáöà íà ÷èñëî îòëè÷íîå îò íóëÿ;

• äîáàâëåíèå ê îäíîé èç ñòðîê äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà ÷èñëî èëè äîáàâëåíèå ê îäíîìó èç ñòîëáöîâ

äðóãîãî ñòîëáöà, óìíîæåííîãî íà ÷èñëî.

Òåîðåìà 2.4.7. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðàíã ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ.

3

Èç ìàòðèöû [m× n] ìîæíî ñîñòàâèòü

(m
k

)

·
(n
k

)

ìèíîðîâ k -ãî ïîðÿäêà
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Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå. Îáîçíà÷èì èñõîäíóþ ìàòðèöó ÷åðåç A, A′
� ìàòðèöà,

ïîëó÷èâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

1. Ïîñëå ïåðåñòàíîâîê äâóõ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ìû ïðèõîäèì ê íîâîé ìàòðèöå A′
, êàæäûé ìèíîð

êîòîðîé M ′
, ëèáî ðàâåí íåêîòîðîìó ìèíîðó M ìàòðèöû A, ëèáî îòëè÷àåòñÿ îò íåêîòîðîãî ìèíîðà M

ìàòðèöû A ëèøü ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî ëèáî M =M ′
, ëèáî

M = −M ′
. Òàêèì îáðàçîì M è M ′

ëèáî ðàâíû íóëþ, ëèáî îòëè÷íû îò íóëÿ îäíîâðåìåííî.

2. �àññìîòðèì óìíîæåíèå ñòðîêè íà ÷èñëî α, îòëè÷íîå îò íóëÿ. Ìèíîðó M èç ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâóåò

ìèíîð M ′
èç ìàòðèöû A′

èëè ñîâïàäàþùèé ñ M , èëè îòëè÷àþùèéñÿ îò íåãî òîëüêî îäíîé ñòðîêîé,

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ñòðîêè ìèíîðà M óìíîæåíèåì íà ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå

M ′ = αM . Âî âñåõ ñëó÷àÿõ èëèM èM ′
îäíîâðåìåííî ðàâíû íóëþ, èëè îäíîâðåìåííî îòëè÷íû îò íóëÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã íå ìåíÿåòñÿ.

3. Ïóñòü ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí r. Ïóñòü ìàòðèöà A′
ïîëó÷åíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ê i � îé ñòðîêå ìàòðèöû

A ïðèáàâëåíà å¼ j �àÿ ñòðîêà, óìíîæåííàÿ íà ÷èñëî λ. Ïîêàæåì, ÷òî

rgA′ 6 rgA.

Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé ìèíîð M ′
ìàòðèöû A′

ïîðÿäêà k, ãäå k > rgA ðàâåí íóëþ. Îáîçíà÷èì

ðàíã ìàòðèöû A ÷åðåç r.

• Åñëè ÷åðåç ìèíîð M ′
íå ïðîõîäèò i -àÿ ñòðîêà, òî îí ñîâïàäàåò ñ ìèíîðîì M , ðàñïîëîæåííûì â

òåõ æå ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ â ìàòðèöå A, è ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåí íóëþ.

• Åñëè ÷åðåç ìèíîð M ′
ïðîõîäÿò è i -àÿ è j -àÿ ñòðîêè, òî îí ïîëó÷àåòñÿ èç ìèíîðà M , ðàñïîëîæåí-

íîãî â òåõ æå ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ìàòðèöû A, ïðèáàâëåíèåì ê i-îé ñòðîêå ìèíîðà M j-îé ñòðîêè,
óìíîæåííîé íà λ. Ïî ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëÿ M = M ′

. Ñëåäîâàòåëüíî, M ′ = 0. Íà ïðèìåðå ýòî

äåéñòâèå âûãëÿäèò òàê:

M ′ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a14 a1n
ai1 + λaj1 ai4 + λaj4 ain + λajn

aj1 aj4 ajn

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a14 a1n
ai1 ai4 ain
aj1 aj4 ajn

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a14 a1n
aj1 aj4 ajn
aj1 aj4 ajn

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=M + 0 =M = 0.

• Ïóñòü ÷åðåç ìèíîð M ′
ïðîõîäèò i-àÿ ñòðîêà è íå ïðîõîäèò j-àÿ. Òîãäà M ′

îòëè÷àåòñÿ îò M i -
îé ñòðîêîé. Ýòà ñòðîêà â M ′

ÿâëÿåòñÿ ñòðîêîé M , ê êîòîðîé äîáàâëåíû ýëåìåíòû j -îé ñòðîêè,

óìíîæåííûå íà λ. Ïî ñâîéñòâàì îïðåäåëèòåëåé M ′ = M + λ(±M1), ãäå M1 � ìèíîð ïîðÿäêà k,
ãäå k > r, ìàòðèöû A, ñòîÿùèé â j-îé ñòðîêå è â òåõ æå ñòðîêàõ, ÷òî è ìèíîð M , èñêëþ÷àÿ i -óþ,
à çíàê "± "ñâÿçàí ñ âîçìîæíûì èçìåíåíèåì ïîðÿäêà ñòðîê. Òàê êàê âñå ìèíîðû ïîðÿäêà k, ãäå
k > r, â ìàòðèöå A ðàâíû íóëþ, òî M ′ = 0. Íà ïðèìåðå ýòî âûãëÿäèò òàê:

M ′ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a14 a1n
ai1 + λaj1 ai4 + λaj4 ain + λajn

an1 an4 ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a14 a1n
ai1 ai4 ain
an1 an4 ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a14 a1n
aj1 aj4 ajn
an1 an4 ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=M+λM1 = 0+0.

Èòàê, â ìàòðèöå A′
âñå ìèíîðû ïîðÿäêà k > r + 1 ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, rgA′ 6 r, òî åñòü ïðè

âûïîëíåíèè ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òðåòüåãî òèïà ðàíã íå ìîæåò ïîâûñèòüñÿ.

Íî ìàòðèöà A, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A′
ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì: íàäî â ìàòðèöå

A′
ê i-îé ñòðîêå ïðèáàâèì j-óþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ÷èñëî (−λ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì èñõîäíóþ ìàòðèöó

A.

Ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó rgA 6 rgA′
. Ñëåäîâàòåëüíî, rgA′ = rgA.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëþáóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê
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âèäó:

















1 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 0
0 1 0 . . . 0 0 . . . 0 0 0
0 0 1 . . . 0 0 . . . 0 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . 1 0 . . . 0 0 0
0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 0

















, (2.4.10)

ãäå íà ãëàâíîé äèàãîíàëå ñòîÿò r åäèíèö, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàâíû íóëþ.

Ï ð è ì å ð 2.4.2. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû

A =





1 2 −3 1
2 1 2 3
4 5 −4 5





è ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè å¼ ê âèäó (2.4.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì ìàòðèöó A ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó, ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé íàä ñòðîêàìè. Òåêóùóþ ñòðîêó ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ~ak. Ñðàçó çà ìàòðèöåé ìû áóäåì óêàçûâàòü

ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå ~a2 − 3~a1 áóäåò îáîçíà÷àòü, ÷òî èç âòîðîé ñòðîêè ìû

âû÷èòàåò óòðîåííóþ ïåðâóþ.





1 2 −3 1
2 1 2 3
4 5 −4 5





~a1
~a2 − 2~a1
~a3 − 2~a2

∼





1 2 −3 1
0 −3 8 1
0 3 −8 −1



 ~a′2/(−3)
~a′3 + ~a′2

∼





1 2 −3 1
0 1 −8/3 −1/3
0 0 0 0



 .

Èç äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìû ìîæåì óæå ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ðàíã èñõîäíîé ìàòðèöû ðàâåí òð¼ì. Ïðè-

âåä¼ì òåïåðü ìàòðèöó A ê âèäó (2.4.10). Äëÿ ýòîãî ïðîäîëæèì, èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä

ñòîëáöàìè, óïðîùàòü âèä ìàòðèöû. Â ñòðîêå íàä ìàòðèöåé ìû áóäåì óêàçûâàòü ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå íàä ñòîëáöàìè, òåêóùèå ñòîëáöû áóäåì îáîçíà÷àòü

~bk. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå ~b2 − 3~b1 áóäåò îáîçíà÷àòü,
÷òî èç âòîðîãî ñòîëáöà ìû âû÷èòàåò óòðîåííûé ïåðâûé ñòîëáåö.





~b2 − 2~b1 ~b3 + 3~b1 ~b4 −~b1
1 2 −3 1
0 1 −8/3 −1/3
0 0 0 0



 ∼





~b′3 + (8/3)~b′2 ~b′4 + (1/3)~b′2
1 0 0 0
0 1 −8/3 −1/3
0 0 0 0



 ∼





1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0



 .

Ìàòðèöà A ïðèâåäåíà ê âèäó (2.4.10). Îòêóäà ìû åù¼ ðàç äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí

äâóì.

Ï ð è ì å ð 2.4.3. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû

A =







1 −5 7
3 2 1
5 −8 15
7 16 −11







è ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè å¼ ê âèäó (2.4.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì ìàòðèöó A ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó, ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé íàä ñòðîêàìè.







1 −5 7
3 2 1
5 −8 15
7 16 −11







~a1
~a2 − 3~a1
~a3 − 5~a1
~a4 − ~a3 − 2~a1

∼







1 −5 7
0 17 −20
0 17 −20
0 34 −40





 ~a′3 − ~a′2

~a′4 − 2~a′2

∼







1 −5 7
0 17 −20
0 0 0
0 0 0
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Óæå ñåé÷àñ ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí äâóì. Ïðèâåä¼ì òåïåðü ìàòðèöó A ê

âèäó (2.4.10). Äëÿ ýòîãî ïðîäîëæèì, èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñòîëáöàìè, óïðîùàòü âèä

ìàòðèöû.







~b2 + 5~b1 ~b3 − 7~b1

1 −5 7
0 17 −20
0 0 0
0 0 0







∼







~b′2/17 ~b′3 +
20
17
~b′2

1 0 0
0 17 −20
0 0 0
0 0 0







∼







1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0







Ìàòðèöà A ïðèâåäåíà ê âèäó (2.4.10). Îòêóäà ìû åù¼ ðàç äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí

äâóì.

2.4.1 Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü

Îïðåäåëåíèå 2.4.4. Ïóñòü ~e1, . . . , ~en � ñòðîêè ìàòðèöû A. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðîêè ~e1, . . . , ~en ìàòðèöû
ëèíåéíî çàâèñèìû, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû α1, . . . , αn, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, ÷òî

α1~e1 + · · ·+ αn~en = ~0. (2.4.11)

Îïðåäåëåíèå 2.4.5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðîêè ~e1, . . . , ~en ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè ðàâåíñòâî

(2.4.11) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå αk = 0 (k = 1, 2, . . . , n).

Ï ð è ì å ð 2.4.4. �àññìîòðèì ìàòðèöó

A =





1 2 −3
2 3 1
4 7 −5



 .

Äîêàæèòå, ÷òî ñòðîêè äàííîé ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñòðîêè äàííîé ìàòðèöû:

~e1 = (1, 2,−3), ~e2 = (2, 3, 1), ~e3 = (4, 7,−5).

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

2~e1 + ~e2 − ~e3 = (0, 0, 0) = ~0.

Ñëåäîâàòåëüíî ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ï ð è ì å ð 2.4.5. �àññìîòðèì ìàòðèöó

A =





6 −2 11
0 3 1
0 0 −4



 .

Äîêàæèòå, ÷òî ñòðîêè äàííîé ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñòðîêè äàííîé ìàòðèöû:

~e1 = (6,−2, 11), ~e2 = (0, 3, 1), ~e3 = (0, 0,−4).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

α1~e1 + α2~e2 + α3~e3 = (0, 0, 0).

Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå èç òð¼õ óðàâíåíèé







6α1 = 0,

−2α1 + 3α2 = 0,

11α1 + α2 − 4α3 = 0.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî α1 = 0, èç âòîðîãî α1 = 0, à èç òðåòüåãî α3 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî ñòðîêè
ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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Áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó A âèäà

A =







a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn






.

Ñ�îðìóëèðóåì âàæíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.4.8 (Î ðàíãå ìàòðèöå). Ïóñòü äëÿ ìàòðèöû A èçâåñòåí å¼ ðàíã rangA = r. Òîãäà â ýòîé

ìàòðèöå ìîæíî íàéòè r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê (ñòîëáöîâ), ÷åðåç êîòîðûå ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ

âñå îñòàëüíûå å¼ ñòðîêè (ñòîëáöû).

Èíà÷å ãîâîðÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò î òîì, ÷òî:

Çàìå÷àíèå 8. �àíã ðàâåí ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) â ìàòðèöå.

Çàìå÷àíèå 9. Äàííàÿ òåîðåìà ñîäåðæèò â ñåáå óòâåðæäåíèå î ðàâåíñòâå ÷èñëà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê

÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîé (ïðÿìîóãîëüíîé) ìàòðèöû.

Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû ÷àñòî íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î áàçèñíîì ìèíîðå. Ïîñêîëüêó äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ

�îðìóëèðîâêó.

Çàìå÷àíèå 10 (Òåîðåìà î áàçèñíîì ìèíîðå). Ñòîëáöû ìàòðèöû A, âõîäÿùèå â áàçèñíûé ìèíîðM , îáðàçóþò

ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó. Ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû A ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòîëáöû èç áàçèñíîãî

ìèíîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ó ìàòðèöû A áàçèñíûé ìèíîð ðàñïîëîæåí â ëåâîì

âåðõíåì óãëó (r 6 min{m,n}), ò.å.

M =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1r
a21 a22 . . . a2r
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 ar2 . . . arr

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0.

Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ïåðâûõ r ñòðîê Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò.å. ÷òî ïåðâûå r ñòðîê ìàòðèöû A
ëèíåéíî çàâèñèìû, íî òîãäà ëèíåéíî çàâèñèìû (áîëåå êîðîòêèå ñòðîêè) ñòðîêè â áàçèñíîì ìèíîðå M .

Íàïðèìåð, ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âñå îñòàëüíûå:

~er = α1~e1 + · · ·+ αr−1~er−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû èç ïîñëåäíåé ñòðîêè â ìèíîðåM âû÷òåì ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà α1, âòîðóþ �

íà α2, è ò.ä., íàêîíåö, âû÷òåì r−1 ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà αr−1 ìû ïîëó÷èì â èòîãå ïîñëåäíþþ ñòðîêó,

ñîñòîÿùóþ èç îäíèõ íóëåé. Îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ðàâåí íóëþ. Íî, ïîñêîëüêó ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ, êàê íàì èçâåñòíî, íå ìåíÿþò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, òî ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó ñ îïðåäåëèòåëåì

òàêèì æå, êàê è ó èñõîäíîãî ìèíîðà M , ò.å. ðàâíûì íóëþ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷åå äîêàçûâàåò, ÷òî

ïåðâûå r ñòðîê ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Çàâèñèìîñòü îñòàëüíûõ ñòðîê ÷åðåç ïåðâûå r ñòðîê Ïóñòü ñòðîê ó ìàòðèöû A áóäåò áîëüøå, ÷åì r
(èíà÷å, åñëè ñòðîê ðîâíî r äîêàçûâàòü íå÷åãî, âñå ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû). Ïîñêîëüêó ðàíã ìàò-

ðèöû A ðàâåí r, òî ëþáîé îïðåäåëèòåëü âèäà

B =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1r a1l
a21 a22 . . . a2r a2l
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 ar2 . . . arr arl
ak1 ak2 . . . akr akl

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0

ðàâåí íóëþ. Ïîñêîëüêó ïðè l 6 r ó íàñ áóäåò äâà îäèíàêîâûõ ñòîëáöà, à ïðè l > r ïîëó÷èì ìèíîð r+1
ïîðÿäêà, îïðåäåëèòåëü êîòîðîãî òîæå ðàâåí íóëþ. ðàçëîæåíèå ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó äà¼ò ðàâåíñòâî:

a1lA1 + a2lA2 + · · ·+ arlAr + aklAr+1 = 0.
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Àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ A1, . . . , Ar+1 ýëåìåíòîâ ïîñëåäíåãî ñòîëáöà çàâèñÿò îò k, íî íå çàâèñÿò îò
l, òàê êàê ïðè èõ âû÷èñëåíèè ïîñëåäíèé ñòîëáåö âû÷¼ðêèâàåòñÿ. Áîëåå òîãî Ar+1 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî

γ1a1l + γ2a2l + · · ·+ γrarl + akl = 0, ∀l = 1, . . . n,

ãäå γs = As/Ar+1. Îòêóäà ïîëà÷àåì

γ1~e1 + γ2~e2 + · · ·+ γr~er + ~ek = ~0,

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî êàê ðàç è îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü k-îé ñòðîêè îò ïåðâûõ r ñòðîê.

Ï ð è ì å ð 2.4.6. Âåðí¼ìñÿ ê ïðèìåðó 2.4.1, ðàññìîòðèì âåêòîðà ñîñòàâëåíèå èç ñòðîê ìàòðèöû A:

~a1 = (1, 2, 1, 1), ~a2 = (0, 1,−1, 2), ~a3 = (2, 5, 1, 4).

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

2~a1 + ~a2 − ~a3 = ~0,

ò.å. âåêòîðà ~a1, ~a2, ~a3 � ëèíåéíî çàâèñèìû. Íî, ïîñêîëüêó âåêòîðà ~a1, ~a2 � ëèíåéíî íåçàâèñèìû, íà îñíîâå

ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ äåëàåì âûâîä î ðàâåíñòâå rgA = 2. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïÿòü ïîëó÷àåì, ÷òî ðàíã

ìàòðèöû A ðàâåí 2.

2.4.2 Ìåòîä �àóññà

Êàê ðåøàòü ñèñòåìó A~x = ~b â ñëó÷àå, êîãäà detA = 0 èëè êîãäà ìàòðèöà âîîáùå íå êâàäðàòíàÿ. Ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì �àóññà. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîðîäíîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 2.4.9. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû A~x = ~0 (íàçûâàåìîé îäíîðîäíîé) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì

ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 2.4.6. Ëþáîé áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû A~x = ~0 íàçûâà-

åòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ~x1, ~x2 � ðåøåíèå ñèñòåìû, òî ~x1 + ~x2 � òîæå ðåøåíèÿ, è ÷òî

åñëè ~x � ðåøåíèå, α � ÷èñëî, òî α~x � òîæå ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî,

A(~x1 + ~x2) = A~x1 +A~x2 = ~0 + ~0 = ~0,

A(α~x) = αA~x = α~0 = ~0.

Óêàæåì íà ïðèìåðå, êàê èñêàòü ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ìåòîäîì �àóññà. �åøèì ñèñòåìó







x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0,

2x1 + 3x2 + x3 + 5x4 = 0,

3x1 + 5x2 + 5x3 + 9x4 = 0.

Ïðåîáðàçóåì ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé. Ïðåîáðàçîâàíèÿ óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå äåéñòâèé íàä åå ìàòðèöåé





1 2 3 4
2 3 1 5
3 5 5 9





~a1
~a2 − 2~a1
~a3 − 3~a1

∼





1 2 3 4
0 −1 −5 −3
0 −1 −4 −3





Ýòà ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå







x1+ 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0

−x2 − 5x3 − 3x4 = 0

−x2 − 4x3 − 3x4 = 0
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Ñìûñë ïðåîáðàçîâàíèé ïîíÿòåí� ìû èñêëþ÷èëè ïåðåìåííóþ x1 èç âñåõ óðàâíåíèé, êðîìå ïåðâîãî. Äàëåå

âû÷òåì èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ âòîðîå:





1 2 3 4
0 −1 −5 −3
0 −1 −4 −3





~a1
−~a′2
~a′3 − ~a′2

∼





1 2 3 4
0 1 5 3
0 0 1 0



 .

Ïîÿñíåíèÿ: ïîëó÷èëè ñèñòåìó 





x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0,
−x2 − 5x3 − 3x4 = 0,

x3 = 0.

è ñìåíèëè çíàê ó ëåâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó







x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0,
x2 + 5x3 + 3x4 = 0,

x3 = 0.

Ïðîäîëæèì





1 2 3 4
0 1 5 3
0 0 1 0





~a1 − 2~a2 + 7~a3
~a2 − 5~a3
~a3

∼





1 0 0 −2
0 1 0 3
0 0 1 0





Â èòîãå ïîëó÷åíà ðàâíîñèëüíàÿ ñèñòåìà







x1 − 2x4 = 0
x2 + 3x4 = 0

x3 = 0
⇐⇒







x1 = 2x4
x2 = −3x4
x3 = 0

.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ~x = (x1 x2 x3 x4)
T
, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

~x =







2x4
−3x4
0
x4







= x4







2
−3
0
1






.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïðîïîðöèîíàëüíî âåêòîðó (2 − 3 0 1)T . Ýòî � îäíîìåðíîå

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí 3. Ìû ïðèâåëè ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûõ

îòëè÷íûé îò íóëÿ ìèíîð îñòàåòñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ. Â èòîãîâîé ìàòðèöå åñòü ìèíîð

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 1. Ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâî: ðàíã ìàòðèöû (â íàøåì ñëó÷àå � 3) â ñóììå ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé ñèñòåìû (â

íàøåì ñëó÷àå � 1) ðàâåí ÷èñëó êîîðäèíàò èñêîìîãî âåêòîðà (â íàøåì ñëó÷àå � 4). Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè

~x ∈ Rn ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí r, òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ðàâíà n− r.

Íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû

Ïåðåéä¼ì ê íåîäíîðîäíûì ñèñòåìàì. Ïóñòü ~x, ~x0 � ðåøåíèÿ ñèñòåìû, ò.å. A~x = ~b, A~x0 = ~b. Òîãäà âåêòîð

~x− ~x0 óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîé ñèñòåìå, ò.ê.

A(~x− ~x0) = A~x−A~x0 = ~b−~b = ~0.

Çíà÷èò, åñëè çà�èêñèðîâàòü êàêîå-òî ðåøåíèå ~x0 íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû, òî ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå ~x îòëè-

÷àåòñÿ îò ~x0 íà íåêîòîðîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ïîÿñíèì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå ñèñòåìû

Ï ð è ì å ð 2.4.7. �åøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé







x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 1,

2x1 + 3x2 + x3 + 5x4 = 2,

3x1 + 5x2 + 4x3 + 9x4 = 3.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû





1 2 3 4 1
2 3 1 5 2
3 5 4 9 3



 .

Âû÷òåì èç âòîðîé ñòðîêè óäâîåííóþ ïåðâóþ, èç òðåòüåé ñòðîêè óòðîåííóþ ïåðâóþ:





1 2 3 4 1
0 −1 −5 −3 0
0 −1 −5 −3 0





ïîëó÷èëîñü, ÷òî òðåòüå óðàâíåíèå ëèøíåå,

(
1 2 3 4 1
0 −1 −5 −3 0

)

,

ïðèáàâèì ê ïåðâîé ñòðîêå óäâîåííóþ âòîðóþ

(
1 0 −7 −2 1
0 −1 −5 −3 0

)

∼
(

1 0 −7 −2 1
0 1 5 3 0

)

;

èíûìè ñëîâàìè, èñõîäíàÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà òàêîé:

{

x1 = 7x3 + 2x4 + 1,

x2 = −5x3 − 3x4.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå (x1, x2, x3, x4) ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ òàê: çàäàâ ïðîèçâîëüíûì îáðà-

çîì çíà÷åíèÿ x3, x4 íàõîäèì îñòàëüíûå ÷èñëà x1, x2 ïî óêàçàííûì �îðìóëàì. Âåêòîð ~x = (x1, x2, x3, x4)
T
,

ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, èìååò âèä

~x =







x1
x2
x3
x4







=







1 + 7x3 + 2x4
−5x3 − 3x4

x3
x4






,

Âûäåëèì â íåì ñîñòàâëÿþùèå, çàâèñÿùèå îò x3, x4:

~x =







1
0
0
0







+







7x3
−5x3
x3
0







+







2x4
−3x4
0
x4







=







1
0
0
0







+ x3







7
−5
1
0







+ x4







2
−3
0
1






.

Âåêòîð ~x0 = (1, 0, 0, 0)T � îäíî èç ðåøåíèé ñèñòåìû, �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû

ñîñòîèò èç âåêòîðîâ







7
−5
1
0






,







2
−3
0
1






.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû

rg





1 2 3 4
2 3 1 5
3 5 4 9



 = rg





1 2 3 4 1
2 3 1 5 2
3 5 4 9 3



 = 2.

Íî, â îáùåì ñëó÷àå ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû íå îáÿçàí ñîâïàäàòü ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû.
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Ï ð è ì å ð 2.4.8. �åøèòå ñèñòåìó







x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 1

2x1 + 3x2 + x3 + 5x4 = 2

3x1 + 5x2 + 4x3 + 9x4 = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äàííîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì





1 2 3 4 1
2 3 1 5 2
3 5 4 9 2



 ~a2 − 2~a1
~a3 − 3~a1

∼





1 2 3 4 1
0 −1 −5 −3 0
0 −1 −5 −3 −1





~a′3 − ~a′2

∼





1 2 3 4 1
0 −1 −5 −3 0
0 0 0 0 −1



 .

Ó ïîëó÷åííîé ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìû äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ íåñîâìåñòíû. Îíà íå èìååò ðåøåíèé. Íà ýòî

óêàçûâàåò è òî, ÷òî ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû áîëüøå, ÷åì ðàíã èñõîäíîé ìàòðèöû.

Ï ð è ì å ð 2.4.9. �åøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé







x1 + x2 + 3x3 + 8x4 = 20,

x1 − x2 − 2x3 + 5x4 = 1,

3x1 − x2 − 3x3 + 16x4 = 12.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû





1 1 3 8 20
1 −1 −2 5 1
3 −1 −3 16 12





~a1
~a2 − ~a1
~a3 − 3~a1

∼





1 1 3 8 20
0 −2 −5 −3 −19
0 −4 −12 −8 −48





~a1
~a3/(−4)
~a2

∼

∼





1 1 3 8 20
0 1 3 2 12
0 −2 −5 −3 −19





~a1
~a2
~a3 + 2~a2

∼





1 1 3 8 20
0 1 3 2 12
0 0 1 1 5





~a1 − ~a2
~a2 − 3~a3
~a3

∼





1 0 0 6 8
0 1 0 −1 −3
0 0 1 1 5



 .

èñõîäíàÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà òàêîé:







x1 = −6x4 + 8,

x2 = x4 − 3,

x3 = −x4 + 5.

Òàêèì îáðàçîì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ~x = (x1 x2 x3 x4)
T
èìååò âèä

~x =







x1
x2
x3
x4







=







−6x4 + 8
x4 − 3
−x4 + 5
x4







= x4







−6
1
−1
1







+







8
−3
5
0







Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç âåêòîðà ~a1 = (−6, 1,−1, 1)T . Çàìåòèì,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû

rg





1 1 3 8
1 −1 −2 5
3 −1 −3 16



 = rg





1 1 3 8 20
1 −1 −2 5 1
3 −1 −3 16 12



 = 3.

Ñ�îðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà âàæíóþ òåîðåìó, êîòîðóþ ìû òîëüêî ÷òî ïðîèëëþñòðèðîâàëè.

Òåîðåìà 2.4.10 (Êðîíåêåð, Êàïåëëè). �åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé







a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(èëè A~x = ~b â ìàòðè÷íîì âèäå) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rangA = rang(A|~b).
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Çàìå÷àíèå 11. Äàííóþ òåîðåìó ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàêèì îáðàçîì:

Åñëè ðàíã ìàòðèöû A ñèñòåìû A~x = ~b ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû, òî ñèñòåìà èìååò

ðåøåíèÿ; åñëè æå îí ìåíüøå ðàíãà ðàñøèðåííîé ìàòðèöû, òî ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî â êàæäóþ ñòîðîíó.

Íåîáõîäèìîñòü. Ñèñòåìà A~x = ~b ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

x1







a11
a21
. . .
am1







+ x2







a12
a22
. . .
am2







+ · · ·+ xn







a1n
a2n
. . .
amn







=







b1
b2
. . .
bm






. (2.4.12)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

ñòîëáöîâ ìàòðèöû À, à çíà÷èò äîáàâëåíèå ýòîãî ñòîëáöà â ìàòðèöó íå ìåíÿåò ðàíãà, ò.å rangA =
rang(A|~b).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü rangA = rang(A|~b). Âîçüì¼ì â ìàòðèöå A êàêîé-íèáóäü áàçèñíûé ìèíîð. Òàê êàê

rangA = rang(A|~b), òî îí æå áóäåò áàçèñíûì ìèíîðîì è ðàñøèðåííîé ìàòðèöû. Òîãäà, êàê ñëåäó-

åò èç òåîðåìû î ðàíãå ìàòðèöû (å¼ åù¼ íàçûâàþò òåîðåìîé î áàçèñíîì ìèíîðå), ïîñëåäíèé ñòîëáåö

ðàñøèðåííîé ìàòðèöû áóäåò ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áàçèñíûõ ñòîëáöîâ, òî åñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòîëáöîâ ìàòðèöû

A è òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâà �îðìóëà (2.4.12).

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ðàíãà ìàòðèöû.

2. Ñ�îðìóëèðóéòå òåîðåìó Êðîíåêåðà-Êàïåëëè.

Óïðàæíåíèÿ ê 2.4

Óïðàæíåíèå 2.4.1. Âû÷èñëèòü ðàíã ìàòðèöû ïðè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α:




1 1 1
1 α α2

1 α2 α



 .

Óïðàæíåíèå 2.4.2. Èññëåäîâàòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó è íàéòè îáùåå ðåøåíèå â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðà α:










x1 + x2 + αx3 = 1,

x1 + αx2 + x3 = 2,

αx1 + x2 + x3 = −3;

Óïðàæíåíèå 2.4.3. Èññëåäóéòå ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå â çàâèñèìîñòè îò ïàðà-

ìåòðà λ


















−10x1 + 9x2 + 9x3 − 6x4 = 3,

−6x1 + 5x2 + 6x3 − 3x4 = 1,

−4x1 + 4x2 + 3x3 − 3x4 = 2,

λx1 − 4x2 + 6x3 + 6x4 = −6.

Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå ñëåäóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ÷åðåç �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé.

Óïðàæíåíèå 2.4.4.

(a)



















x1 + 2x2 − 3x3 + 5x4 = 0,

4x1 + 11x3 − 14x4 = 0,

7x1 + 6x2 + 2x3 + x4 = 0,

−x1 + 6x2 − 20x3 + 29x4 = 0;

(b)



















x1 + x2 − 3x3 + 7x4 = 0,

−2x1 + 3x2 − x3 + 4x4 = 0,

−x1 + 5x2 − x3 + x4 = 0,

2x1 − x2 − 4x3 + 10x4 = 0.
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Óïðàæíåíèå 2.4.5.

(a)











2x1 + x2 − 3x3 + x4 − x5 = 0,

3x1 + 5x2 + 2x3 + x4 + x5 = 0,

x1 − 3x2 − 8x3 + x4 − 3x5 = 0.

(b)











x1 + x2 − 3x3 + x4 − x5 = 0,

−x1 + 5x2 − 13x3 + x4 − 5x5 = 0,

2x1 − x2 + 2x3 + x4 + x5 = 0.

Èññëåäóéòå ñèñòåìó íà ñîâìåñòíîñòü. Åñëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà, òî íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå ñëåäóþùèõ ñèñòåì óðàâ-

íåíèé ÷åðåç �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ïðèâåä¼ííûõ ñèñòåì.

Óïðàæíåíèå 2.4.6.

(a)



















x1 + x2 − 3x3 + 5x4 = 4,

−2x1 + 3x2 − x3 + 4x4 = 4,

3x1 + 7x2 − 13x3 + 21x4 = 18,

−x1 + 3x2 − x3 + x4 = 2;

(b)



















4x1 + x2 − x3 − 3x4 = 3,

−2x1 + x2 − 3x3 + 2x4 = −5,

−x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 2,

−2x1 + 4x2 − 10x3 + 3x4 = −12.

Óïðàæíåíèå 2.4.7.

(a)



















4x1 − x2 − 2x3 − 3x4 − 2x5 = −1,

3x1 + x2 − x3 − 5x4 + x5 = −1,

−3x1 + 2x2 − x3 + 2x4 − x5 = −2,

−x1 + 2x2 + x3 − 2x4 + 3x5 = 0;

(b)



















−2x1 − x2 − x3 + 2x4 + x5 = 2,

−x1 + 3x2 + x3 + x4 − x5 = 1,

−5x1 + x2 + x3 + 2x4 + 2x5 = 5,

−2x1 − x2 + x3 − x4 + 2x5 = 2.

Îòâåòû: 2.4.1 Åñëè α = 1, òî rangA = 1; åñëè α = {0;−2}, òî rangA = 2; åñëè α ∈ R\{−2; 0; 1}, òî rangA = 3.
2.4.2 Åñëè α = 1 ðåøåíèé íåò; åñëè α = −2, òî (x1 x2 x3)

T = x3 · (1 1 1)T + (4/3 − 1/3 0)T ; åñëè α ∈ R\{−2; 1}, òî
(x1 x2 x3)

T = 1
α−1

· (−3 2 1)T . 2.4.3 Åñëè λ = 0, òî ðåøåíèé íåò; åñëè λ 6= 0, òî (x1 x2 x3 x4)
T = x4 · (0 1 − 1/3 1)T +

(2/λ 1 + 4/(3λ) − 2/3 + 8/(9λ))T . 2.4.4 (a) α · (−22 23 8 0)T + β · (14 − 17 0 4)T , α, β ∈ R; (b) α · (17 8 34 11)T ,
α ∈ R. 2.4.5 (a) α · (1 − 13/17 7/17 0 0)T + β · (0 − 5/17 4/17 1 0)T + γ · (0 − 1/17 − 6/17 0 1)T , α, β, γ ∈ R; (b)

α · (1 8 3 0 0)T + β · (0 5 2 1 0)T + γ · (0 1 0 0 1)T , α, β, γ ∈ R. 2.4.6 (a) α · (12 7 13 4)T + (1 1 1 1)T , α ∈ R; (b)

α · (13 − 3 1 16)T + (1 0 1 0)T , α ∈ R. 2.4.7 (a) α · (7 7 3 5 0)T + β · (−1 − 2 − 3 0 2)T + (1 0 0 1 1)T , α, β ∈ R; (b)

α · (8 − 9 21 14 0)T + β · (6 9 − 7 0 14)T + (0 0 1 1 1)T , α, β ∈ R.
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�ëàâà 3

Ïðîñòðàíñòâî Rd
. Ëèíåéíîå (âåêòîðíîå)

ïðîñòðàíñòâî

3.1 Âåêòîðû, îïåðàöèè íàä íèìè. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî V , ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäåì íàçûâàòü âåêòîðàìè. Ïóñòü äëÿ ëþáûõ ~a ∈ V,~b ∈ V
îïðåäåëåíà ñóììà ~a + ~b ∈ V è äëÿ ëþáîãî α ∈ R îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå α · ~a ∈ V , ïðè÷åì ýòè îïåðàöèè

îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. (~a+~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c),

2. ñóùåñòâóåò

~0 ∈ V, ò.å. òàêîé ýëåìåíò, ÷òî ~a+ ~0 = ~0 + ~a = ~a, ïðè÷åì òàêîé ýëåìåíò åäèíñòâåííûé,

3. äëÿ ëþáîãî ~a ∈ V ñóùåñòâóåò (ïðèòîì åäèíñòâåííûé) ýëåìåíò −~a ∈ V òàêîé, ÷òî ~a+ ( ~−a) = ~0,

4. ~a+~b = ~b+ ~a,

5. α · (β · ~a) = (αβ) · ~a,

6. 1 · ~a = ~a,

7. 0 · ~a = ~0.

8. α · (~a+~b) = α · ~a+ α ·~b,

9. (α+ β) · ~a = α · ~a+ β · ~a,

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ìíîæåñòâî V ñ ââåäåííûìè â íåì îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ

âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì (èëè ëèíåéíûì) ïðîñòðàíñòâîì (íàä R).

Ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè.

Ï ð è ì å ð 3.1.1 (Ïðèìåð âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rm). Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòû ~a ∈ Rm èìåþò âèä:

~a =






a1
.

.

.

am




 = (a1, . . . , am)T .

• Ïî îïðåäåëåíèþ,

~a = ~b⇐⇒ ai = bi, i = 1, . . .m.

• Ñóììà ~a+~b îïðåäåëÿåòñÿ, êàê âåêòîð






a1 + b1
.

.

.

am + bm




 ;
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• ïðîèçâåäåíèå α~a =






αa1
.

.

.

αam




 ,

• ~0 ∈ Rm èìååò âèä

~0 =






0
.

.

.

0




 .

Ïðîâåðêà ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñâîéñòâ 1 -9 íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. Èòàê, Rm � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ýëåìåíòû ~a1, . . . ~ak ∈ V íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà

x1, . . . , xk, õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ íå ðàâíî 0, òàêèå, ÷òî x1 ~a1 + · · ·+ xk ~ak = ~0. Åñëè æå èç ýòîãî ðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî x1 = · · · = xk = 0, òî ~a1, . . . , ~ak íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Íàïðèìåð, ~e1 =










1
0
0
.

.

.

0










, ~e2 =










0
1
0
.

.

.

0










, . . . , ~em =










0
0
0
.

.

.

1










� ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû Rm. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè x1~e1 + · · ·+ xm ~em = ~0, òî ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

x1










1
0
0
.

.

.

0










+ x2










0
1
0
.

.

.

0










+ · · ·+ xm










0
0
0
.

.

.

1










=










0
0
0
.

.

.

0










,

èëè










x1
x2
x3
.

.

.

xm










=










0
0
0
.

.

.

0










, îòêóäà x1 = x2 = · · · = xm = 0.

Êðîìå òîãî, ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáîé âåêòîð ~x =






x1
.

.

.

xm




 ∈ Rm ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ~x = x1~e1 +

· · ·+ xm~em.

3.1.1 �àçìåðíîñòü. Áàçèñ

Îïðåäåëåíèå 3.1.3. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ n -ìåðíûì, åñëè â í¼ì ìîæíî íàéòè n ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, íî áîëüøå ÷åì n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ îíî íå ñîäåðæèò.

Òàêèì îáðàçîì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà � ýòî ìàêñèìàëíîå ÷èñëî ñîäåðæàùèõñÿ â í¼ì ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûõ âåêòîðîâ. �àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V áóäåì îáîçíà÷àòü dimV .

Îïðåäåëåíèå 3.1.4. Ïðîñòðàíñòâà èìåþùèå êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íîìåðíûìè. Ïðî-

ñòðàíñòâà â êîòîðîì ìîæíî íàéòè ñêîëü óãîäíî ìíîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷-

íîìåðíûì.

Îïðåäåëåíèå 3.1.5. Ñîâîêóïíîñòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ n -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçîâ¼ì

åãî áàçèñîì.

Òåîðåìà 3.1.11. Êàæäûé âåêòîð ~x ëèíåéíîãî n - ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ìîæíî ïðåäñòàâèòü, è ïðèòîì

åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî âåêòîð ~x ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áàçèñíûõ âåêòîðîâ, à

çàòåì åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðàçëîæåíèÿ.
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�àçëîæåíèå ïî áàçèñó Ïóñòü ~e1, . . ., ~en � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ V . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ~e1, . . ., ~en �

ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ~x ∈ V . Òîãäà ïî îïðåäå-

ëåíèþ ~e1, . . ., ~en, ~x � ëèíåéíî çàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå íå ðàâíûå íóëþ

îäíîâðåìåííî ÷èñëà α1, . . ., αn, α, ÷òî

α1~e1 + α2~e2 + . . .+ αn~en + α~x = ~0.

Ïîêàæåì, ÷òî α 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå α = 0 ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë α1, . . ., αn, α
îòëè÷íî îò íóëÿ, è çíà÷èò, âåêòîðû ~e1, . . ., ~en ëèíåéíî çàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî,

~x = x1~e1 + x2~e2 + . . .+ xn~en,

ãäå x1 = −α1/α, . . ., xn = −αn/α.
Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü âåêòîð ~x ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçèñíûì âåê-

òîðàì äâóìÿ ñïîñîáàìè:

~x = α1~e1 + α2~e2 + . . .+ αn~en;
~x = α′

1~e1 + α′
2~e2 + . . .+ α′

n~en;
~0 = (α′

1 − α1)~e1 + (α′
2 − α2)~e2 + . . .+ (α′

n − αn)~en.

Âåêòîðû ~e1, . . ., ~en ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà

α′
k − αk = 0,
α′
k = αk.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ñîñòîèò èç îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà n âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.1.6. ×èñëî âåêòîðîâ ëþáîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ è îáîçíà÷à-

åòñÿ dimV .

Ï ð è ì å ð 3.1.2. 1. Âûøå ìû äîêàçàëè, ÷òî âåêòîðû ~e1, . . . , ~em îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rm, òàêèì
îáðàçîì, dimRm = m.

2. Íóëåâîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî {0} íå ñîäåðæèò ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü

ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëàãàþò ðàâíîé íóëþ: dim{0} = 0. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íå èìååò áàçèñà.

3. Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû A~x = ~0 (çäåñü ìàòðèöà A èìååò ðàçìåð n × n, ~x ∈
Rn) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ~x = C1~e1 + C2~e2 + · · · + Cn−r~en−r, ãäå r = rgA, a ~e1, ~e2, . . . , ~en−r �
�óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî,

VA = {~x : A~x = ~0} = Lin(~e1, ~e2, . . . , ~en−r),

ò.å. áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà VA ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñëóæèò åå �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøå-

íèé, à ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà dimVA = n− r, ãäå n � êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ, à r � ðàíã ìàòðèöû
ñèñòåìû.

4. Â ïðîñòðàíñòâå M2×3 ìàòðèö ðàçìåðîâ 2× 3 ìîæíî âûáðàòü 6 ìàòðèö:

e1 =

(
1 0 0
0 0 0

)

, e2 =

(
0 1 0
0 0 0

)

, e3 =

(
0 0 1
0 0 0

)

,

e4 =

(
0 0 0
1 0 0

)

, e5 =

(
0 0 0
0 1 0

)

, e6 =

(
0 0 0
0 0 1

)

,

êîòîðûå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 + λ4e4 + λ5e5 + λ6e6 =

(
λ1 λ2 λ3
λ4 λ5 λ6

)

(3.1.1)

ðàâíà íóëåâîé ìàòðèöå òîëüêî â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = λ5 = λ6 = 0. Ïåðåïèñàâ
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî (3.1.1) ñïðàâà íàëåâî, çàêëþ÷àåì, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà èç M2×3 ëèíåéíûì îáðàçîì

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âûáðàííûå 6 ìàòðèö, ò.å. M2×3 = Lin(e1, e2, . . . , e6). Ñëåäîâàòåëüíî, dimM2×3 = 6, à
ìàòðèöû e1, e2, . . . , e6 ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì (ñòàíäàðòíûì) ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî dimMm×n = m · n.
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5. Ïóñòü n ∈ N â ïðîñòðàíñòâå Pn(C) � ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè, ñòåïåíè íå âûøå

÷åì n, ìîæíî íàéòè n + 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåíû ~e1 = 1, ~e2 = z,
~e3 = z2, . . . , ~en+1 = zn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

λ1~e1 + λ2~e2 + · · ·+ λn+1~en+1 = λ1 + λ2z + · · ·+ λn+1z
n

ðàâíà íóëåâîìó ìíîãî÷ëåíó ≡ 0 òîëüêî â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå λ1 = λ2 = · · · = λn+1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
dimPn(C) = n+ 1.

Àíàëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî Pn(R) � ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè, ñòåïåíè íå âûøå

÷åì n � êîíå÷íîìåðíîå, ñ áàçèñîì ~e1 = 1, ~e2 = x, ~e3 = x2, . . . , ~en+1 = xn. �àçìåðíîñòü dimPn(R) = n+1.

6. Â ïðîñòðàíñòâå P(C)� ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíû e1 = 1, e2 = z, e3 = z2,
. . . , en+1 = zn ëèíåéíî íåçàâèñèìû äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n (ñì. ïðåäûäóùèé ïðèìåð). Ñëåäîâà-

òåëüíî ïðîñòðàíñòâî P(C) � áåñêîíå÷íîìåðíîå.

Àíàëîãè÷íî äåëàåì âûâîä î áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà P(R) ìíîãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëü-
íûìè êîý��èöèåíòàìè.

7. Ïðîñòðàíñòâî C(R) íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî íà-

òóðàëüíîãî n ìíîãî÷ëåíû 1, x, x2, . . . , xn, ðàññìàòðèâàåìûå êàê íåïðåðûâíûå �óíêöèè, îáðàçóþò

ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñèñòåìû (ñì. ïðåäûäóùèé ïðèìåð).

Óêàæåì ñâÿçü ðàññìàòðèâàåìûõ ïîíÿòèé ñ ñèñòåìàìè óðàâíåíèé. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ x1~a1+ · · ·+xn~an

âåêòîðîâ ~a1 =






a11
.

.

.

am1




 , . . . , ~an =






a1n
.

.

.

amn




 , ðàâíà âåêòîðó ñ êîîðäèíàòàìè





a11x1 + · · ·+ a1nxn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + · · ·+ amnxn



 .

Ïîýòîìó ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ ~a1, . . . , ~an ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî ñèñòåìà







a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = 0

èìååò ðåøåíèå x1, . . . , xn òàêîå, ÷òî íå âñå ÷èñëà x1, . . . , xn ðàâíû 0. Çàäà÷à î òîì, âîçìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü

âåêòîð

~b â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ~a1, . . . ,~an àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû

óðàâíåíèé







a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm.

Òåîðåìà 3.1.12. Åñëè ~e1, ~e2, . . ., ~en � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

V , è êàæäûé âåêòîð ~x ∈ V ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ~e1, ~e2, . . ., ~en, òî ýòè âåêòîðà îáðàçóþò áàçèñ â V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîðà ~e1, ~e2, . . ., ~en, ïî óñëîâèþ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî â ïðî-

ñòðàíñòâå V íåò áîëüøå ÷åì n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûå m > n âåêòîðîâ èç V :
~a1, ~a2, . . ., ~am. Ïî óñëîâèþ, êàæäûé èç íèõ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ~e1, ~e2, . . ., ~en:

~a1 = α11~e1 + α21~e2 + . . .+ αn1~en,
~a2 = α12~e1 + α22~e2 + . . .+ αn2~en,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~am = α1m~e1 + α2m~e2 + . . .+ αnm~en.

Åñëè ðàññìîòðåòü ìàòðèöó







α11 α12 . . . α1m

α21 α22 . . . α2m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnm
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Èç òîãî, ÷òî ÷èñëî ñòðîê ðàâíî n âûòåêàåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû íå áîëåå ÷åì n, à ñëåäîâàòåëüíî è íå áîëåå

÷åì n ëèíåéíî íåçàâèñìûõ ñòîëáöîâ. Íî, ïîñêîëüêó m > n, òî âåêòîðà ~a1, ~a2, . . ., ~am ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ñëåäîâàòåëüíî ïðîñòðàíñòâî V n -ìåðíî, è ~e1, ~e2, . . ., ~en � åãî áàçèñ.

Òåîðåìà 3.1.13 (Î äîïîëíåíèè ñèñòåìû âåêòîðîâ äî áàçèñà). Âñÿêóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó k
âåêòîðîâ n -ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V (1 6 k < n) ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~e1, ~e2, . . ., ~ek � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ n -ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà V (1 6 k < n). �àññìîòðèì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ýòèõ âåêòîðîâ: Lk = Lin(~e1, ~e2, . . . , ~ek).
Åñëè áû âñå âåêòîðà v ∈ V âûðàæàëèñü ëèíåéíî ÷åðåç âåêòîðà Lk, òî òîãäà ~e1, ~e2, . . ., ~ek áûë áû áàçèñ â V ,

à ñëåäîâàòåëüíî dimV = k, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò âåêòîð ~ek+1 ∈ V , êîòîðûé
íå ïðèíàäëåæèò Lk. Äîïîëíÿÿ ýòèì âåêòîðîì ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ~e1, ~e2, . . ., ~ek, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

âåêòîðîâ ~e1, ~e2, . . ., ~ek, ~ek+1, êîòîðàÿ òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû îíà îêàçàëàñü

ëèíåéíî çàâèñèìîé, òî ñëåäîâàëî áû, ÷òî ~ek+1 ∈ Lk = Lin(~e1, ~e2, . . . , ~ek), à ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó âåêòîðà
~ek+1.

Èòàê, ñèñòåìà âåêòîðîâ ~e1, ~e2, . . ., ~ek, ~ek+1 ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ. Çíà÷èò, ïåðâîíà÷àëüíóþ ñèñòåìó âåêòî-

ðîâ óäàëîñü äîïîëíèòü îäíèì âåêòîðîì áåç íàðóøåíèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Ïðîäîëæàåì àíàëîãè÷íî.

Ïðîöåññ äîïîëíåíèÿ îáÿçàòåëüíî çàêîí÷èòñÿ, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåðíîå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-

÷èì ñîñèòåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ~e1, . . ., ~ek, . . ., ~en, ÷åðåç êîòîðóþ óæå áóäóò ëèíåéíî âûðàæàòüñÿ

âñå îñòàëüíûå âåêòîðà èç V . Èç òåîðåìû 3.1.12 âûòåêàåò, ÷òî ~e1, . . ., ~ek, . . ., ~en îáðàçóþò áàçèñ.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî V = Ln = Lin(~e1, . . . , ~ek, . . . , ~en), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ~e1, . . ., ~ek, . . .,
~en � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V .

3.1.2 Ïåðåõîä ê íîâîìó áàçèñó

Ïóñòü âåêòîð ~x èìååò â áàçèñå ~e1, . . . , ~en êîîðäèíàòû ~xe = (x1, . . . , xn), à â áàçèñå

~f1, . . . , ~fn � êîîðäèíàòû

~xf = (x′1, . . . , x
′
n). Âûÿñíèì, êàê ñâÿçàíû ýòè êîîðäèíàòû. Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ñ÷èòàåì, ÷òî n = 3

~xe = x1~e1 + x2~e2 + x3~e3,

~xf = x′1 ~f1 + x′2 ~f2 + x′3 ~f3.

Ïóñòü

~f1 = c11~e1 + c21~e2 + c31~e3,

~f2 = c12~e1 + c22~e2 + c32~e3,

~f3 = c13~e1 + c23~e2 + c33~e3.

Òîãäà

~x = x′1(c11~e1 + c21~e2 + c31~e3) + x′2(c12~e1 + c22~e2 + c32~e3) + x′3(c13~e1 + c23~e2 + c33~e3) =

(x′1c11 + x′2c12 + x′3c13)~e1 + (x′1c21 + x′2c22 + x′3c23)~e2 + (x′1c31 + x′2c32 + x′3c33)~e3.

Ñðàâíèâàÿ ðàâåíñòâà äëÿ ~x, ïîëó÷èì

x1 = c11x
′
1 + c12x

′
2 + c13x

′
3,

x2 = c21x
′
1 + c22x

′
2 + c23x

′
3,

x3 = c31x
′
1 + c32x

′
2 + c33x

′
3,

èëè 



x1
x2
x3



 = Ce→f





x′1
x′2
x′3



 .

Åñëè Ce→f � íåâûðîæäåííàÿ, òî ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå





x′1
x′2
x′3



 = C−1
e→f





x1
x2
x3



 = Cf→e





x1
x2
x3



 .
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�àçóìååòñÿ, â ñëó÷àå n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà




x1
. . .
xn



 = Ce→f





x′1
. . .
x′n



 ,





x′1
. . .
x′n



 = C−1
e→f





x1
. . .
xn



 = Cf→e





x1
. . .
xn



 .

Ï ð è ì å ð 3.1.3. Â ïðîñòðàíñòâå V2 çàäàí áàçèñ e = {~e1, ~e2}. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðà

~f1 = −5~e1 − ~e2,
~f2 = −~e1 + 3~e2 òàêæå îáðàçóþò áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~a = −6~e1 + 2~e2,
~b = 2~e1 − 6~e2 â áàçèñå f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó f èìååò âèä

C = Ce→f =

(
−5 −1
−1 3

)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà f ê áàçèñó e èìååò âèä

Cf→e = C −1
e→f = − 1

16

(
3 1
1 −5

)

.

Îòêóäà

~af = Cf→e~ae = − 1

16

(
3 1
1 −5

)(
−6
2

)

= − 1

16

(
−16
−16

)

=

(
1
1

)

,

~bf = Cf→e
~be = − 1

16

(
3 1
1 −5

)(
2
−6

)

= − 1

16

(
0
32

)

=

(
0
−2

)

.

Ñäåëàåì ïðîâåðêó (îíà íå îáÿçàòåëüíà)

~a = 1 · ~f1 + 1 · ~f2 = (−5~e1 − ~e2) + (−~e1 + 3~e2) = −6~e1 + 2~e2,

~b = 0 · ~f1 − 2 · ~f2 = −2 · (−~e1 + 3~e2) = 2~e1 − 6~e2.

Ï ð è ì å ð 3.1.4. Äëÿ âåêòîðà ~x = 6~e1 + ~e2 + 3~e3 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V3, çàäàííîãî â áàçèñå e =
{~e1, ~e2, ~e3}, íàéäèòå âåêòîð åãî êîîðäèíàòû â áàçèñå f = {~f1, ~f2, ~f3}, åñëè

~f1 = ~e1 + ~e2 + ~e3, ~f2 = 2~e1 − ~e2 + ~e3, ~f3 = ~e1 + ~e3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó f èìååò âèä

C = Ce→f =





1 2 1
1 −1 0
1 1 1



 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà f ê áàçèñó e èìååò âèä

Cf→e = C −1
e→f =

1

−1
·





−1 −1 1
−1 0 1
2 1 −3



 =





1 1 −1
1 0 −1
−2 −1 3



 .

Îòêóäà

~xf = Cf→e~xe =





1 1 −1
1 0 −1
−2 −1 3









6
1
3



 =





4
3
−4



 .

Ñäåëàåì ïðîâåðêó (îíà íå îáÿçàòåëüíà)

~xf = 4 · ~f1 + 3 · ~f2 − 4 · ~f3 = 6~e1 + ~e2 + 3~e3.
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~x ïðè ïåðåõîäå îò áàçèñà ~e1, ~e2,. . .~ed ê áàçèñó

~f1, ~f2,. . . ~fd?

Óïðàæíåíèÿ ê 3.1

Óïðàæíåíèå 3.1.1. Â ïðîñòðàíñòâå V2 çàäàí áàçèñ e = {~e1, ~e2}. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðà ~f1 = 3~e1+2~e2, ~f2 = 7~e1+5~e2
òàêæå îáðàçóþò áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~a = ~e1 + 3~e2, ~b = −5~e1 − 4~e2 â áàçèñå

f .

Óïðàæíåíèå 3.1.2. Â ïðîñòðàíñòâå V2 çàäàí áàçèñ e = {~e1, ~e2}. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðà

~f1 = −3~e1 − 2~e2, ~f2 =

5~e1 + 3~e2 òàêæå îáðàçóþò áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~a = 5~e1 + 4~e2, ~b = ~e1 + 3~e2 â
áàçèñå f .

Óïðàæíåíèå 3.1.3. Äëÿ âåêòîðîâ ~a = 3~e1 − ~e2 + 4~e3, ~b = 2~e1 + 3~e3 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V3, çàäàííûõ â áàçèñå

e = {~e1, ~e2, ~e3}, íàéäèòå êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ â áàçèñå f = {~f1, ~f2, ~f3}, åñëè
~f1 = ~e1 + ~e2 + ~e3, ~f2 = 2~e1 − ~e2 + ~e3, ~f3 = ~e1 + ~e3.

Óïðàæíåíèå 3.1.4. Äëÿ âåêòîðîâ ~a = 2~e1+6~e2+4~e3, ~b = −4~e2+2~e3 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V3, çàäàííûõ â áàçèñå

e = {~e1, ~e2, ~e3}, íàéäèòå êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ â áàçèñå f = {~f1, ~f2, ~f3}, åñëè
~f1 = ~e1 − ~e2 − ~e3, ~f2 = 2~e1 − ~e2, ~f3 = ~e1 − ~e3.

Óïðàæíåíèå 3.1.5. Äëÿ âåêòîðà ~a = ~e1+~e3 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V3, çàäàííîãî â áàçèñå e = {~e1, ~e2, ~e3}, íàéäèòå
êîîðäèíàòû ýòîãî âåêòîðà â áàçèñå f = {~f1, ~f2, ~f3}, åñëè

~f1 = 4~e1 + ~e2 + 5~e3, ~f2 = 19~e1 + 5~e2 + 24~e3, ~f3 = ~e1 + 3~e2 + 5~e3.

Óïðàæíåíèå 3.1.6. Äëÿ âåêòîðîâ ~a = ~e1 + 2~e2 + ~e3, ~b = −~e1 − 2~e2 + ~e3 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V3, çàäàííûõ â

áàçèñå e = {~e1, ~e2, ~e3}, íàéäèòå êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ â áàçèñå f = {~f1, ~f2, ~f3}, åñëè
~f1 = 5~e1 + 7~e2 + 2~e3, ~f2 = 3~e1 + 4~e2 + ~e3, ~f3 = −2~e1 + 3~e2 + 6~e3.

Óïðàæíåíèå 3.1.7. Äëÿ âåêòîðîâ ~a = −2~e1−2~e2, ~b = 3~e1−2~e2+9~e3 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V3, çàäàííûõ â áàçèñå

e = {~e1, ~e2, ~e3}, íàéäèòå êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ â áàçèñå f = {~f1, ~f2, ~f3}, åñëè
~f1 = 2~e1 + ~e2 + 3~e3, ~f2 = 7~e1 + 4~e2 + 10~e3, ~f3 = 2~e1 − 3~e2 + 8~e3.

Îòâåòû: 3.1.1 ~a = −16~f1 + 7~f2, ~b = 3~f1 − 2~f2. 3.1.2 ~a = −5~f1 − 2~f2, ~b = −12~f1 − 7~f2. 3.1.3 ~a = −2~f1 − ~f2 + 7~f3,
~b = −~f1 − ~f2 +5~f3. 3.1.4 ~a = −9~f1 + 3~f2 + 5~f3, ~b = 3~f1 + ~f2 − 5~f3. 3.1.5 ~a = 5~f1 − ~f2, çäåñü |C| = 1. 3.1.6 ~a = 2~f1 − 3~f2,
~b = −36~f1 + 61~f2 + 2~f3, çäåñü |C| = −1. 3.1.7 ~a = −52~f1 + 14~f2 + 2~f3, ~b = −3~f1 + ~f2 + ~f3, çäåñü |C| = 1.

3.2 Ïîäïðîñòðàíñòâà

3.2.1 Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ñïîñîáû çàäàíèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Ïîäïðîñòðàíñòâîì L âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , ðàçìåðíîñòè n, íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî âåêòîðîâ èç V , îáðàçóþùèõ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèÿì, êîòîðûå îïðåäåëåíû â

V .
Äðóãèìè ñëîâàìè, L íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà V , åñëè

• èç x, y ∈ L ñëåäóåò, ÷òî x+ y ∈ L;

• è åñëè x ∈ L, òî λx ∈ L, ãäå λ � ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ïîäïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ò.å. ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàí-

ñòâà V , ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåííîãî íóëåâîãî ýëåìåíòà. Ïîäïðîñòðàíñòâîì ìîæåò ñëóæèòü è âñå ïðîñòðàíñòâî

V . Ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè.

Ïîäïðîñòðàíñòâî L ïðîñòðàíñòâà V , ðàçìåðíîñòè dimV = n, êîíå÷íîìåðíî è åãî ðàçìåðíîñòü íå ïðåâîñ-
õîäèò n: dimL 6 dimV .

Ï ð è ì å ð 3.2.1. Â ïðîñòðàíñòâå R3
êàæäàÿ ïëîñêîñòü (íàïðèìåð, ñì. ðèñ. 3.1 è ïëîñêîñòè L1, L2) è

êàæäàÿ ïðÿìàÿ (íàïðèìåð, ñì. ðèñ. 3.1 è ïðÿìûå L3, L4, L5), ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, îïðåäåëÿþò

ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
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O
L1

L2

L3

L4L5

�èñ. 3.1: Ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ñïîñîáû çàäàíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Ñíà÷àëà äàäèì îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé L(~x1, . . . , ~xn) âåêòîðîâ ~x1, . . . , ~xn ïðèíàäëåæàùèõ ëèíåéíîìó

ïðîñòðàíñòâó V , íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýòèõ âåêòîðîâ:

~a = λ1~x1 + · · ·+ λn~xn,

ãäå λ1, . . . , λn ∈ R. Òàêèì îáðàçîì

L(~x1, . . . , ~xn) =
{ n∑

k=1

λk~xk | ~xk ∈ V, λk ∈ R, k = 1, 2, . . . , n
}

.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ëèíåéíîé îáîëî÷êè:

• Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñîäåðæèò ñàìî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ~x1, . . . , ~xn.

• Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V .

Êàæäîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ ñâîåãî áàçèñà. Ïîýòîìó ÷àñòî â öåëÿõ

ýêîíîìèè ìåñòà, ðàçûñêèâàÿ áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷èâàþòñÿ ïåðå÷èñëåíèåì âåêòîðîâ áàçèñà, íå

çàïèñûâàÿ êîíå÷íûì ðåçóëüòàòîì èõ ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ.

Ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî çàäàåòñÿ äâóìÿ âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè: íàáîðîì âåêòîðîâ èëè ñè-

ñòåìàìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

1-é ñïîñîá. Íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ (áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà) çàäà¼òñÿ ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé

îáîëî÷êè ñèñòåìû âåêòîðîâ. Íàïðèìåð, ïëîñêîñòü z = 0 â R3
ìîæíî çàäàòü â âèäå ëèíåéíîé îáîëî÷êè

L(~e1, ~e2) =
{

λ1~e1 + λ2~e2 | ~e1 = (1, 0, 0), ~e1 = (0, 1, 0), λk ∈ R, k = 1, 2
}

.

2-é ñïîñîá. Äðóãîé ñïîñîá çàäàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà � â âèäå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

�àññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n ïåðåìåííûìè







a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = 0.

èìåþùóþ íåíóëåâûå ðåøåíèÿ. Ïóñòü ðàíã ñèñòåìû ðàâåí r. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàíã äîñòèãàåòñÿ íà

ìèíîðå, ðàñïîëîæåííîì â âåðõíåì ëåâîì óãëå ìàòðèöû, ò.å. (ai,j)
r
i,j=1. Òîãäà ñèñòåìà îáëàäàåò �óíäà-

ìåíòàëüíûì íàáîðîì ðåøåíèé

~e1 =
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.
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êîòîðûå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ýòè íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ñîâîêóïíîñòÿìè èç n ÷èñåë, ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü êàê n-ìåðíûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû. Ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè �óíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà ðåøåíèé. Åñëè âçÿòü âåêòîðû ~e1, ~e2, . . . , ~en−r
â êà÷åñòâå áàçèñà íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, òî âñå ìíîæåñòâî ðåøåíèé îä-

íîðîäíîé ñèñòåìû è áóäåò ýòèì âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, íàçûâàåìûì ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû. �àçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà ÷èñëó íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, ò.å. n− r.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàê íàáîðîì âåêòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ

áàçèñ âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, òàê è ïîñðåäñòâîì çàäàíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

�óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé êîòîðîé åñòü áàçèñ ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïîêàæåì íà

ïðèìåðàõ êàê îñóùåñòâèòü ïåðåõîä îò çàäàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà â âèäå íàáîðà âåêòîðîâ ê çàäàíèþ ïîäïðî-

ñòðàíñòâà â âèäå îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé è îáðàòíî.

Ï ð è ì å ð 3.2.2. Ìíîæåñòâî L ⊂ R4
çàäàíî îäíîðîäíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé







−x1 + x3 + 2x4 = 0,

x1 − x2 − 3x3 = 0,

−x2 − 2x3 + 2x4 = 0.

Äîêàçàòü, ÷òî L � ïîäïðîñòðàíñòâî. Íàéòè íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, çàäàþùèé ëèíåéíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî L, ò.å. áàçèñ â L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ äàííîé ñèñòåìå





−1 0 1 2
1 −1 −3 0
0 −1 −2 2





~a1
~a2 + ~a1
~a3

∼





−1 0 1 2
0 −1 −2 2
0 −1 −2 2





−~a1
−~a2
~a3 − ~a2

∼
(

1 0 −1 −2
0 1 2 −2

)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã èñõîäíîé ñèñòåìû ðàâåí 2. Ïîýòîìó ìîãóò áûòü íàéäåíû äâå ïåðåìåííûå, íàïðèìåð x1,
x2, êîòîðûå íàçîâ¼ì áàçèñíûìè. Ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè ñòàíóò x3, x4.

{

x1 = x3 + 2x4,

x2 = −2x3 + 2x4.

Çàïèøåì ðåøåíèå â ðàçâåðíóòîé ìàòðè÷íîé �îðìå







x1
x2
x3
x4







= x3







1
−2
1
0







+ x4







2
2
0
1






,

ãäå x3, x4 ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ëþáîé âåêòîð ~x, êîîðäèíàòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïå-

ðåìåííûìè â îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëåí êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ÔÍ� (�óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé) îäíîðîäíîé ñèñòå-

ìû. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ~x ñîñòàâëÿåò ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì

~e1 = (1, −2, 1, 0)T è ~e2 = (2, 2, 0, 1)T . Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâî

L = L(~e1, . . . , ~e2) =
{

λ1~e1 + λ2~e2 | ~ek ∈ L, λk ∈ R, k = 1, 2
}

,

ãäå ~e1 = (−1, −2, 1, 0)T , ~e2 = (−2, 2, 0, 1)T .

Ï ð è ì å ð 3.2.3. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L çàäàíî íàáîðîì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ~e1 =
(1, 2, 1, 0)T , ~e2 = (−2, 2, 0, 1)T , ò.å. â âèäå

L = L(~e1, ~e2) =
{

λ1~e1 + λ2~e2 | ~ek ∈ L, λk ∈ R, k = 1, 2
}

,

Íàéòè îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ïîäïðîñòðàíñòâî L.
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Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì äâà ñïîñîáà

1-é ñïîñîá. Çàïèøåì ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ~x ïî áàçèñíûì âåêòîðàì ~e1 = (1, 2, 1, 0)T , ~e2 =
(−2, 2, 0, 1)T :







x1
x2
x3
x4







= x3







1
2
1
0







+ x4







−2
2
0
1






.

Òîãäà ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä:







x1 = x3 − 2x4,

x2 = 2x3 + 2x4,

x3 = x3,

x4 = x4.

⇐⇒
{

x1 − x3 + 2x4 = 0,

x2 − 2x3 − 2x4 = 0.

2-é ñïîñîá. Äàííûé ñïîñîá îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû Êðîíåêåðà�Êàïåëëè. Ñîñòàâèì ðàñøèðåí-

íóþ ìàòðèöó èç êîý��èöèåíòîâ è ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ è ïðåîáðàçóåì åå, ïðèìåíÿÿ ìåòîä �àóññà







1 −2 x1
2 2 x2
1 0 x3
0 1 x4







∼







0 0 x1 − x3 + 2x4
0 0 x2 − 2x3 − 2x4
1 0 x3
0 1 x4






.

Ñèñòåìà äîëæíà èìåòü ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó âåêòîð ~x ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó L. �àíãè ìàòðèöû
êîý��èöèåíòîâ è ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà-Êàïåëëè äîëæíû áûòü ðàâíû.

Ýòî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèé:

{

x1 − x3 + 2x4 = 0,

x2 − 2x3 − 2x4 = 0.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé çàäàåò òðåáóåìîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

3.2.2 Ïåðåñå÷åíèå è ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 3.2.3. Ïóñòü L è M � äâà ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà V .

• Cóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ L+M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x+y, ãäå x ∈ L è y ∈M . Î÷åâèäíî, ÷òî

ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ èç L +M ïðèíàäëåæèò L +M , ñëåäîâàòåëüíî L +M ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà V (ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ïðîñòðàíñòâîì V ).

• Ïåðåñå÷åíèåì L∩M ïîäïðîñòðàíñòâ L è M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîâðå-

ìåííî ïîäïðîñòðàíñòâàì L è M (ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç íóëåâîãî âåêòîðà).

Òåîðåìà 3.2.14 (�îðìóëà �ðîññìàíà). Ñóììà ðàçìåðíîñòåé ïðîèçâîëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L è M êî-

íå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V ðàâíà ðàçìåðíîñòè ñóììû ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ è ðàçìåðíîñòè

ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

dimL+ dimM = dim(L +M) + dim(L ∩M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L è M � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ,
L ∩M � èõ ïåðåñå÷åíèå, L+M � èõ ñóììà. Îáîçíà÷èì:

dim(L ∩M) = r, dimL = s, dimM = t, dim(L +M) = m.

Òàê êàê î÷åâèäíû âêëþ÷åíèÿ: L ∩M ⊆ L ⊆ L+M , L ∩M ⊆M ⊆ L+M , òî r 6 s 6 m è r 6 t 6 m.
Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà: m = s+ t− r.
Ïóñòü e1, e2, . . . , er � áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ L ∩M .
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• Òàê êàê (L∩M) ⊆ L, òî åãî áàçèñ ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà L. Ïóñòü e1, e2, . . . , er, f1,
. . . , fs−r � áàçèñ L.

• Àíàëîãè÷íî èç (L ∩M) ⊆ M , òî åãî áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà L ∩M ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà ïðî-

ñòðàíñòâà M . Ïóñòü e1, e2, . . . , er, g1, . . . , gt−r � áàçèñ M .

Äîêàæåì, ÷òî âåêòîðà

~e1, ~e2, . . . , ~er, ~f1, . . . , ~fs−r, ~g1, . . . , ~gt−r (3.2.2)

îáðàçóþò áàçèñ â L+M , îòêóäà è áóäåò ñëåäîâàòü ðàâåíñòâî m = s+ t− r, ò.å. òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà.

âåêòîðà (3.2.2) ïîðîæäàþùèå ïîäïðîñòðàíñòâî L+M Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x + y � ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð ïîäïðîñòðàíñòâà L + M . �àçëîæèì âåêòîðû x è y ïî áàçèñàì âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L
è M :

~x = x1~e1 + · · ·+ xr~er + x′1 ~f1 + · · ·+ x′s−r ~fs−r,

~y = y1~e1 + · · ·+ yr~er + y′1~g1 + · · ·+ y′t−r~gt−r.

Îòêóäà

~x+ ~y = (x1 + y1)~e1 + · · ·+ (xr + yr)~er + x′1 ~f1 + · · ·+ x′s−r ~fs−r + y′1~g1 + · · ·+ y′t−r~gt−r.

Òàêèì îáðàçîì ëþáîé âåêòîð èç L+M ïðåäñòàâèì ÷åðåç âåêòîðà ñèñòåìû (3.2.2). Ò.å. ñèñòåìà âåêòîðîâ

(3.2.2) ïîðîæäàåò âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L+M .

ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ (3.2.2) Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (3.2.2) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçà-

âèñèìîé. Ïóñòü

α1~e1 + α2~e2 + · · ·+ αr~er + β1 ~f1 + · · ·+ βs−r ~fs−r + γ1~g1 + · · ·+ γt−r~gt−r = ~0. (3.2.3)

Îïðåäåëèì âåêòîð

~h = α1~e1 + α2~e2 + · · ·+ αr~er + β1 ~f1 + · · ·+ βs−r ~fs−r.

Òîãäà

~h ∈ L è

~h = −(γ1~g1 + · · ·+ γt−r~gt−r) ∈M . Ñëåäîâàòåëüíî âåêòîð

~h ∈ L∩M ìîæíî ðàçëîæèòü ïî

áàçèñó ïåðåñå÷åíèÿ:

~h = δ1~e1 + δ2~e2 + · · ·+ δr~er.

Îòñþäà, ââèäó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà

~h ïî áàçèñó ïîäïðîñòðàíñòâà L:

αk = δk, k = 1, . . . , r, β1 = · · · = βs−r = 0.

Ïîñëåäíèè ðàâåíñòâà âëåêóò çà ñîáîé

α1~e1 + α2~e2 + · · ·+ αr~er + γ1~g1 + · · ·+ γt−r~gt−r = ~0,

íî ââèäó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ~e1, . . . , ~er, ~g1, . . . , ~gt−r (êàê áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà M),

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

α1 = · · · = αr = γ1 = · · · = γt−r = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî ðàâåíñòâî (3.2.3) âëå÷¼ò çà ñîáîé ðàâåíñòâî íóëþ âñåõ êîíñòàíò è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿ-

åòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.

Ï ð è ì å ð 3.2.4. Ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà L èM çàäàíû â âèäå ñèñòåì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé:

L :







x1 + x2 + x4 = 0,

x1 − x3 + x4 = 0,

x2 + x3 = 0

;M :







x1 + 2x2 − x4 = 0,

2x1 + 5x2 + x3 − 2x4 = 0,

x1 + 3x2 + x3 − x4 = 0

.

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâ L, M , L+M , L ∩M .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó, ãäå äî ÷åðòû áóäåì ðàñïîëàãàòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû,

çàäàþùåé ïîäïðîñòðàíñòâî L, à ïîñëå ÷åðòû áóäåì ðàñïîëàãàòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû, çàäàþùåé ïîäïðî-

ñòðàíñòâîM . Ýëåìåíòàðíûå äåéñòâèÿ áóäåì âûïîëíÿòü òîëüêî íàä ñòðîêàìè, ïðè÷¼ì ýëåìåíòàðíûå äåéñòâèÿ

òîëüêî òåõ ñòðîê, ÷òî íàõîäÿòñÿ òîëüêî íàä ÷åðòîé è îòäåëüíî ñî ñòðîêàìè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïîñëå ÷åðòû:











1 1 0 1
1 0 −1 1
0 1 1 0
1 2 0 −1
2 5 1 −2
1 3 1 −1











~a1
~a2 − ~a1
~a3
~b1
~b2 − 2~b1
~b3 −~b1

∼











1 1 0 1
0 −1 −1 0
0 1 1 0
1 2 0 −1
0 1 1 0
0 1 1 0











∼







1 1 0 1
0 1 1 0
1 2 0 −1
0 1 1 0







Îòêóäà ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî dimL = dimM = 2. Òåïåðü äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïèñàòü áàçèñ â

ïðîñòðàíñòâàõ L è M âåðí¼ìñÿ ê ïðåîáðàçîâàííûì ñèñòåìàì.

ðàçìåðíîñòü è áàçèñ â L. Ñíà÷àëà íàéä¼ì áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà L
{

x1 + x2 + x4 = 0,

x2 + x3 = 0.
⇐⇒

{

x1 = −x2 − x4,

x2 = −x3.
⇐⇒

{

x1 = x3 − x4,

x2 = −x3.

Òàêèì îáðàçîì âûáèðàÿ ïî î÷åðåäè íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå x3 è x4 ðàâíûå çíà÷åíèÿì 1 è 0, ïîëó÷àåì
áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå L.

x1 x2 x3 x4
~e1 1 −1 1 0

~e2 −1 0 0 1

ðàçìåðíîñòü è áàçèñ â M . Òåïåðü íàéä¼ì áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà M
{

x1 + 2x2 − x4 = 0,

x2 + x3 = 0.
⇐⇒

{

x1 = 2x3 + x4,

x2 = −x3.

Áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå M

x1 x2 x3 x4
~f1 2 −1 1 0

~f2 1 0 0 1

ðàçìåðíîñòü è áàçèñ â L ∩M . �àçáåð¼ìñÿ ñ ïåðåñå÷åíèåì ïîäïðîñòðàíñòâ. Åñëè âåêòîð ~x ïðèíàäëåæèò

ïîäïðîñòðàíñòâàì L è M , òî îí ïðèíàäëåæèò èõ ïåðåñå÷åíèþ, ò.å. óäîâëåòâîðÿåì ñèñòåìå çàäàþùåé

êàê ïîäïðîñòðàíñòâî L, òàê è ïîäïðîñòðàíñòâî M :







1 1 0 1
0 1 1 0
1 2 0 −1
0 1 1 0







~a1
~a2
~b1 − ~a1
~b2 − ~a2

∼





1 1 0 1
0 1 1 0
0 1 0 2





~a1 −~b1
~b1
~a2 −~b1

∼





1 0 0 −1
0 1 0 2
0 0 1 −2





Îòêóäà, íàõîäèì, ÷òî â ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ áóäåò îäíîìåðíî è ïîäïðîñòðàíñòâî çàäà¼òñÿ â

âèäå ëèíåéíîé îáîëî÷êè L ∩M = L(~c), ãäå ~c = (1,−2, 2, 1)T .

ðàçìåðíîñòü è áàçèñ â L+M . Èç �îðìóëû �ðàññìàíà ìû çíàåì, ÷òî dim(L + M) = dimL + dimM −
dim(L ∩M) = 3. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî, äåéñòâèòåëüíî, âåêòîðà ~e1, ~e2, ~f1, ~f2 ëèíåéíî çàâèñèìû, à, íà-

ïðèìåð, âåêòîðà ~e1, ~e2, ~f1 � ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî âåêòîðà ~e1, ~e2, ~f1 îáðàçóþò áàçèñ â
îáúåäèíåíèè L+M .
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Îòâåò: ðàçìåðíîñòè dimL = dimM = 2, dim(L ∩M) = 1, dim(L +M) = 3. Áàçèñ â L îáðàçóþò âåêòîðà

~e1 = (1,−1, 1, 0)T , ~e2 = (−1, 0, 0, 1)T ; áàçèñ â M îáðàçóþò âåêòîðà

~f1 = (2,−1, 1, 0)T , ~f2 = (1, 0, 0, 1)T ; áàçèñ â
L ∩M îáðàçóåò âåêòîð ~c = (1,−2, 2, 1)T ; áàçèñ â L+M îáðàçóþò âåêòîðà ~e1 = (2,−1, 1, 0)T , ~e2 = (1, 0, 0, 1)T ,
~f1 = (2,−1, 1, 0)T .

Ï ð è ì å ð 3.2.5. Ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà L è M çàäàíû ñâîèìè áàçèñàìè:

L = L((1, 0, 1), (1, 1, 1)), M = L((1,−1,−1), (0, 0, 1)).

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâ L+M , L∩M . Óáåäèòåñü â ñïðàâåäëèâîñòè �îðìóëû �ðîññìàíà

äëÿ ýòîãî ïðèìåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó, ãäå äî ÷åðòû áóäåì ðàñïîëàãàòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû,

çàäàþùåé ïîäïðîñòðàíñòâî L, à ïîñëå ÷åðòû áóäåì ðàñïîëàãàòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû, çàäàþùåé ïîäïðî-

ñòðàíñòâî M .

ðàçìåðíîñòü è áàçèñ â L+M . Ïðîâåä¼ì ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþùèå ñòðîêè ìåñòàìè:







1 0 1
1 1 1
1 −1 −1
0 0 1







~a1
~a2 − ~a1
~b1 − ~a1
~b2

∼







1 0 1
0 1 0
0 −1 −2
0 0 1







~a1 −~b2
~a2
~b1 + ~a2 + 2~b2
~b2

∼







1 0 1
0 1 0
0 0 0
0 0 1







Îòêóäà ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ðàíã ñèñòåìû ðàâåí 3 è áàçèñíûìè âåêòîðàìè â ïîäïðî-

ñòðàíñòâå L+M áóäóò, íàïðèìåð, ~e1 = (1, 0, 1)T , ~e2 = (1, 1, 1)T , ~f1 = (0, 0, 1)T .

ðàçìåðíîñòü è áàçèñ â L ∩M . �àçáåð¼ìñÿ ñ ïåðåñå÷åíèåì ïîäïðîñòðàíñòâ. Åñëè âåêòîð ~x ïðèíàäëåæèò

ïîäïðîñòðàíñòâàì L è M , òî îí ïðèíàäëåæèò èõ ïåðåñå÷åíèþ, ò.å. åãî ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñàì

ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

α1





1
0
1



+ α2





1
1
1



 = β1





1
−1
−1



+ β2





0
0
1



 .

�åøèì ñèñòåìó ìåòîäîì �àóññà





1 1 −1 0
0 1 1 0
1 1 1 −1





~a1 − ~a2
~a2
~a3 − ~a1

∼





1 0 −2 0
0 1 1 0
0 0 2 −1





~a1 + ~a3
~a2 − 1

2~a3
~a3/2

∼





1 0 0 −1
0 1 0 1

2
0 0 −1 1

2



 .

�åøåíèåì ñèñòåìû áóäåò: α1 = β2, α2 = − 1
2β2, β1 = 1

2β2. Îòêóäà, íàõîäèì, ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ

β2





1
0
1



 +

(

−1

2
β2

)




1
1
1



 =
1

2
β2





1
−1
1



 .

Òàêèì îáðàçîì ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ � îäíîìåðíî è ïîäïðîñòðàíñòâî çàäà¼òñÿ â âèäå ëèíåéíîé

îáîëî÷êè L ∩M = L(~c), ãäå ~c = (1,−1, 1)T .

Èòîãî óáåæäàåìñÿ, ÷òî âûïîëíåíà �îðìóëà �ðîññìàíà

dimL+ dimM = dim(L+M) + dim(L ∩M) ⇐⇒
⇐⇒ 2 + 2 = 3 + 1.

Îòâåò: ðàçìåðíîñòè dimL = dimM = 2, dim(L∩M) = 1, dim(L+M) = 3. Áàçèñ â L îáðàçóþò âåêòîðà ~e1 =

(1, 0, 1)T , ~e2 = (1, 1, 1)T ; áàçèñ â M îáðàçóþò âåêòîðà

~f1 = (0, 0, 1)T , ~f2 = (1,−1,−1)T ; áàçèñ â L∩M îáðàçóåò

âåêòîð ~c = (1,−1, 1)T ; áàçèñ â L+M îáðàçóþò âåêòîðà ~e1 = (1, 0, 1)T , ~e2 = (1, 1, 1)T , ~f1 = (0, 0, 1)T .

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàííîãî ïðè ïîìîùè îäíîðîäíîé ñèñòåìû, åñëè ðàíã ìàòðè-

öû ðàâåí k, à ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà n, k < n?
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Óïðàæíåíèÿ ê 3.2

Óïðàæíåíèå 3.2.1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñîâîêóïíîñòè âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Fn
, ãäå F � ïðîèçâîëüíîå

ïîëå, îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâà, íàéäèòå èõ áàçèñû è ðàçìåðíîñòè:

(a) âåêòîðû, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòû;

(b) âåêòîðû, ó êîòîðûõ êîîðäèíàòû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ðàâíû 0;

() âåêòîðû, ó êîòîðûõ êîîðäèíàòû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ðàâíû ìåæäó ñîáîé;

(d) âåêòîðû, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ x1 + 2x2 + ...+ nxn = 0;

(e) âåêòîðû, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Óïðàæíåíèå 3.2.2. Âûÿñíèòå, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ñîâîêóïíîñòåé ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä ïîëåì R îáðàçóþò ïîä-

ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö Mn(R), åñëè îíè îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî, òî íàéäèòå èõ áàçèñû è ðàçìåð-

íîñòè:

(a) ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû (A = AT
);

(b) êîñîñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû (A = −AT
);

() îáðàòèìûå ìàòðèöû;

(d) âûðîæäåííûå ìàòðèöû;

(e) ìàòðèöû ñ íóëåâûì ñëåäîì (ñóììà âñåõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ðàâíÿåòñÿ íóëþ).

Óïðàæíåíèå 3.2.3. Çàäàòü ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ïðè ïîìîùè ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

(a) L = L((1, 3, 1, 2)T , (0, 1,−1, 1)T ); (b) L = L((2, 0, 5, 3)T , (0, 1, 1, 0)T );
(c) L = L((8,−11, 2,−21)T ); (d) L = L((7, 4, 3, 2)T );
(e) L((1, 1, 1, 0)T , (−1, 1, 0,−1)T , (0, 1, 1, 2)T ); (f) L = L((1, 0,−1,−1)T , (1,−1, 0, 1)T , (1, 2, 1, 2)T ).

Óïðàæíåíèå 3.2.4. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòè ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê ñëåäóþùèõ ñèñòåì âåêòîðîâ

ïðîñòðàíñòâà R4
:

L = L((3, 3, 3, 3)T , (3,−3, 3,−3)T , (3, 9, 3, 9)T ), M = L((3, 4, 0, 4)T , (6, 12, 6, 12)T , (9, 3, 9, 3)T ).

Óïðàæíåíèå 3.2.5. Ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà L èM çàäàíû ñâîèìè ëèíåéíûìè îáîëî÷êàìè: L = L(~e1, ~e2, . . . , ~es),
M = L(~f1, ~f2, . . . , ~ft). Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâ L,M , L+M , L∩M . Óáåäèòåñü â ñïðàâåäëèâîñòè

�îðìóëû �ðîññìàíà, åñëè

(a) L : ~e1 = (2,−3, 1)T , ~e2 = (1,−1, 1)T , M : ~f1 = (0, 0,−2)T , ~f2 = (−3, 1,−1)T ;

(b) L : ~e1 = (3,−1, 2)T , ~e2 = (4,−1, 3)T , ~e3 = (−1, 0,−1)T , M : ~f1 = (2, 3, 6)T , ~f2 = (2, 1,−1)T ;

(c) L : ~e1 = (2, 3, 1)T , ~e2 = (1, 1, 0)T , M : ~f1 = (0, 3, 2)T , ~f2 = (−2, 1, 5)T ,

~f3 = (−4, 5, 12)T ;

(d) L : ~e1 = (−1, 1, 1)T , ~e2 = (−5, 4, 3)T , M : ~f1 = (2,−1, 1)T , ~f2 = (−3, 2,−1)T ,

~f3 = (−4, 3,−1)T ;

(e) L : ~e1 = (2, 5, 3)T , ~e2 = (1, 3, 2)T , ~e3 = (−1,−4,−3)T , M : ~f1 = (−3,−2, 2)T , ~f2 = (−2,−1, 1)T ;

(f) L : ~e1 = (1, 2, 2, 3)T , ~e2 = (2, 3, 2, 4)T , ~e3 = (1, 1, 1, 2)T , M : ~f1 = (−2,−3,−4,−7)T , ~f2 = (1, 0,−1, 1)T ,

~f3 = (0,−3,−6,−5)T ;

(g) L : ~e1 = (5, 3, 2,−3)T , ~e2 = (2, 1, 1,−1)T , ~e3 = (4, 7, 4,−3)T , M : ~f1 = (1, 2, 1,−1)T , ~f2 = (0, 1,−2,−2)T ,

~f3 = (1, 3,−1,−3)T .

Óïðàæíåíèå 3.2.6. Ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà L è M çàäàíû, ëèáî ñâîèìè ëèíåéíûìè îáîëî÷êàìè (òîãäà áóäåì

óêàçûâàòü âåêòîðà ~e1, ~e2, . . . , ~es ñîîòâåòñòâóþùåé îáîëî÷êè L(~e1, ~e2, . . . , ~es)), ëèáî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâ L,M , L+M , L∩M . Óáåäèòåñü â ñïðàâåäëèâîñòè �îðìóëû
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�ðîññìàíà, åñëè

(a) L : ~e1 = (5, 3, 2)T , ~e2 = (3, 2, 1)T , M : 2x1 + 2x2 + x3 = 0;

(b) L : ~e1 = (5, 3, 2)T , ~e2 = (7, 4, 3)T , ~e3 = (2, 1, 1)T , M : x2 + x3 = 0;

(c) L :

{

2x1 − x2 − 14x3 = 0,

−3x2 + 2x4 = 0,
M :

{

−2x1 + x2 + 3x3 = 0,

6x1 − x3 − 2x4 = 0;

(d) L : 3x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0, M :

{

x2 + x3 − x4 = 0,

2x1 − 8x2 + x3 − x4 = 0;

(e) L : 5x1 − x2 + 3x3 − x4 = 0, M :











−2x2 + 16x3 + x4 = 0,

x2 − 8x3 = 0,

−x2 + 8x3 − 3x4 = 0;

(f) L :

{

−x1 − x2 + 6x3 + x4 + 2x5 = 0,

2x1 + 2x3 − x4 + x5 = 0,
M :

{

x1 = 0,

2x3 − x4 + x5 = 0.

Îòâåòû: 3.2.1 (a) dim = n−1; (b) dim = [(n+1)/2]; () dim = [(n+1)/2]+1; (d) dim = n−1; (e) Ïóñòü îäíîðîäíàÿ

ñèñòåìà çàäàííà ïðè ïîìîùè ìàòðèöû A, òîãäà dim = n−rangA. 3.2.2 (a) dim = n(n+1)/2; (b) dim = n(n−1)/2; () íå

ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì; (d) íå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì; (e) dim = n2−1. 3.2.3 (a)

{

−4x1 + x2 + x3 = 0,

−3x1 + x3 + x4 = 0
; (b)

{

x1 + x2 − x3 + x4 = 0,

2x1 − x2 + x3 − 3x4 = 0
; ()











x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 0,

2x1 − x2 + x3 − 3x4 = 0,

x1 − x2 + x3 + x4 = 0

; (d)











x1 + x2 − 5x3 + 2x4 = 0,

x1 − x2 + x3 − 3x4 = 0,

x1 − 2x2 + x3 − x4 = 0

; (e) 2x1+3x2−5x3+x4 =

0; (f) −3x1+x2−7x3+4x4 = 0. 3.2.4 L∩M = L, dimL∩M = 2; L∪M =M , dimL∪M = 3. 3.2.5 (a) dimL = dimM = 2,

dim(L+M) = 3, dim(L∩M) = 1; áàçèñ â L îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2; áàçèñ â M îáðàçóþò âåêòîðà

~f1, ~f2; áàçèñ â L+M

îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2, ~f1; áàçèñ â L ∩M îáðàçóåò âåêòîð ~c = (−3, 1,−5)T . (b) dimL = dimM = 2, dim(L+M) = 3,

dim(L∩M) = 1; áàçèñ â L îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2; áàçèñ âM îáðàçóþò âåêòîðà

~f1, ~f2; áàçèñ â L+M îáðàçóþò âåêòîðà

~e1, ~e2, ~f1; áàçèñ â L ∩M îáðàçóåò âåêòîð ~c = (10, 13, 11)T . () dimL = dimM = 2, dim(L +M) = 3, dim(L ∩M) = 1;

áàçèñ â L îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2; áàçèñ âM îáðàçóþò âåêòîðà

~f1, ~f2; áàçèñ â L+M îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2, ~f1; áàçèñ

â L∩M îáðàçóåò âåêòîð ~c = (−2, 7, 9)T . (d) dimL = dimM = 2, dim(L+M) = 3, dim(L∩M) = 1; áàçèñ â L îáðàçóþò

âåêòîðà ~e1, ~e2; áàçèñ â M îáðàçóþò âåêòîðà

~f1, ~f2; áàçèñ â L+M îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2, ~f1; áàçèñ â L∩M îáðàçóåò

âåêòîð ~c = (1, 0, 1)T . (e) dimL = dimM = 2, dim(L+M) = 3, dim(L∩M) = 1; áàçèñ â L îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2; áàçèñ

âM îáðàçóþò âåêòîðà

~f1, ~f2; áàçèñ â L+M îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2, ~f1; áàçèñ â L∩M îáðàçóåò âåêòîð ~c = (−2,−1, 1)T .

(f) dimL = 3, dimM = 2, dim(L+M) = 4, dim(L∩M) = 1; áàçèñ â L îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2, ~e3; áàçèñ â M îáðàçóþò

âåêòîðà

~f1, ~f2; áàçèñ â L+M îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2, ~e3, ~f1; áàçèñ â L∩M îáðàçóåò âåêòîð ~c = (−1,−3,−5,−6)T . (g)

dimL = 3, dimM = 2, dim(L +M) = 4, dim(L ∩M) = 1; áàçèñ â L îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2, ~e3; áàçèñ â M îáðàçóþò

âåêòîðà

~f1, ~f2; áàçèñ â L+M îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2, ~e3, ~f1; áàçèñ â L∩M îáðàçóåò âåêòîð ~c = (−3,−5,−5, 1)T . 3.2.6

(a) dimL = dimM = 2, dim(L +M) = 3, dim(L ∩M) = 1; áàçèñ â L îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2; áàçèñ â M îáðàçóþò

âåêòîðà

~f1 = (−1, 2,−2)T , ~f2 = (1,−1, 0)T ; áàçèñ â L+M îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2, ~f1; áàçèñ â L ∩M îáðàçóåò âåêòîð

~c = (−1, 3,−4)T ; (b) dimL = dimM = 2, dim(L+M) = 3, dim(L ∩M) = 1; áàçèñ â L îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2; áàçèñ

â M îáðàçóþò âåêòîðà

~f1 = (1, 0, 0)T , ~f2 = (0,−1, 1)T ; áàçèñ â L + M îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2, ~f1; áàçèñ â L ∩ M

îáðàçóåò âåêòîð ~c = (0, 3,−3)T ; () dimL = dimM = 2, dim(L+M) = 3, dim(L ∩M) = 1; áàçèñ â L îáðàçóþò âåêòîðà

~e1 = (1, 2, 0, 3)T , ~e2 = (7, 0, 1, 0)T ; áàçèñ â M îáðàçóþò âåêòîðà

~f1 = (1, 2, 0, 3)T , ~f2 = (0, 6,−2, 1)T ; áàçèñ â L + M

îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2, ~f1; áàçèñ â L∩M îáðàçóåò âåêòîð ~c = (1, 2, 0, 3)T ; (d) dimL = 3, dimM = 2, dim(L+M) = 4,

dim(L∩M) = 1; áàçèñ â L îáðàçóþò âåêòîðà ~e1 = (1,−1, 1, 0)T , ~e2 = (0, 0, 1, 1)T , ~e3 = (2,−3, 0, 0)T ; áàçèñ â M îáðàçóþò

âåêòîðà

~f1 = (7,−2, 2, 0)T , ~f2 = (0, 0, 1, 1)T ; áàçèñ â L +M îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2, ~e3, ~f1; áàçèñ â L ∩M îáðàçóåò

âåêòîð ~c = (0, 0, 1, 1)T . (e) dimL = 3, dimM = 2, dim(L +M) = 4, dim(L ∩M) = 1; áàçèñ â L îáðàçóþò âåêòîðà

~e1 = (0, 0, 1, 3)T , ~e2 = (1, 8, 1, 0)T , ~e3 = (1, 5, 0, 0)T ; áàçèñ â M îáðàçóþò âåêòîðà

~f1 = (1, 0, 0, 0)T , ~f2 = (0, 8, 1, 0)T ; áàçèñ

â L +M îáðàçóþò âåêòîðà ~e1, ~e2, ~e3, ~f1; áàçèñ â L ∩M îáðàçóåò âåêòîð ~c = (1, 8, 1, 0)T . (f) dimL = 3, dimM = 3,

dim(L+M) = 4, dim(L∩M) = 2; áàçèñ â L îáðàçóþò âåêòîðà ~e1 = (−1, 7, 1, 0, 0)T , ~e2 = (1, 1, 0, 2, 0)T , ~e3 = (−1, 5, 0, 0, 2)T ;

áàçèñ â M îáðàçóþò âåêòîðà

~f1 = (0, 1, 0, 0, 0)T , ~f2 = (0, 0, 1, 2, 0)T , ~f3 = (0, 0, 0, 1, 1)T ; áàçèñ â L+M îáðàçóþò âåêòîðà

~e1, ~f1, ~f2, ~f3; áàçèñ â L ∩M îáðàçóþò âåêòîðà ~c1 = (0, 0, 3,−2,−8)T , ~c2 = (0, 2, 1, 0,−2)T .
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3.3 Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå

3.3.1 Îïðåäåëåíèÿ è ñïîñîáû çàäàíèÿ ìíîãîîáðàçèé

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V , à ~c ∈ V � íåêîòîðûé âåêòîð.

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ~v ∈ V , ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ~v = ~c + ~l, ãäå ~l ∈ L, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì

H è îáîçíà÷àåòñÿ

H = ~c+ L = ~c+~l : ~l ∈ L.

Âåêòîð ~c íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ñäâèãà, ïîäïðîñòðàíñòâî L � íàïðàâëÿþùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ H .

O

c

H1

L

c1

�èñ. 3.2:

Îïðåäåëåíèå 3.3.2. �àçìåðíîñòüþ ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþò ðàçìåðíîñòü åãî îäíîðîäíîé ÷àñòè,

ò.å. dimH = dimL. B n-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå (n − 1)-ìåðíîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåò-

ñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ íå ñàìîãî ìíîãîîáðàçèÿ, à åãî îäíîðîäíîé ÷àñòè.

Çàìå÷àíèå 12. Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå H = ~c + L îáðàùàåòñÿ â ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, êîãäà âåêòîð

ñäâèãà ~c ∈ L.

Ï ð è ì å ð 3.3.1. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé A~x = ~b ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé A~x = ~b ñêëàäûâàåòñÿ èç îá-
ùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû A~x = ~0 è áàçèñíîãî (÷àñòíîãî) ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû A~x = ~b.
Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ �óíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà (ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûõ âåêòîðîâ) ðåøåíèé ~a1, . . . , ~am (ÔÍ�) äàþùåãî íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L. Ëèíåéíàÿ
îáîëî÷êà âåêòîðîâ ÔÍ� ïëþñ áàçèñíîå ðåøåíèå åñòü îáùåå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ëèíåéíîå

ìíîãîîáðàçèå

H = ~c+ L = ~c+ L{~a1, . . . ,~am}.

Ïîñêîëüêó âñå ðàññóæäåíèÿ â ïîñëåäíåì ñëåäñòâèå îáðàòèìû òî, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ëþáîå

ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ìîæíî çàäàòü êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé A~x = ~b.

Ñïîñîáû çàäàíèÿ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé

Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ìîæåò áûòü çàäàíî ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• çàäàåòñÿ áàçèñ âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L è âåêòîð ñäâèãà ~c;

• ïîñðåäñòâîì ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ï ð è ì å ð 3.3.2. Ïîêàæèòå, ÷òî

(a) Ïðÿìàÿ H : x+ y − 1 = 0 â R2
ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì. Íàéäèòå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L è âåêòîð

ñäâèãà ~c òàêèå, ÷òî H = ~c+ L.
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(b) Ïëîñêîñòü H : x+ y + z − 1 = 0 â R3
ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì. Íàéäèòå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L è

âåêòîð ñäâèãà ~c òàêèå, ÷òî H = ~c+ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Ïîñêîëüêó èç óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ëåãêî íàéòè, ÷òî

(
x
y

)

=

(
x

1− x

)

=

(
0
1

)

+ x ·
(

1
−1

)

.

Ïðåäñòàâèì ïðÿìóþ â âèäå:

H = ~c(0, 1)T + L{~a(1,−1)T }.

(b) Íàéä¼ì çàïèñü óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè H : −x+ y + z − 1 = 0 â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå.





x
y
z



 =





x
y

1 + x− y



 =





0
0
1



+ x ·





1
0
1



+ y ·





0
1
−1



 .

Òàêèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 3.3)

H = ~c(0, 0, 1)T + L{~a1(−1, 0,−1)T ,~a2(0, 1,−1)T}.

O

y

x

z

H: - 1x y z+ + =

a1(-1,0,-1)
c

a2(0,1,-1)

L

�èñ. 3.3:

Ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé

1. Âåêòîð ñäâèãà ~c ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîìó ìíîãîîáðàçèþ H = ~c+ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð

~0 ∈ L. Ïîýòîìó â ñóììà âåêòî-
ðîâ ~c+ ~0 = ~c ∈ H .

2. Âåêòîðîì ñäâèãà, ïðèíàäëåæàùèì ëèíåéíîìó ìíîãîîáðàçèþ, ìîæåò áûòü ëþáîé âåêòîð ýòîãî ëèíåé-

íîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ò.å. èíûìè ñëîâàìè, åñëè ~c1 ∈ H, òî ~c1 + L ñîâïàäàåò ñ H = ~c+ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ~c1 ∈ H . Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð

~l, òàêîé, ÷òî ~c1 =
~c+~l. Òîãäà

~c1 + L = ~c+~l+ L
︸ ︷︷ ︸

∈L

= H.
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3.3.2 �àçìåðíîñòü ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé è èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå

Îïðåäåëåíèå 3.3.3. �àçìåðíîñòüþ (ðàíãîì) ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ H = ~c + L íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü

ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L, ò.å. dimH = dimL.

• Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå H = ~c+ L ó êîòîðîãî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåâîãî

âåêòîðà èìååò ðàçìåðíîñòü dimH = 0, íàçûâàåòñÿ 0-ìåðíûì ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì (ðàíã ðàâåí

íóëþ) è ãåîìåòðè÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå (êîíåö âåêòîðà ~c).

• Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå H = ~c + L ó êîòîðîãî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ñîñòîèò òîëüêî èç âåê-

òîðîâ, ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, èìååò ðàçìåðíîñòü dimH = 1, íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíûì ëèíåéíûì

ìíîãîîáðàçèåì. �åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ � ïðÿìàÿ (êîíöû âñåõ âåêòîðîâ ëåæàò

íà ïðÿìîé).

• Â n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n− 1 íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñ-
êîñòüþ, à ðàçìåðíîñòè k, ãäå 1 < k < n− 1, � k-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ.

Êàê ïðÿìûì èëè ïëîñêîñòÿì â R3
ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ñêðåùèâàòüñÿ, áûòü ïàðàë-

ëåëüíûìè.

Îïðåäåëåíèå 3.3.4. Îïðåäåëèì ñóììó, ïåðåñå÷åíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé.

1. Ñóììîé äâóõ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé H1 = ~c1 + L1, H2 = ~c2 + L2 íàçîâ¼ì ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, îïðå-

äåëÿåìîå ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

H1 +H2 = (~c1 + ~c2) + (L1 + L2).

2. Ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé H1 = ~c1 + L1, H2 = ~c2 + L2 íàçîâ¼ì ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå,

îïðåäåëÿåìîå ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

H1 ∩H2 = ~c3 + (L1 ∩ L2),

ãäå ~c3 ∈ H1 ∩H2.

3. Óìíîæåíèå ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ H1 = ~c1 + L1, íà ÷èñëî α ∈ R\{0} ïîðîæäàåò íîâîå ëèíåéíîå ìíîãî-
îáðàçèå:

αH = α~c+ L

Îïðåäåëåíèå 3.3.5. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ìíîãîîáðàçèé:

H1

H2

(a)

O

a

H1

H2

(b)

�èñ. 3.4: (a): ñêðåùèâàíèå ìíîãîîáðàçèé; (b): ïàðàëëëåëüíîñòü ìíîãîîáðàçèé.

1. Äâà ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèÿ H1 = ~c1 + L1, H2 = ~c2 + L2 íàçîâ¼ì ïàðàëëåëüíûìè, åñëè íàïðàâëÿþùåå

ïîäïðîñòðàíñòâî îäíîãî èç íèõ ñîäåðæèò íàïðàâëÿþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî äðóãîãî:

H1 ‖ H2 ⇐⇒ L1 ⊆ L2 ëèáî L2 ⊆ L1.

2. Äâà ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèÿ H1 = ~c1 + L1, H2 = ~c2 + L2 ñêðåùèâàþòñÿ, åñëè îíè íå ïåðåñåêàþñÿ è íå

ïàðàëëåëüíû.
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ìîæåò ëè ìíîãîîáðàçèå áûòü ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì?

Óïðàæíåíèÿ ê 3.3

Óïðàæíåíèå 3.3.1. Çàäàéòå ìíîãîîáðàçèå ïàðàìåòðè÷åñêè

{

−2x1 + x2 − x3 + 2x4 + x5 = 2,

−x1 + x2 + x3 + x4 − 3x5 = 1.

Óïðàæíåíèå 3.3.2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî P4 ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå ÷åì 4, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ

ðàâíà 4x3 − 6x, îáðàçóåò ìíîãîîáðàçèå â ïðîñòðàíñòâå P4. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Çàäàéòå

ìíîãîîáðàçèå ïàðàìåòðè÷åñêè.

Óïðàæíåíèå 3.3.3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî P5 ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå ÷åì 5, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâ-
íåíèþ

(

d3

dt3
− 6

d

dt

)

f = 12x− 6,

îáðàçóåò ìíîãîîáðàçèå â ïðîñòðàíñòâå P5. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Çàäàéòå ìíîãîîáðàçèå ïàðà-

ìåòðè÷åñêè.

Óïðàæíåíèå 3.3.4. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå L{1, x, ex, cos x, ln(1 + x)}, ìíîæåñòâî �óíêöèé H = {f(x) ∈
L : f(0) = 5, f ′(0) = 3} îáðàçóåò ìíîãîîáðàçèå. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Çàäàéòå ìíîãîîáðàçèå

ïàðàìåòðè÷åñêè.

Óïðàæíåíèå 3.3.5. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå L{1, x, x2, ex, cos x, ln(1 + x), tg x}, ìíîæåñòâî �óíêöèé H =
{f(x) ∈ L : f(0) = 2, f ′(0) = −1, f ′′(0) = 3} îáðàçóåò ìíîãîîáðàçèå. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Çàäàéòå ìíîãîîáðàçèå ïàðàìåòðè÷åñêè.

Óïðàæíåíèå 3.3.6. Çàäàííî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå H = L{~a(1, 1, 0, 3)T }+ ~c(0, 2, 0, 5)T . Ïðèâåñòè

(a) ïðèìåð òð¼õìåðíîãî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ H1, êîòîðîå ïàðàëëåëüíî H è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (2,−3, 1,−1);

(b) ïðèìåð äâóìåðíîãî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ H2, êîòîðîå ñêðåùèâàåòñÿ ñ H è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (1,−1, 2, 0).

Óïðàæíåíèå 3.3.7. Çàäàííî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå H = L{~a1(1, 1, 0, 0)T ,~a2(−1, 2, 0, 3)T }+~c(1,−2, 1, 5)T . Ïðèâåñòè

(a) ïðèìåð äâóìåðíîãî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ H1, êîòîðîå ïàðàëëåëüíî H è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (2,−3, 3,−1);

(b) ïðèìåð äâóìåðíîãî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ H2, êîòîðîå ñêðåùèâàåòñÿ ñH è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (2,−3, 3,−1).

Îòâåòû: 3.3.1 H = L{~a1(1 3/2 − 1/2 0 0)T ;~a2(0 − 3/2 1/2 1 0)T ;~a3(0 1 2 0 1)T } + ~c(0 3/2 − 1/2 0 0)T . 3.3.2

H = α · (1) + (x3 − 3x2), dimH = 1. 3.3.3 H = α · (x5) + β · (x4 +2x2) + γ · (x3 + x) + δ · (1)− (x3 + x2), dimH = 4. 3.3.4

???? 3.3.5 ???? 3.3.6 ???? 3.3.7 ????

3.4 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè. Ìàòðèöà

�ðàìà

3.4.1 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàìè îïðåäåëåíî ñëîæåíèå âåêòîðîâ è óìíîæåíèå âåêòîðîâ íà ÷èñëî. Òåïåðü âàæ-

íûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå �óíêöèè ìåòðèêè (ðàññòîÿíèÿ) è ïîíÿòèÿ óãëà. ×òîáû ââåñòè ýòè ïîíÿòèÿ

íàì ïîòðåáóåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.4.1 (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V ). Ôóíêöèÿ (•, •) → C íàçûâàåòñÿ

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì åñëè

1) (x, y) = (y, x);

2) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y);

3) (αx, y) = α(x, y), ∀α ∈ C;

4) (x, x) > 0 ïðè÷¼ì (x, x) = 0 ⇔ x = 0 ∈ X.



84 �ëàâà 3. Ïðîñòðàíñòâî RD. Ëèíåéíîå (âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî

Çàìå÷àíèå 13. Ïðèâåä¼ì äâà ïðèìåðà ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì:

1) V = Cn : (~x, ~y) =

n∑

i=1

xiȳi, ~x = (x1, . . . , xn), ~y = (y1, . . . , yn).

2) V = R2[−π, π] ⇒ (f, g) =

π∫

−π

f(x)g(x)dx.

Çäåñü ïðîñòðàíñòâî R2[−π, π] � ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé, ó êîòîðûõ ìîäóëü êâàäðàòà � èíòåãðèðóåìàÿ ïî

�èìàíó �óíêöèÿ íà îòðåçêå [−π, π], ò.å. ñóùåñòâóåò
π∫

−π
|f |2 dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ïîñëåäíåå ñâîéñòâî äëÿ ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé R2[−π, π].
π∫

−π
|f |2dx = 0 ⇒ f =

0 ∈ R2. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A : f 6= 0, µ(A) > 0, òî
π∫

−π
|f |2dx =

∫

A

|f |2dx+
∫

[−π,π]\A
|f |2dx > ε >

0.

Ëåììà 3 (íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî). |(x, y)|2 6 (x, x) · (y, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ ∈ R ðàññìîòðèì âû-

ðàæåíèå:

0 6 (x+ λy, x+ λy) = (x, x) + 2λ(x, y) + λ2(y, y).

Ïîñêîëüêó, ïîëó÷åííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé λ âñåãäà íåîòðèöàòåëüíî, òî äèñêðè-
ìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ íåïîëîæèòåëåí, ò.å.

(x, y)2 − (x, x) · (y, y) 6 0 ⇐⇒ (x, y)2 − |x|2|y|2 6 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ ∈ C ðàññìîòðèì âûðàæåíèå:

0 6 (x+ λy, x+ λy) = (x, x) + λ̄(x, y) + λ(x, y) + λλ̄(y, y).

• Ïóñòü (y, y) > 0. Òîãäà ïîëîæèì λ = − (x,y)
(y,y)

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî |(x, y)|2 6 (x, x)(y, y).

• Ïóñòü (x, x) > 0. Òîãäà àíàëîãè÷íî, ïîëîæèâ λ = − (x,y)
(x,x)

ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

• Åñëè (x, x) = (y, y) = 0, λ = −(x, y) ⇒ 0 6 −2|(x, y)|2 ⇒ (x, y) = 0.

Îïðåäåëåíèå 3.4.2. Íîðìà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë � ýòî �óíêöèîíàë

‖ · ‖ : V → R, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ‖x‖ = 0 ⇒ x = 0V ;

2. ∀α ∈ C, ∀x ∈ V, ‖αx‖ = |α|‖x‖.
3. ∀x, y ∈ V, ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà);

Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè íîðìû.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì, à óñëîâèÿ (1-3) � òàêæå àêñèîìàìè íîðìè-

ðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Èç àêñèîì íîðìû î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñâîéñòâî íåîòðèöàòåëüíîñòè íîðìû:

∀x ∈ V, ‖x‖ > 0.

Äåéñòâèòåëüíî, èç âòîðîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò: ‖0V ‖ = ‖0 · 0V ‖ = 0 · ‖0V ‖ = 0, à èç ñâîéñòâà 3 � ∀x ∈ V : 0 = ‖0V ‖ = ‖x− x‖ 6

‖x‖+ ‖ − x‖ = 2‖x‖.

Ëåììà 4. Â ïðîèçâîëüíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ìîæíî ââåñòè åñòå-

ñòâåííóþ íîðìó (ïîíÿòèå äëèíû âåêòîðà) ‖f‖ =
√

(f, f) è ìåòðèêó (ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðî-

ñòðàíñòâà) d(x, y) = ‖x− y‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíåíû òðè óñëîâèÿ íîðìû (äëèíû âåêòîðà).
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1. ‖x‖ = 0 ⇒ x = 0V â ïðîñòðàíñòâå V � î÷åâèäíî.

2. ‖α · x‖ = |α| · ‖x‖, α ∈ C � î÷åâèäíî,

3. ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖. Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò èìååì

(x + y, x+ y) 6 (x, x) + (y, y) + 2
√

(x, x)(y, y).

Îñòàâèì êâàäðàòíûé êîðåíü â ïðàâîé ñòîðîíå íåðàâåíñòâà è ïåðåìåñòèì îñòàëüíîå â ëåâóþ ÷àñòü íåðà-

âåíñòâà:

(x, y) + (x, y) 6 2
√

(x, x)(y, y),

ñëåäîâàòåëüíî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü: Re(x, y) 6
√

(x, x)(y, y). Èç íåðàâåíñòâ

Re(x, y) 6 |(x, y)| 6
√

(x, x)(y, y),

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, âûòåêàåò íåðàâåíñòâî òðå-

óãîëüíèêà.

Ñâîéñòâà ìåòðèêè áóäóò âûïîëíåíû, ïîñêîëüêó ìåòðèêó ìû îïðåäåëèëè ïî íîðìå. Èç ñâîéñòâ íîðìû

âûòåêàþò ñâîéñòâà ìåòðèêè.

Îïðåäåëåíèå 3.4.3. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â êîíå÷íîìåðíîå ñëó÷àå íàçûâà-

þò åâêëèäîâûì èëè ýðìèòîâûì, êîãäà ïîëåì êîíñòàíò ÿâëÿåòñÿ R èëè C ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 3.4.4. Äëèíîé âåêòîðà x â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçîâ¼ì âåëè÷èíó:

|x| =
√

(x, x).

Óãîë ϕ ìåæäó âåêòîðàìè îïðåäåëèì ïî �îðìóëå

cosϕ =
(x, y)

|x| · |y| .

�àññòîÿíèå (ìåòðèêó) ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè x è y îïðåäåëèì ïî �îðìóëå d(x, y) = |x− y|.
Çàìå÷àíèå 14. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî îïðåäåëåíèå óãëà � êîððåêòíî. Ïîñêîëüêó

| cosϕ| =
∣
∣
∣
(x, y)

|x| · |y|
∣
∣
∣ 6 1.

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè äëèíû âåêòðà è �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè îïðåäåëåíà â

ëåììå âûøå.

3.4.2 Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà-Øìèäòà

Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü èç ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ f1,
f2, . . . , fm îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íåíóëåâûõ âåêòîðîâ g1, g2, . . . , gm è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîëîæèì

g1 = f1.

Áóäåì èñêàòü âåêòîð g2 â ñëåäóþùåì âèäå:

g2 = f2 − α21g1,

ãäå êîíñòàíòó α21 áóäåì èñêàòü èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ g1 è g2, ò.å. ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî

óñëîâèå (g2, g1) = 0. Äîìíîæèì ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå âåêòîð g2, ñêàëÿðíî íà âåêòîð g1. Òîãäà

(g2, g1) = (f2, g1)− α21(g1, g1) ⇐⇒
0 = (f2, g1)− α21(g1, g1) ⇐⇒

α21 =
(f2, g1)

(g1, g1)
.
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Òàêèì îáðàçîì ìû îïðåäåëèëè êîíñòàíòó α21, à ñëåäîâàòåëüíî è âåêòîð g2. Ïðè÷¼ì âåêòîðà g1 è g2 îðòîãî-
íàëüíû è ïðèíàäëåæàò ëèíåéíîé îáîëî÷êå, ïîñòðîåíííîé íà âåòîðàõ f1, f2, ò.å. âûïîëíåíî

g1 ⊥ g2, g1, g2 ∈ L(f1, f2).

Ïîñëåäóþùèå âåêòîðà g1, g2, . . . , gm áóäåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå ïîñòîèëè

ñèñòåìó âåêòîðîâ g1, g2, . . . , gk−1. Ïîêàæåì êàê íàéòè ñëåäóþùèé âåêòîð gk. Áóäåì âåêòîð gk èñêàòü â

ñëåäóþùåì âèäå

gk = fk −
k−1∑

j=1

αkjgj .

Êîíñòàíòû αks íàéä¼ì èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè âåòîðîâ gk è gs, s = 1, . . . , k. Äåéñòâèòåëüíî

(gk, gs) = (fk, gs)−
k−1∑

j=1

αkj(gj , gs) ⇐⇒

0 = (fk, gs)− αks(gs, gs) ⇐⇒

αks =
(fk, gs)

(gs, gs)
.

Òàêèì îáðàçîì ìû îïðåäåëèëè âñå êîíñòàíòû

αks =
(fk, gs)

(gs, gs)
(3.4.4)

äëÿ âñåõ s = 1, . . . , k − 1, à ñëåäîâàòåëüíî è âåêòîð gk. Ïðè÷¼ì âåêòîðà gi è gj îðòîãîíàëüíû i 6= j, i, j ∈
1, 2, . . . k è ïðèíàäëåæàò ëèíåéíîé îáîëî÷êå, ïîñòðîåíííîé íà âåêòîðàõ f1, f2, . . . , fk, ò.å. âûïîëíåíî

gi ⊥ gj , i 6= j, i, j ∈ 1, 2, . . . k, g1, g2, . . . , gk ∈ L(f1, f2, . . . , fk).

Ï ð è ì å ð 3.4.1. Â ïðîñòðàíñòâå R2
ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïîñòðîèòü îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ ëèíåéíîãî ïîäïðàñòðàíñòâà L, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû f1 = (3, 4), f2 = (1, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîðà f1, f2, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ëèíåéíî íåçàâèñìû. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îðòîíîðìè-

ðîâàííîãî áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà L ïðèìåíèì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ê ñèñòåìå âåêòîðîâ f1, f2

1. Ïîëîæèì g1 = f1 = (3, 4).

2. Ïîñòðîèì âåêòîð g2 òàê, ÷òîáû îí ëèíåéíî âûðàæàëñÿ ÷åðåç âåêòîðà f1, f2 è áûë îðòîãîíàëåí âåêòîðó

g1. Ñîãëàñíî ïðîöåññó �ðàìà-Øìèäòà ïîëó÷àåì

g2 = f2 − α21g1 = f2 −
(f2, g1)

(g1, g1)
g1 = (1, 1)− 1 · 3 + 1 · 4

3 · 3 + 4 · 4(3, 4) = (1, 1)− 7

25
(3, 4) =

(
4

25
;
−3

25

)

.

3. Îñòà¼òñÿ íîðìèðîâàòü ïîëó÷åííûå âåêòîðà.

g̃1 =
g1

√

(g1, g1)
=

(3, 4)

5
=

(
3

5
;
4

5

)

,

g̃2 =
g2

√

(g2, g2)
=

(
4

5
;
−3

5

)

.

Ï ð è ì å ð 3.4.2. Â ïðîñòðàíñòâå M3 (ïðîñòðàíñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîíîìîâ ñòåïåíè íå âû-

øå, ÷åì 3) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =
∫ 1

0 f(t)g(t) dt ïîñòðîèòü îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ëèíåéíîãî

ïîäïðàñòðàíñòâà L, âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ f(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ f ′(1) + f ′(−1) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(t) = x1t
3 + x2t

2 + x3t+ x4, òî óñëîâèå f
′(1) + f ′(−1) = 0 ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

6x1 + 2x3 = 0 ⇐⇒ 3x1 + x3 = 0.

Íàéä¼ì áàçèñ â ýòîì òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

f1(t) = (0, 0, 0, 1) = 1,

f2(t) = (0, 1, 0, 0) = t2,

f3(t) = (1, 0,−3, 0) = t3 − 3t.

Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü ýòè âåêòîðà, ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ïîäïðî-

ñòðàíñòâà L ïðèìåíèì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ê ñèñòåìå âåêòîðîâ f1, f2, f3

1. Ïîëîæèì g1 = f1 = (0, 0, 0, 1) = 1.

2. Ïîñòðîèì âåêòîð g2 òàê, ÷òîáû îí ëèíåéíî âûðàæàëñÿ ÷åðåç âåêòîðà f1, f2 è áûë îðòîãîíàëåí âåêòîðó

g1. Ñîãëàñíî ïðîöåññó �ðàìà-Øìèäòà ïîëó÷àåì

g2 = f2 − α21g1 = f2 −
(f2, g1)

(g1, g1)
g1 = t2 −

∫ 1

0 t
2 dt

∫ 1

0
dt

1 = t2 − 1

3
.

3. Ïîñòðîèì âåêòîð g3 òàê, ÷òîáû îí ëèíåéíî âûðàæàëñÿ ÷åðåç âåêòîðà f1, f2, f3 è áûë îðòîãîíàëåí âåêòîðàì
g1, g2. Ñîãëàñíî ïðîöåññó �ðàìà-Øìèäòà ïîëó÷àåì

g3 = f3 − α31g1 − α32g2 = f3 −
(f3, g2)

(g2, g2)
g2 −

(f3, g1)

(g1, g1)
g1 =

= (t3 − 3t)−
∫ 1

0
(t3 − 3t)

(
t2 − 1

3

)
dt

∫ 1

0

(
t2 − 1

3

)2
dt

·
(

t2 − 1

3

)

−
∫ 1

0
(t3 − 3t) dt
∫ 1

0 dt
· 1 =

= t3 − 3t− −1/6

4/45

(

t2 − 1

3

)

− −5/4

1
1 = t3 − 3t+

15

8

(

t2 − 1

3

)

+
5

4
=

= t3 +
15

8
t2 − 3t+

5

8
.

Âûïèøåì îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå L

g1 = 1,

g2 = t2 − 1

3
,

g3 = t3 +
15

8
t2 − 3t+

5

8
.

Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà

Ï ð è ì å ð 3.4.3. Íàéäèòå îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ è îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà ~a =
(−3, 2, 0, 0)T íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ

~l1 = (−6, 4, 1, 0)T , ~l2 = (−2, 1, 0, 1)T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ ïðîöåññ �ðàìà-Øìèäòà ê âåêòîðàì

~l1, ~l2, ~a ìû ïîëó÷èì âåêòîðà ~g1, ~g2, ~g3.
Âåêòîð ~g3 êàê ðàç è åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, ïîñêîëüêó ~g3 ⊥ L(~l1,~l2) è ~g3 = ~a − α~l1 − β~l2.

Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé òîãäà áóäåò

~l = ~a − ~g3 (ñì. ðèñ. 3.5). Íî, ïîñêîëüêó îðòîãîíàëèçàöèÿ âñåõ òð¼õ

âåêòîðîâ íàì íå íóæíà, òî íàéä¼ì ñðàçó îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâ

~h = ~a− α~l1 − β~l2,
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O

h
l2

l1

a

l

�èñ. 3.5:

ãäå α è β íàéä¼ì èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

~h ê L(~l1,~l2)
{

0 = (~a,~l1)− α(~l1,~l1)− β(~l2,~l1),

0 = (~a,~l2)− α(~l1,~l2)− β(~l2,~l2)
⇐⇒

{

26 = 53α+ 16β,

8 = 16α+ 6β
⇐⇒

{

26 = 53α+ 16β,

4 = 8α+ 3β
⇐⇒

{

α = 14
31 ,

β = 4
31 .

Îòêóäà íàõîäèì îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ

~h = ~a− 14

31
~l1 −

4

31
~l2 =

(

− 1

31
,
2

31
,−14

31
,− 4

31

)T

.

Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

~l òîãäà áóäåò èìåòü âèä

~l = ~a− ~h =

(

−92

31
,
60

31
,
14

31
,
4

31

)T

.

3.4.3 Ìàòðèöà �ðàìà

Îïðåäåëåíèå 3.4.5. Ìàòðèöåé �ðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ ~a1, ~a2, . . . , ~am åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

G(~a1,~a2, . . . ,~am) =







(~a1,~a1) (~a1,~a2) . . . (~a1,~am)
(~a2,~a1) (~a2,~a2) . . . (~a2,~am)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(~am,~a1) (~am,~a2) . . . (~am,~am)






.

Îïðåäåëèòü ìàòðèöû �ðàìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì �ðàìà.

Ñâîéñòâà ìàòðèöû �ðàìà

Òåîðåìà 3.4.15 (Êðèòåðèé ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ â òåðìèíàõ ìàòðèöû �ðàìà). Ñèñòåìà âåêòî-

ðîâ ~a1, ~a2, . . . , ~am åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíî çàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îïðåäåëèòåëü �ðàìà ýòîé ñèñòåìû ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñèñòåìà ~a1, ~a2, . . . , ~am ëèíåéíî çàâèñèìà, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà

λ1, λ2, . . . , λm, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, ÷òî

λ1~a1 + λ2~a2 + · · ·+ λm~am = ~0.

Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà ~a1, çàòåì íà ~a2 è ò.ä. íà ~am, ïîëó÷àåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé







λ1(~a1,~a1) + λ2(~a1,~a2) + · · ·+ λm(~a1,~am) = 0,

λ1(~a2,~a1) + λ2(~a2,~a2) + · · ·+ λm(~a2,~am) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λ1(~am,~a1) + λ2(~am,~a2) + · · ·+ λm(~am,~am) = 0.

⇐⇒ G(~a1,~a2, . . . ,~am)








λ1
λ2
.

.

.

λm








=








0
0
.

.

.

0







.
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Òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà G(~a1,~a2, . . . ,~am)~x = ~0, èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ~x = (λ1, . . . , λm)T . Ñëåäîâà-
òåëüíî, åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçûâàåòñÿ, ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. îïðåäåëè-

òåëü �ðàìà ðàâåí íóëþ, òî ñèñòåìà G(~a1,~a2, . . . ,~am)~x = ~0 èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ~x = (λ1, . . . , λm)T .
Ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî







λ1(~a1,~a1) + λ2(~a1,~a2) + · · ·+ λm(~a1,~am) = 0,

λ1(~a2,~a1) + λ2(~a2,~a2) + · · ·+ λm(~a2,~am) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λ1(~am,~a1) + λ2(~am,~a2) + · · ·+ λm(~am,~am) = 0.

⇐⇒







(~a1, λ1~a1 + λ2~a2 + · · ·+ λm~am) = 0,

(~a2, λ1~a1 + λ2~a2 + · · ·+ λm~am) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~am, λ1~a1 + λ2~a2 + · · ·+ λm~am) = 0.

Òåïåðü, äîìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà λ1, âòîðîå íà λ2, è ò.ä. ïîñëåäíåå íà λm è, ñëîæèâ âñå ðàâåíñòâà,

ïîëó÷àåì

(λ1~a1 + λ2~a2 + · · ·+ λm~am, λ1~a1 + λ2~a2 + · · ·+ λm~am) = 0.

Îòêóäà èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûòåêàåò ðàâåíñòâî

λ1~a1 + λ2~a2 + · · ·+ λm~am = ~0.

Òåîðåìà 3.4.16. Ïóñòü çàäàííà ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ

~f1, ~f2, . . . , ~fm åâêëèäîâà (óíè-

òàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà îïðåäåëèòåëü �ðàìà detG(f1, f2, . . . , fm) íå èçìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå îðòî-

ãîíàëèçàöèè ñèñòåìû âåêòîðîâ f1, f2, . . . , fm. Áîëåå òîãî, åñëè âåêòîðà g1, g2, . . . , gm ïîëó÷åíû ïóò¼ì

îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìû âåêòîðîâ f1, f2, . . . , fm, òî

detG(f1, f2, . . . , fm) = detG(g1, g2, . . . , gm) = (g1, g1) · (g2, g2) · · · · (gm, gm).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðà g1, g2, . . . , gm ïîëó÷åíû ñîãëàñíî ïðîöåññó îðòîãîíàëèçàöèè

�ðàìà-Øìèäòà, ãäå êîý��èöèåíòû αks îïðåäåëåíû �îðìóëîé (3.4.4). Òîãäà,

detG(f1, f2, . . . , fm) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~f1, ~f1) (~f1, ~f2) . . . (~f1, ~fm)

(~f2, ~f1) (~f2, ~f2) . . . (~f2, ~fm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~fm, ~f1) (~fm, ~f2) . . . (~fm, ~fm)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~g1, ~g1) (~g1, ~f2) . . . (~g1, ~fm)

(~f2, ~g1) (~f2, ~f2) . . . (~f2, ~fm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~fm, ~g1) (~fm, ~f2) . . . (~fm, ~fm)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Âû÷òåì èç âòîðîé ñòðîêè ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà α21, à çàòåì âû÷òåì èç âòîðîãî ñòîëáöà ïåðâûé,

óìíîæåííûé íà òó æå ñàìóþ êîíñòàíòó α21:

detG(f1, f2, . . . , fm) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~g1, ~g1) (~g1, ~f2) . . . (~g1, ~fm)

(~f2, ~g1) (~f2, ~f2) . . . (~f2, ~fm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~fm, ~g1) (~fm, ~f2) . . . (~fm, ~fm)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~g1, ~g1) (~g1, ~f2) . . . (~g1, ~fm)

(~f2 − α21~g1, ~g1) (~f2 − α21~g1, ~f2) . . . (~f2 − α21~g1, ~fm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~fm, ~g1) (~fm, ~f2) . . . (~fm, ~fm)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~g1, ~g1) (~g1, ~f2) . . . (~g1, ~fm)

(~g2, ~g1) (~g2, ~f2) . . . (~g2, ~fm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~fm, ~g1) (~fm, ~f2) . . . (~fm, ~fm)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~g1, ~g1) (~g1, ~f2 − α21~g1) . . . (~g1, ~fm)

(~g2, ~g1) (~g2, ~f2 − α21~g1) . . . (~g2, ~fm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~fm, ~g1) (~fm, ~f2 − α21~g1) . . . (~fm, ~fm)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~g1, ~g1) (~g1, ~g2) . . . (~g1, ~fm)

(~g2, ~g1) (~g2, ~g2) . . . (~g2, ~fm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~fm, ~g1) (~fm, ~g2) . . . (~fm, ~fm)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.
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Ïðîäîëæàÿ äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà ïîñëåäíåì øàãå èç ïîñëåäíåé ñòðîêè âû÷òåì ïåðâóþ äî-

ìíîæåííóþ íà αm1, âòîðóþ äîìíîæåííóþ íà αm2 è òàê äàëåå.

detG(f1, f2, . . . , fm) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~g1, ~g1) (~g1, ~g2) . . . (~g1, ~gm−1) (~g1, ~fm)

(~g2, ~g1) (~g2, ~g2) . . . (~g2, ~gm−1) (~g2, ~fm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~gm−1, ~g1) (~gm−1, ~g2) . . . (~gm−1, ~gm−1) (~gm−1, ~fm)

(~fm, ~g1) (~fm, ~g2) . . . (~fm, ~gm−1) (~fm, ~fm)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~g1, ~g1) (~g1, ~g2) . . . (~g1, ~gm−1) (~g1, ~fm)

(~g2, ~g1) (~g2, ~g2) . . . (~g2, ~gm−1) (~g2, ~fm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~gm−1, ~g1) (~gm−1, ~g2) . . . (~gm−1, ~gm−1) (~gm−1, ~fm)

(~fm −∑m
j=1 αmj~gj, ~g1) (~fm −∑m

j=1 αmj~gj, ~g2) . . . (~fm −∑m
j=1 αmj~gj , ~gm−1) (~fm −∑m

j=1 αmj~gj ,
~fm)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~g1, ~g1) (~g1, ~g2) . . . (~g1, ~gm−1) (~g1, ~fm)

(~g2, ~g1) (~g2, ~g2) . . . (~g2, ~gm−1) (~g2, ~fm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~gm−1, ~g1) (~gm−1, ~g2) . . . (~gm−1, ~gm−1) (~gm−1, ~fm)

(~gm, ~g1) (~gm, ~g2) . . . (~gm, ~gm−1) (~gm, ~fm)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Òåïåðü ïðîäåëàåì òó æå ïðîöåäóðó ñ ïîñëåäíèì ñòîëáöîì, ò.å. âû÷òåì ïåðâûé ñòîëáåö äîìíîæåííûé íà αm1,

âòîðîé äîìíîæåííûé íà αm2 è òàê äàëåå.

detG(f1, f2, . . . , fm) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~g1, ~g1) (~g1, ~g2) . . . (~g1, ~gm−1) (~g1, ~fm −∑m
j=1 αmj~gj)

(~g2, ~g1) (~g2, ~g2) . . . (~g2, ~gm−1) (~g2, ~fm −∑m
j=1 αmj~gj)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~gm−1, ~g1) (~gm−1, ~g2) . . . (~gm−1, ~gm−1) (~gm−1, ~fm −∑m
j=1 αmj~gj)

(~gm, ~g1) (~gm, ~g2) . . . (~gm, ~gm−1) (~gm, ~fm −∑m
j=1 αmj~gj)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~g1, ~g1) (~g1, ~g2) . . . (~g1, ~gm−1) (~g1, ~gm)
(~g2, ~g1) (~g2, ~g2) . . . (~g2, ~gm−1) (~g2, ~gm)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(~gm−1, ~g1) (~gm−1, ~g2) . . . (~gm−1, ~gm−1) (~gm−1, ~gm)
(~gm, ~g1) (~gm, ~g2) . . . (~gm, ~gm−1) (~gm, ~gm)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî âåêòîðà gj îðòîãîíàëüíû è ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî:

detG(f1, f2, . . . , fm) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~g1, ~g1) (~g1, ~g2) . . . (~g1, ~gm)
(~g2, ~g1) (~g2, ~g2) . . . (~g2, ~gm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(~gm, ~g1) (~gm, ~g2) . . . (~gm, ~gm)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~g1, ~g1) 0 . . . 0
0 (~g2, ~g2) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . (~gm, ~gm)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (g1, g1) · (g2, g2) · · · · (gm, gm).

Çàìå÷àíèå 15 (Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî áûëî áû ïðîâåñòè íåñêîëü-

êî èçÿùíåå, íàïðèìåð, äîêàçàòü ëåììó:

Ëåììà 5. Ïóñòü äàíû âåêòîðà

~f1, . . . , ~fk, gk, ãäå

~gk = α1
~f1 + · · ·+ αk−1

~fk−1 + ~fk,

Òîãäà detG(f1, f2, . . . , fk) = detG(f1, f2, . . . , fk−1, gk).

Èç äàííîé ëåììû ëåãêî âûâåñòè, ÷òî åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ g ïîëó÷àåòñÿ èç f ìåòîäîì îðòîãîíàëèçà-

öèè, òî detG(f1, f2, . . . , fm) = detG(g1, g2, . . . , gm) (íàïðèìåð, ñîñëàâøèñü íà èíäóêòèâíûé ïåðåõîä). Íî ìû

ïðåäïî÷ëè ïðèâåñòè áîëåå äëèííîå äîêàçàòåëüñòâî.
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Ìíîãîìåðíûé ìåðíûé îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà

Îïðåäåëåíèå 3.4.6. Ïóñòü f1, f2, . . . , fm � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ m-ìåðíîãî åâêëèäîâà
(óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè ïîíÿòèå ìíîãîìåðíîãî îáúåìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç hj -
ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç êîíöà âåêòîðà fj íà ïîäïðîñòðàíñòâî L(f1, . . . , fj−1), j = 2, . . . ,m. Îáîçíà÷èì

O
f1

f2

h2

O
f1

f2

f3

h3

�èñ. 3.6: �èñ. 3.7:

• Vf1 = |f1| � îäíîìåðíûé îáúåì (äëèíà âåêòîðà f1);

• Vf1,f2 = Vf1 |h2| = |f1| · |h2| � äâóìåðíûé îáúåì (ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ

f1, f2);

• Vf1,f2,f3 = Vf1,f2 |h3| = |f1| · |h2| · |h3| � òð¼õìåðíûé îáúåì (îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà

âåêòîðàõ f1, f2, f3);

• Vf1,...,fm = Vf1,...,fm−1 |hm| = |f1| · |h2| . . . |hm| � m-ìåðíûé îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà (îáú¼ì ïàðàëëåëåïè-

ïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ f1, f2, . . . ,fm);

Ïðîâîäÿ îðòîãîíàëèçàöèþ ñèñòåìû âåêòîðîâ f1, f2, . . . , fm, ïîëó÷àåì îðòîãîíàëüíûå âåêòîðà h1 = f1, h2,
. . . , hm. Òîãäà ïî ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëÿ �ðàìà èìååì

V 2
f1,...,fm = |h1|2 · |h2|2 . . . |hm|2 = detG(f1, f2, . . . , fm),

ò.å. îïðåäåëèòåëü �ðàìà âåêòîðîâ f1, f2, . . . , fm ðàâåí êâàäðàòó m-ìåðíîãî îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðî-
åííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ.

Îïðåäåëåíèå 3.4.7. �àññòîÿíèåì îò êîíöà âåêòîðà ~a äî ïîäïðîñòðàíñòâà L íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷å-

íèå äëèí âåêòîðîâ (~a−~l), ãäå ~l ∈ L, ò.å.

d = min
~l∈L

|~a−~l|.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå îò êîíöà âåêòîðà äî ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.4.8. Óãëîì ìåæäó íåíóëåâûì âåêòîðîì ~a è ïîäïðîñòðàíñòâîì L íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé

óãîë ϕ ìåæäó âåêòîðîì ~a è íåíóëåâûìè âåêòîðàìè ïîäïðîñòðàíñòâà, ò.å.

ϕ = min
~l∈L

(

arccos
(~a,~l)

|~a| · |~l|

)

.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ìíîãîîáðàçèåì, êàê óãîë ìåæäó âåêòîðîì è îäíîðîäíîé

÷àñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ.

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî

• ðàññòîÿíèå d îò êîíöà âåêòîðà ~a äî ïîäïðîñòðàíñòâà L ðàâíî äëèíå ïåðïåíäèêóëÿðà

~h, îïóùåííîãî èç
êîíöà âåêòîðà ~a íà ïîäïðîñòðàíñòâî L, ò.å. d = |~h|;

• óãîë ìåæäó íåíóëåâûì âåêòîðîì ~a è ïîäïðîñòðàíñòâîì L ðàâåí óãëó ìåæäó âåêòîðîì ~a è åãî îðòîãî-

íàëüíîé ïðîåêöèåé íà ïîäïðîñòðàíñòâî L.
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Íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè è óãëîâ â ñëó÷àå, êîãäà îäíî

èç ìíîãîîáðàçèé îäíîìåðíî

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèé è óãëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïðåäåëèòåëü �ðàìà. Ïîÿñíèì

1. Ïóñòü çàäàí âåêòîð ~a è ïîäïðîñòðàíñòâî L = L(~f1, . . . , ~fm) (ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íà ýòèõ âåêòîðàõ), ïðè÷åì

âåêòîðû

~f1, . . . , ~fm ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà V~f1,..., ~fm,~a = V~f1,..., ~fm · |~h|, ãäå ~h � îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâ-

ëÿþùàÿ âåêòîðà ~a îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà L. Îòêóäà äëèíà |~h| îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé

(ðàññòîÿíèå îò êîíöà âåêòîðà ~a äî ïîäïðîñòðàíñòâà L = L(f1, . . . , fm) íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå

h =
V~f1,..., ~fm,~a
V~f1,..., ~fm

=

√

detG(~f1, . . . , ~fm,~a)

detG(~f1, . . . , ~fm)
,

à óãîë ϕ ìåæäó íåíóëåâûì âåêòîðîì ~a è ïîäïðîñòðàíñòâîì L íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå

ϕ = arcsin
|~h|
|~a| .

2. Ïóñòü çàäàíî äâà ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâå Rm.

H1 = ~c1 + L(~a1, . . . ,~ak), H2 = ~c2 + L(~b1, . . . ,~bl).

ïðè÷åì âåêòîðû ~a1, . . . , ~ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è âåêòîðû ~b1, . . . , ~bl òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: Íàéòè îáú¼ì ïàðàëëåëåïè-

ïåäà ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a1, . . . , ~ak, ~b1, . . . , ~bl, ~c1 −~c2. Åñëè îí ðàâåí íóëþ, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó
ìíîãîîáðàçèÿìè ðàâíî íóëþ. Åñëè îí îòëè÷åí îò íóëÿ, òî îòëè÷åí îò íóëÿ è îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà

ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a1, . . . , ~ak, ~b1, . . . , ~bl, à ðàññòîÿíèå ìîæíî âû÷èñëèòü ïî �îðìóëå

h =
V~a1,...,~ak,~b1,...,~bl,~c1−~c2
V~a1,...,~ak,~b1,...,~bl

=

√

detG(~a1, . . . ,~ak,~b1, . . . ,~bl,~c1 − ~c2)

detG(~a1, . . . ,~ak,~b1, . . . ,~bl)
.

Ï ð è ì å ð 3.4.4. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè:

x− 9

4
=
y + 2

−3
=
z

1
è

x

−2
=
y + 7

9
=
z − 2

2
.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 3.8): A(9,−2, 0), C(0,−7, 2), ~l1 = (4,−3, 1), ~l2 = (−2, 9, 2), ~s = ~AC = (−9,−5, 2).

detG(~l1,~l2) =

∣
∣
∣
∣
∣

(~l1,~l1) (~l1,~l2)

(~l2,~l1) (~l2,~l2)

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

26 −33
−33 89

∣
∣
∣
∣
= 352,

detG(~l1,~l2, ~s) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~l1,~l1) (~l1,~l2) (~l1, ~s)

(~l2,~l1) (~l2,~l2) (~l2, ~s)

(~s,~l1) (~s,~l2) (~s, ~s)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

26 −33 −19
−33 89 −23
−19 −23 110

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 72 · 352.

Ñëåäîâàòåëüíî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè ðàâíî:

h =

√

detG(~l1,~l2, ~s)

detG(~l1,~l2)
= 7.

Äàííûé ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ �îðìóëîé, ïîëó÷åííîé íàìè â êóðñå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè:

̺ =
|(~s, ~l1, ~l2|)
|~l1 ×~l2|

.

Õîòÿ, êîíå÷íî æå ïîíÿòíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà ïðîùå �îðìóëû, èñïîëüçóþùåé îïðåäåëèòåëè �ðàìà.
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H

A

B

C

Dl2

l1

s

�èñ. 3.8:

Ï ð è ì å ð 3.4.5. Â ïðîñòðàíñòâå R4
ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì èçâåñòåí âåêòîð ~a =

(−3, 2, 0, 0)T è çàäàííî ïîäïðîñòðàíñòâî L






x1 + x2 + 2x3 + x4 = 0,

2x1 + 3x2 + x4 = 0,

4x1 + 5x2 + 4x3 + 3x4 = 0.

Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò êîíöà âåêòîðà ~a äî ïîäïðîñòðàíñòâà L è óãîë ìåæäó âåêòîðîì ~a è ïîäïðîñòðàíñòâîì
L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà L:




1 1 2 1
2 3 0 1
4 5 4 3





~a1
~a2 − 2~a1
~a3 − ~a2 − 2~a1

∼





1 1 2 1
0 1 −4 −1
0 0 0 0





~a1 − ~a2
~a2
~a3

∼





1 0 6 2
0 1 −4 −1
0 0 0 0





Îòêóäà

{

x1 = −6x3 − 2x4,

x2 = 4x3 + x4
⇐⇒

Îòêóäà íàõîäèì �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé:

~l1 = (−6, 4, 1, 0)T , ~l2 = (−2, 1, 0, 1)T .

Äëÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êè L = L(~l1,~l2) ñîñòàâèì îïðåäåëèòåëè �ðàìà

detG(~l1,~l2) =

∣
∣
∣
∣
∣

(~l1,~l1) (~l1,~l2)

(~l2,~l1) (~l2,~l2)

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

53 16
16 6

∣
∣
∣
∣
= 62,

detG(~l1,~l2,~a) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~l1,~l1) (~l1,~l2) (~l1,~a)

(~l2,~l1) (~l2,~l2) (~l2,~a)

(~a,~l1) (~a,~l2) (~a,~a)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

53 16 26
16 6 8
26 8 13

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 14.

Òîãäà

|~h| =
√

14

62
=

√

7

31
, ϕ = arcsin

|~h|
|~a| = arcsin

√

7

403
.

Âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Â ïðèìåðå 3.4.3 ìû óæå íàõîäèëè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ

~l =
(
− 92

31 ,
60
31 ,

14
31 ,

4
31

)T

è îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ

~h =
(
− 1

31 ,
2
31 ,− 14

31 ,− 4
31

)T
âåêòîðà ~a íà ïîäïðîñòðàíñòâà L. Âû÷èñëÿÿ äëèíó

âåêòîðà

~h, îïÿòü ïîëó÷àåì |~h| =
√

7
31 è àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì óãîë ϕ.

Ï ð è ì å ð 3.4.6. Â ïðîñòðàíñòâå R5
ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó

ñêðåùèâàþùèìèñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè:

H1 = ~c1(2, 3, 4, 1, 3)
T + L{~a1(1, 1, 0,−1,−1)T ,~a2(1,−1, 0,−1, 1)T},

H2 = ~c2(−1, 1, 2,−1, 3)T + L{~b1(1, 1, 0, 1, 1)T ,~b2(1,−1, 0, 1,−1)T}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì âåêòîð ~c1 − ~c2 = (3, 2, 2, 2, 0)T . Íàéä¼ì ìàòðèöû �ðàìà

detG(~a1,~a2,~b1,~b2) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(~a1,~a1) (~a1,~a2) (~a1,~b1) (~a1,~b2)

(~a2,~a1) (~a2,~a2) (~a2,~b1) (~a2,~b2)

(~b1,~a1) (~b1,~a2) (~b1,~b1) (~b1,~b2)

(~b2,~a1) (~b2,~a2) (~b2,~b1) (~b2,~b2)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

4 0 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 256,

detG(~a1,~a2,~b1,~b2,~c1 − ~c2) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

4 0 0 0 3
0 4 0 0 −1
0 0 4 0 7
0 0 0 4 3
3 −1 7 3 21

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 256 · 4.

Òîãäà

|~h| =
√

256 · 4
256

= 2.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóéòå êðèòåðèé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ â òåðìèíàõ ìàòðèöû �ðàìà.

2. Êàê íàéòè îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a1, . . . , ~al?

3. Êàê íàéòè óãîë ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè?

4. Êàê íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè?

5. Èç çàäàííûõ âåêòîðîâ

~f1, ~f2, . . ., ~fn ïîëó÷åíû âåêòîðà ~g1, ~g2, . . ., ~gn ïðè ïîìîùè ìåòîäà îðòîãîíàëèçàöèè.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ~gn = ~0, òî ~fn ∈ L(~f1, ~f2, . . . , ~fn−1), ò.å. âåêòîð ~fn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ

~f1, ~f2, . . ., ~fn−1.

Óïðàæíåíèÿ ê 3.4

Óïðàæíåíèå 3.4.1. Íàéäèòå îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæä¼ííîãî âåêòîðàìè ~g1 = (1, 1, 1, 1)T ,
~g2 = (2, 1, 2, 1)T , ~g3 = (3, 2, 3, 2)T , ~g4 = (1, 0, 2, 1)T .

Óïðàæíåíèå 3.4.2. Íàéäèòå îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæä¼ííîãî âåêòîðàìè ~g1 = (1, 0, 0, 0, 1)T ,
~g2 = (2,−1, 0, 0, 0)T , ~g3 = (1, 0, 1, 2, 3)T , ~g4 = (4,−1, 1, 2, 4)T .

Óïðàæíåíèå 3.4.3. Â ïðîñòðàíñòâåM3 ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =
∫ 1

0
f(t)g(t) dt ïîñòðîèòü îðòîãîíàëü-

íûé áàçèñ ëèíåéíîãî ïîäïðàñòðàíñòâà L. Áàçèñíûå ìíîãî÷ëåíû â M3: ~g1 = 1, ~g2 = x, ~g3 = x2
, ~g4 = x3

.

Óïðàæíåíèå 3.4.4. Íàéäèòå îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ è îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà ~a = (4,−4, 12, 8)T

íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ

~l1 = (1, 1, 1, 1)T , ~l2 = (2, 3, 2, 3)T .

Óïðàæíåíèå 3.4.5. Â ïðîñòðàíñòâå R4
ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàéäèòå ðàññòîÿíèå è óãîë

ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè:

H1 :

{

x2 − x3 + 3x4 = −1,

−2x2 + 2x3 − x4 = 2;

H2 = ~c2(−1, 1, 0, 0)T + L{~b1(2,−1, 0, 1)T }.

Óïðàæíåíèå 3.4.6. Â ïðîñòðàíñòâå R5
ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó

ñêðåùèâàþùèìèñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè:

H1 = ~c1(47, 37, 150, 0, 51)
T + L{~a1(1, 1, 0,−1,−1)T ,~a2(1,−1, 0,−1, 1)T },

H2 = ~c2(0,−16, 0, 58, 0)T + L{~b1(1, 1, 0, 1, 1)T ,~b2(1,−1, 0, 1,−1)T }.

Îòâåòû: 3.4.1

~f1 = (1, 1, 1, 1), ~f2 = ( 1
2
,− 1

2
, 1
2
,− 1

2
), ~f3 = (− 1

2
,− 1

2
, 1
2
, 1
2
). 3.4.2 ~f1 = (1, 0, 0, 0, 1), ~f2 = (1,−1, 0, 0,−1),

~f3 = (− 1
3
,− 2

3
, 1, 2, 1

3
). Óêàçàíèå: âåêòîð ~f4 ïîëó÷èòñÿ ïðè îðòîãîíàëèçàöèè íóëåâûì, ò.å. ~g4 ∈ L(~g1, ~g2, ~g3) 3.4.3 ~f1 = 1,

~f2 = x − 1
2
,

~f3 = x2 − x + 1
6
,

~f4 = x3 − 3
2
x2 + 3

5
x − 1

20
. 3.4.4

~l = (−4,−6, 4, 6), ~h = (8, 2, 8, 2). 3.4.5 d = 2/
√
3,

ϕ = arcsin(
√
2/3). 3.4.6 d = 150.



�ëàâà 4

Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

4.1 Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(~x) ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V, ñîïîñòàâëÿþùåå âåê-
òîðó ~x ∈ V âåêòîð A(~x) ∈ V è îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. A(~x1 + ~x2) = A(~x1) +A(~x2),

2. A(α~x) = αA(~x).

Ïóñòü ~e1, . . . , ~en � íåêîòîðûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ~x = x1~e1 + · · ·+ xn~en âåêòîð

A(~x) = A(x1~e1 + · · ·+ xn~en) = A(x1~e1) + · · ·+A(xn~en) = x1A(~e1) + · · ·+ xnA(~en).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû A(~e1), . . . ,A(~en) ïîðîæäàþò âñå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé A(~x), ~x ∈ V è ýòî ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé ñàìî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. �àçëîæèì A(~e1), . . . ,A(~en) ïî áàçèñó ~e1, . . . , ~en :

A(~e1) = a11~e1 + · · ·+ an1~en,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A(~en) = a1n~e1 + · · ·+ ann~en.

Òîãäà

A(~x) = x1(a11~e1 + · · ·+ an1~en) + · · ·+ xn(a1n~e1 + · · ·+ ann~en) =

(a11x1 + · · ·+ a1nxn)~e1 + · · ·+ (an1x1 + · · ·+ annxn)~en

Ïîýòîìó êîîðäèíàòû âåêòîðà A(~x) ìîæíî ïîëó÷èòü, óìíîæèâ ìàòðèöó

A =





a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann



 ,

ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç êîîðäèíàò A(~e1), . . . ,A(~en) â áàçèñå ~e1, . . . , ~en íà âåêòîð-ñòîëáåö






x1
.

.

.

xn






êîîðäèíàò âåêòîðà ~x â áàçèñå ~e1, . . . , ~en, ò.å. A(~x) = A~x. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ â áàçèñå ~e1, . . . , ~en.

Ï ð è ì å ð 4.1.1. Ïóñòü A ïîâîðîò âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë ϕ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Äàííîå

ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíî, ïîñêîëüêó

• �åçóëüòàò îñòàíåòñÿ íåèçìåííûå: åñëè ìû ñíà÷àëà âåêòîðà ~a, ~b ñëîæèì, à ïîòîì ïîâåðí¼ì, ëèáî ñíà÷àëà

âåêòîðà ~a, ~b ïîâåðí¼ì, ïîòîì ñëîæèì (ñì. ðèñ. 4.1).

• �åçóëüòàò îñòàíåòñÿ íåèçìåííûå: åñëè ìû ñíà÷àëà âåêòîð ~a óìíîæèì íà ÷èñëî λ, à ïîòîì ïîâåðí¼ì,

ëèáî ñíà÷àëà âåêòîð ~a ïîâåðí¼ì, à ïîòîì óìíîæèì íà ÷èñëî λ (ñì. ðèñ. 4.2).

95
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O

x

y

Á

A Aa+ b
Á

b

a

a

b a+b

AA

A

O

x

y

Áa

a

a®

a®A

A

�èñ. 4.1: �èñ. 4.2:

O

x

y

Á

e1

Ae1
e2

O

x

y

Á

e1

Ae1
e2

Ae2

�èñ. 4.3: �èñ. 4.4:

Íàéä¼ì ìàòðèöó ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïîâîðîòà) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðà ~e1, ~e2 �

åäèíè÷íûå è âçàèìíîîðòîãîíàëüíûå. Âåêòîð A~e1 � åäèíè÷íûé, îáðàçóþùèé ñ ~e1 óãîë ϕ è ñ ~e2 óãîë π/2− ϕ
(ñì. ðèñ. 4.3), ò.å.

A~e1 = cosϕ · ~e1 + sinϕ · ~e2.
Àíàëîãè÷íî (ñì. ðèñ. 4.4)

A~e2 = − sinϕ · ~e1 + cosϕ · ~e2.
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â áàçèñå ~e1, ~e2 ïðèíèìàåò âèä:

A =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

Ï ð è ì å ð 4.1.2. Ïóñòü P � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, A � ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò

âåêòîð èç P (ìíîãî÷ëåí), â ïðîèçâîäíóþ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, êîòîðàÿ åñòåñòâåííî ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì, òî

åñòü âåêòîðîì èç P . Ïóñòü x ∈ P , òî åñòü x = a0 + a1t+ a2t
2 + . . .+ ant

n
. Òîãäà

A(x) = x′ = a1 + 2a2t+ . . .+ nant
n−1.

Íàïðèìåð, åñëè x = 1 − 3t + 5t2 + 2t3, òî A(x) = −3 + 10t + 6t2. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå A ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì.

• Ïóñòü x, y ∈ P , α � ÷èñëî. Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ïðîèçâîäíîé ïîëó÷èì

A(x + y) = (x+ y)′ = x′ + y′ = A(x) +A(y).

• Àíàëîãè÷íî,

A(αx) = (αx)′ = αx′ = αA(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, A � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
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1. Íàéä¼ì ìàòðèöó ýòîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â áàçèñå

~e0 = 1, ~e1 = t, ~e2 =
t2

2!
, . . . , ~en =

tn

n!
.

Òîãäà

A~e0 = 0, A~e1 = ~e0, A~e2 = ~e1, . . . , A~en = ~en−1.

Îòêóäà

Ae =











0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1
0 0 0 0 . . . 0











2. Íàéä¼ì ìàòðèöó ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A â áàçèñå

~f0 = 1, ~f1 = t, ~f2 = t2, . . . , ~fn = tn.

Òîãäà

A~f0 = 0, A~f1 = ~f0, A~f2 = 2~f1, . . . , A~fn = n · ~fn−1.

Îòêóäà

Af =











0 1 0 0 . . . 0
0 0 2 0 . . . 0
0 0 0 3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . n
0 0 0 0 . . . 0











Ñðàâíèâàÿ ýòè äâà ðåçóëüòàòà î ìàòðèöå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ìàòðèöà ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûé âèä â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ.

Ï ð è ì å ð 4.1.3. �àññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå: ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü x+ y + z = 0.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.

(á) Íàéäèòå ÿâíûé êîîðäèíàòíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ â áàçèñå ~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1) è
ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ýòîì áàçèñå.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) �àâåíñòâà A(~x1 + ~x2) = A(~x1) +A(~x2) è A(λ~x) = λ~x âûòåêàþò èç òîãî, ÷òî ïðîåêöèÿ

ñóììû âåêòîðîâ ðàâíà ñóììå ïðîåêöèé ñëàãàåìûõ è ÷òî ïðîåêöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî ðàâíà

ïðîèçâåäåíèþ ïðîåêöèè âåêòîðà íà ýòî ÷èñëî. Òàêæå äàííûå �îðìóëû áóäóò âûòåêàåòü èç �îðìóëû

(4.1.1), äîêàçàííîé íèæå.

(á) Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x0, y0, z0) � ïðîåêöèþ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (x, y, z) ïðîñòðàíñòâà íà ïëîñêîñòü x+ y+
z = 0. Íàéä¼ì âûðàæåíèå êîîðäèíàò P0(x0, y0, z0) ÷åðåç êîîðäèíàòû òî÷êè (x, y, z). Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì
óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè:







x = x0 + t,

y = y0 + t,

z = z0 + t.

Îòêóäà, âûðàçèâ êîîðäèíàòû òî÷êè P0, è ïîäñòàâèâ, â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè x + y + z = 0 (òî÷êà P0

ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè x+ y + z = 0), ïîëó÷èì

x0 + y0 + z0 = 0 ⇐⇒ (x− t) + (y − t) + (z − t) = 0 ⇐⇒ t =
x+ y + z

3
.
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O

y

x

z

x y z+ + =0

n=(1,1,1) ( , , )x y z

( , , )x y z0 0 0

O

�èñ. 4.5:

Ñëåäîâàòåëüíî

(x0, y0, z0) = (x − t, y − t, z − t) =

(
2x− y − z

3
,
−x+ 2y − z

3
,
−x− y + 2z

3

)

.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíî:

A(x, y, z) =

(
2x− y − z

3
,
−x+ 2y − z

3
,
−x− y + 2z

3

)

. (4.1.1)

Ïîñêîëüêó

A(~e1) =

(
2

3
,
−1

3
,
−1

3

)

,

A(~e2) =

(−1

3
,
2

3
,
−1

3

)

,

A(~e3) =

(−1

3
,
−1

3
,
2

3

)

,

òî ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â áàçèñå ~e1, ~e2, ~e3 èìååò âèä:

A =





2
3

−1
3

−1
3−1

3
2
3

−1
3−1

3
−1
3

2
3





Ï ð è ì å ð 4.1.4. Ïóñòü Vn � n - ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü A � ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò

âåêòîð ~x èç Vn â âåêòîð ~x+ ~x0, ãäå ~x0 îòëè÷íûé îò íóëÿ âåêòîð èç Vn.

A(~x) = ~x+ ~x0.

Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïðåîáðàçîâàíèå A ëèíåéíûì?

• Ïóñòü ~x ∈ Vn, α � ÷èñëî, îòëè÷íîå îò åäèíèöû. Òîãäà

A(α~x) = α~x + ~x0 6= α(~x + ~x0) = αA(x),

ïîñêîëüêó ~x0 îòëè÷íûé îò íóëÿ âåêòîð.

Òàêèì îáðàçîì äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.
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Íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ

Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A îáðàç íóëÿ ðàâåí íóëþ, ò.å. A(~0) = ~0.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñïðàâåäëèâî:

A(~0) = A(0 · ~x) = 0 · A(~x) = ~0.

Ï ð è ì å ð 4.1.5. Èñïîëüçóÿ, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðå-

îáðàçîâàíèå, ïîñòðîåííîå â ïðèìåðå 4.1.4 íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Äåéñòâèòåëüíî:

A(~0) = ~0 + ~x0 = ~x0 6= ~0,

ïîñêîëüêó ~x0 îòëè÷íûé îò íóëÿ âåêòîð. Òàêèì îáðàçîì äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.

4.1.1 Ïåðåõîä ê äðóãîìó áàçèñó

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî êàê òîëüêî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå âûáðàí áàçèñ, òî êàæäîìó

ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îäíàêî åñëè âûáðàòü â ïðîñòðàí-

ñòâå äðóãîé áàçèñ, òî ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, ñòàíåò äðóãîé (ñì., ïðèìåð 4.1.2). Âûÿñíèì, êàê

ýòè ìàòðèöû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Ïóñòü V � n -ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ~e1, . . . , ~en è

~f1, . . . , ~fn �

äâà áàçèñà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Ïåðâûé èç íèõ íàçîâåì 'ñòàðûì', à âòîðîé � 'íîâûì' , ïðè÷¼ì

~f1 = c11~e1 + · · ·+ cn1~en,

. . .

~fn = c1n~e1 + · · ·+ cnn~en.

Ïóñòü C = Ce→f � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó, ò.å.

C =





c11 . . . c1n
. . . . . . . . . . . . .
cn1 . . . cnn



 .

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1.17. Ïóñòü A � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V , A è A′
� ìàòðèöû ýòîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ â ñòàðîì è íîâîì áàçèñå ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà A′ = C−1AC.

O

A

a

e1

e2

ab A=

O

A

a’

f1

f2

a’b A’ ’=

�èñ. 4.6: �èñ. 4.7:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà V . Ïóñòü ~a è

~b � êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû

âåêòîðîâ ~x è A(~x) â ñòàðîì áàçèñå, à ~a′, ~b′ � â íîâîì. Òîãäà

~b = A~a, ~b′ = A′~a′.

Ïî �îðìóëå ïåðåõîäà ê äðóãîìó áàçèñó èìååì ~a = C~a′, ~b = C~b′. Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â ïðåäûäóùóþ

�îðìóëó, ïîëó÷àåì C~b′ = A(C~a′). Îòêóäà ~b′ = (C−1AC)~a′. Ñðàâíèâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ

~b′ = A′~a′, ïîëó÷àåì
A′ = C−1AC.
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Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Äâå êâàäðàòíûõ ìàòðèöû P è Q îäíîãî ïîðÿäêà íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà C, ÷òî P = C−1QC.

Ñëåäñòâèå 4.1.1. Ìàòðèöû îäíîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì áàçèñàì, ïîäîáíû

äðóã äðóãó, è íàîáîðîò, åñëè ìàòðèöû ïîäîáíû, òî îíè ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè îäíîãî è òîãî æå ïðåîáðàçîâàíèÿ

â ðàçíûõ áàçèñàõ.

�àíã ïðåîáðàçîâàíèÿ A � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà A(~x), ~x ∈ V. Ïóñòü ~e1, . . . , ~en � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ

V, A � ìàòðèöà A â ýòîì áàçèñå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ðàíã A ðàâåí rgA. Åñëè ðàíã ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåí

n � ðàçìåðíîñòè V , òî ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò îäèí

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà â äðóãîé áàçèñ.

Åñëè A � ìàòðèöà A â áàçèñå ~e1, . . . , ~en, A
′
�ìàòðèöà â áàçèñå

~f1, . . . , ~fn è

~fi = c1i~e1 + · · · + cni~ei, òî
A′ = C−1AC (ýòî ðàâåíñòâî îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Êàêèå èç ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè â R1
: f : x→ 3x, g : x→ 2x+ 3, h : x→ x2

?

Óïðàæíåíèÿ ê 4.1

Óïðàæíåíèå 4.1.1. Ìîëåêóëà ìåòàíà ìîæåò áûòü îïèñàíà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (â àíãñòðåì

1

) ñëå-

äóþùåì âèäå:

C(0.000000, 0.000000, 0.000000);

H1 = d · (0, 0, 1) ≈ (0.000000, 0.000000, 1.089000);

H2 = d · (sinα, 0, cosα) ≈ (1.026719, 0.000000, −0.363000);

H3 = d · (sinα · cos(2π/3), − cosα · sin(2π/3), cosα) ≈ (−.513360, −0.889165, −0.363000);

H4 = d · (sinα · cos(2π/3), cosα · sin(2π/3), cosα) ≈ (−.513360, 0.889165, −0.363000),

ãäå d = 1.08900, α = 109.4710◦ . Çäåñü èíäåêñû ó àòîìîâ âîäîðîäà îáîçíà÷àþò ëèøü íóìåðàöèþ àòîìîâ. Äàíû ñëåäó-

H3
C

y

x

z

H1

H2

H4

�èñ. 4.8:

þùèå îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå: R3 7→ R3
:

• f � ïîâîðîò íà óãîë 120◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (åñëè ñìîòðåòü ñ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé íà îñè Oz) â
ïëîñêîñòè Oxy îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò;

• g � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Ozy.

(a) ßâëÿåòñÿ ëè êàæäîå èç îòîáðàæåíèé f , g ëèíåéíûì?

1

Àíãñòðåì ÿâëÿþòñÿ åäèíèöåé äëèíû, ðàâíîé (îäíà äåñÿòèìèëëèîííàÿ ìåòðà)
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(b) Íàðèñóéòå îáðàç ìîëåêóëû ìåòàíà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé f , g è êîìïîçèöèé îòîáðàæåíèé fg, gf è

çàäàéòå èõ êîîðäèíàòû àíàëèòè÷åñêè.

() Çàïèøèòå ìàòðèöû îòîáðàæåíèé f , g, fg, gf â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3
.

Óïðàæíåíèå 4.1.2. Äàíû ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ íà ïëîñêîñòè: R2 7→ R2
:

• f � ïîâîðîò íà óãîë 45◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò;

• g � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = −x;
• h � ðàñòÿæåíèå âäîëü îñè y â 10 ðàç (ò.å. òàêîå îòîáðàæåíèå, ïðè êîòîðîì êîîðäèíàòà y ëþáîãî âåêòîðà

óâåëè÷èâàåòñÿ â 10 ðàç, à êîîðäèíàòà x íå ìåíÿåòñÿ).

(a) ßâëÿåòñÿ ëè êàæäîå èç îòîáðàæåíèé f , g, h ëèíåéíûì?

(b) Íàðèñóéòå íà ïëîñêîñòè îáðàçû ïðÿìûõ y = x, y = −x, y = x/2, y = 0, y = 1, x = 0, x = −1 îòíîñèòåëüíî

îòîáðàæåíèé f , g, h è êîìïîçèöèé îòîáðàæåíèé fg, gf , fh, hf è çàäàéòå èõ àíàëèòè÷åñêè.

() Çàïèøèòå ìàòðèöû îòîáðàæåíèé f , g, h, fg, gf , fh, hf , gh â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R2
.

(d) Íàéäèòå îáðàç îêðóæíîñòè x2 + y2 = 4 îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îòîáðàæåíèé fg, gf , fgh.

Îòâåòû: 4.1.1 (a) äà, âñå ëèíåéíûå; (b) ïîä äåéñòâèåì f àòîìû è H1 ïåðåõîäÿò â ñåáÿ, à àòîìû H2 â H4, H4

â H3, H3 â H2, ïîä äåéñòâèåì g àòîìû è H1 ïåðåõîäÿò â ñåáÿ, ó àòîìîâ H2, H3, H4 ìåíÿþòñÿ êîîðäèíàòû ïðè x
íà ïðîòèâîïîëîæíûå, îáðàçû ïîä äåéñòâèåì fg è gf îäèíàêîâûå àòîì îñòàíåòñÿ íà ìåñòå, H1 èçìåíèò êîîðäèíàòó

z, àòîìû H2, H3, H4 ïåðåéäóò â ïîëîæåíèå, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îáðàòíûì çíàêîì ïî ïåðåìåííîé x îò H4, H3, H2

ñîîòâåòñòâåííî; () Af =







− 1
2

−
√
3

2
0√

3
2

− 1
2

0
0 0 1






, Ag =





−1 0 0
0 1 0
0 0 1





, Afg = Af · Ag =







1
2

√
3

2
0√

3
2

− 1
2

0
0 0 1






, Agf = Ag · Af =







1
2

−
√

3
2

0

−
√

3
2

− 1
2

0
0 0 1






. 4.1.2 (a) äà, âñå ëèíåéíûå; (b) ïîä äåéñòâèåì f ïðÿìàÿ y = x ïåðåõîäèò â x = 0, y = −x ïåðåõîäèò

â y = 0, y = x/2 ïåðåõîäèò â y = 3x, y = 0 ïåðåõîäèò â y = x, y = 1 ïåðåõîäèò â y = x +
√
2, x = 0 ïåðåõîäèò â

y = −x, x = −1 ïåðåõîäèò â x + y = −
√
2; ïîä äåéñòâèåì g ïðÿìàÿ y = x ïåðåõîäèò â ñåáÿ, y = −x ïåðåõîäèò â

ñåáÿ, y = x/2 ïåðåõîäèò â y = 2x, y = 0 ïåðåõîäèò â x = 0, y = 1 ïåðåõîäèò â x = −1, x = 0 ïåðåõîäèò â y = 0,
x = −1 ïåðåõîäèò â y = 1; ïîä äåéñòâèåì h ïðÿìàÿ y = x ïåðåõîäèò â y = 10x, y = −x ïåðåõîäèò â y = −10x,
y = x/2 ïåðåõîäèò â y = 5x, y = 0 ïåðåõîäèò â ñåáÿ, y = 1 ïåðåõîäèò â y = 10, x = 0 ïåðåõîäèò â ñåáÿ, x = −1
ïåðåõîäèò â ñåáÿ; ïîä äåéñòâèåì fg ïðÿìàÿ y = x ïåðåõîäèò â x = 0, y = −x ïåðåõîäèò â y = 0, y = x/2 ïåðåõîäèò

â y = −3x, y = 0 ïåðåõîäèò â y = −x, y = 1 ïåðåõîäèò â x + y = −
√
2, x = 0 ïåðåõîäèò â y = x, x = −1 ïåðåõîäèò

â y = x +
√
2; ïîä äåéñòâèåì gh ïðÿìàÿ y = x ïåðåõîäèò â y = 0, y = −x ïåðåõîäèò â x = 0, y = x/2 ïåðåõîäèò â

y = x/3, y = 0 ïåðåõîäèò â y = x, y = 1 ïåðåõîäèò â y = x +
√
2, x = 0 ïåðåõîäèò â y = −x, x = −1 ïåðåõîäèò

â y + x =
√
2; ïîä äåéñòâèåì fh ïðÿìàÿ y = x ïåðåõîäèò â y = −11x/9, y = −x ïåðåõîäèò â y = −9x/11, y = x/2

ïåðåõîäèò â y = −3x/2, y = 0 ïåðåõîäèò â y = x, y = 1 ïåðåõîäèò â y = x +
√
10, x = 0 ïåðåõîäèò â y = −x, x = −1

ïåðåõîäèò â y + x = −
√
2; ïîä äåéñòâèåì hf ïðÿìàÿ y = x ïåðåõîäèò â x = 0, y = −x ïåðåõîäèò â y = 0, y = x/2

ïåðåõîäèò â y = 30x, y = 0 ïåðåõîäèò â y = 10x, y = 1 ïåðåõîäèò â y = 10(x+
√
2), x = 0 ïåðåõîäèò â y = −10x, x = −1

ïåðåõîäèò â y = −10(x+
√
2); () Af =

(

1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

)

, Ag =

(

0 −1
−1 0

)

, Ah =

(

1 0
0 10

)

, Afg = Af ·Ag =

(

1√
2

− 1√
2

− 1√
2

− 1√
2

)

,

Agf = Ag · Af =

(

− 1√
2

− 1√
2

− 1√
2

1√
2

)

, Afh =

(

1√
2

10√
2

1√
2

10√
2

)

, Ahf =

(

1√
2

− 1√
2

10√
2

10√
2

)

, Agh = Ag · Ah =

(

0 −10
−1 0

)

. (d) îáðàç

îêðóæíîñòè x2 + y2 = 4 îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îòîáðàæåíèé fg, gf � áóäåò òà æà îêðóæíîñòü, à îáðàç îòíîñèòåëüíî

fgh áóäåò ýëëèïñ 13x2 + 12xy + 13y2 = 50.

4.2 Ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Ïóñòü A � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V .

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð ~x 6= ~0, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà λ âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî A(~x) = λ~x. Òîãäà ýòî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì A, âåêòîð ~x � ñîáñòâåííûì âåêòîðîì,

ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëó λ.

Òåîðåìà 4.2.18. Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó, îáðà-

çóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî α âûïîëíåíî A(α~x) = αA(~x) = αλ~x = λ(α~x) êðîìå òîãî, åñëè
~x1, ~x2 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû, òî A( ~x1 + ~x2) = A( ~x1) +A( ~x2) = λ ~x1 + λ ~x2 = λ( ~x1 + ~x2). Èòàê, α~x è ~x1 + ~x2 �
ñíîâà ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå òîìó æå ñàìîìó çíà÷åíèþ λ.

Ïóñòü ~e1, . . . , ~en � áàçèñ è A � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ A â ýòîì áàçèñå. Êàê èñêàòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà è

ñîáñòâåííûå âåêòîðû? �àâåíñòâî A(~x) = λ~x ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó A(~x) = λE~x èëè (A−λE)~x = ~0. Òàê êàê,
ïî îïðåäåëåíèþ, ~x 6= ~0, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (A − λE)~x = ~0 èìååò îòëè÷íîå îò íóëÿ ðåøåíèå. Çíà÷èò

|(A− λE)| = 0. Ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

χ(λ) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 − λ a12 . . . a1n
a21 a22 − λ . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

Óðàâíåíèå χ(λ) = 0 íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì.

Íåçàâèñèìîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îò áàçèñà âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ

|A′ − λE| = |C−1AC − λC−1EC| = |C−1| · |A− λE| · |C| = |A− λE|.

Îíî ïîçâîëÿåò íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ. Çàòåì ñèñòåìà (A−λE)~x = ~0 äàåò ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå
âåêòîðû.

Ï ð è ì å ð 4.2.1. �àññìîòðèì ìàòðèöó A =

(
1 0
1 3

)

. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

χ(λ) =

∣
∣
∣
∣

1− λ 0
1 3− λ

∣
∣
∣
∣
= 0.

�àñêðîåì îïðåäåëèòåëü:

(1− λ)(3 − λ)− 0 · 1 = 0, (1− λ)(3 − λ) = 0,

îòêóäà λ1 = 1, λ2 = 3. Èòàê, ñîáñòâåíûå ÷èñëà � ýòî λ1 = 1 è λ2 = 3.

• Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå λ1 = 1. Óðâàíåíèå (A − 1 · E)~x = ~0 çàïèøåì â âèäå

ñèñòåìû {

0 · x1 + 0 · x2 = 0,

1 · x1 + 2 · x2 = 0,

èëè x1 = −2x2. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû

~x =

(
x1
x2

)

=

(
−2x2
x2

)

= x2

(
−2
1

)

, x2 ∈ R\{0}.

Âñå îíè ïðîïîðöèîíàëüíû âåêòîðó

(
−2
1

)

.

• Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå λ2 = 3. Óðàâíåíèå (A − 3 · E)~x = ~0 çàïèøåì â âèäå

ñèñòåìû {

−2 · x1 + 0 · x2 = 0,

1 · x1 + 0 · x2 = 0,

èëè x1 = 0, x2 � ïðîèçâîëüíîå, îòëè÷íîå îò íóëÿ. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû

~x =

(
0
x2

)

= x2

(
0
1

)

, x2 ∈ R\{0}.

Âñå îíè ïðîïîðöèîíàëüíû âåêòîðó

(
0
1

)

.
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Òàêèì îáðàçîì âåêòîð ~e1 =

(
−2
1

)

ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 = 1, à âåêòîð ~e2 =

(
0
1

)

ñîîòâåòñòâóåò

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2 = 3. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðà ~e1, ~e2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò êàíîíè-

÷åñêîãî áàçèñà

(
1
0

)

,

(
0
1

)

ê áàçèñó ~e1, ~e2, èìååò âèä C =

(
−2 0
1 1

)

îáðàòíàÿ ìàòðèöà C−1 = − 1
2

(
1 0
−1 −2

)

.

Èñõîäíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåòîðîâ áóäåò èìåòü âèä:

A′ = C−1AC = −1

2

(
1 0
−1 −2

)(
1 0
1 3

)(
−2 0
1 1

)

=

(
1 0
0 3

)

.

Òåîðåìà 4.2.19. Åñëè ~x1, . . . , ~xk � ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñ-

ëàì λ1, . . . , λk, òî ýòè âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè k = 1, ïî îïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííîãî

âåêòîðà ~x1 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ~x1, . . . , ~xl−1 � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû è ïóñòü

c1~x1 + · · ·+ cl−1~xl−1 + cl~xl = ~0. (4.2.2)

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî c1 = c2 = · · · = cl−1 = cl = 0 (ýòî è áóäåò îçíà÷àòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ

~x1, . . . , ~xl). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå A

A(c1~x1 + · · ·+ cl−1~xl−1 + cl~xl) = A(~0) = ~0.

Äàëåå,

A(c1~x1) + · · ·+A(cl−1~xl−1) +A(cl~xl) = ~0, =⇒
c1A(~x1) + · · ·+ cl−1A(~xl−1) + clA(~xl) = ~0, =⇒
λ1c1~x1 + · · ·+ λl−1cl−1~xl−1 + λlcl~xl = ~0.

Êðîìå òîãî, èç (4.2.2) ïîëó÷àåì, óìíîæàÿ íà λl,

λlc1~x1 + · · ·+ λlcl−1~xl−1 + λlcl~xl = ~0.

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî èç ýòèõ ðàâåíñòâ âòîðîå, ïîëó÷àåì

(λ1 − λl)c1~x1 + · · ·+ (λl−1 − λl)cl−1~xl−1 = ~0.

Ïîñêëüêó, ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, âåêòîðû ~x1, . . . , ~xl−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

(λ1 − λl)c1 = 0, . . . , (λl−1 − λl)cl−1 = 0.

Íî, ïî óñëîâèþ, λ1 − λl 6= 0, . . . , λl−1 − λl 6= 0. Ïîýòîìó c1 = 0, . . . , cl−1 = 0. Íî òîãäà cl ~xl = ~0 è cl = 0, òàê
êàê ~xl 6= 0 ïî îïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà.

Ïóñòü A èìååò n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ1, . . . , λn. Òîãäà ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì ÷èñëàì ëèíåéíî íåçàâèñèìû è, çíà÷èò, îáðàçóþò áàçèñ. Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà A ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ èìååò âèä 







λ1 0 0 . . . 0 0
0 λ2 0 . . . 0 0
0 0 λ3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 λn









.

4.2.1 Æîðäàíîâà �îðìà ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â êîìïëåêñíîì

ïðîñòðàíñòâå

Àëãåáðàè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A äåéñòâóåò

â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Rn íàä ÷èñëîâûì ïîëåì K (ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèáî ïîëå äåéñòâèåòëüíûõ



104 �ëàâà 4. Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

÷èñåë R, ëèáî ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

ïðèíàäëåæàò ïîëþ K. �àññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà

χ(λ) = (λ1 − λ)m1(λ2 − λ)m2 . . . (λp − λ)mp ,

ãäå λk 6= λj ïðè k 6= j, k, j = 1, 2, . . . , p. Çäåñü

m1 +m2 + · · ·+mp = n.

Îïðåäåëåíèå 4.2.2. ×èñëî mk íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λk. Ìàê-

ñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk,
íàçûâàåòñÿ åãî ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ sk.

Ëåììà 6. �åîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî ÷èñëà âñåãäà ìåíüøå ëèáî ðàâíà àëãåáðàè÷åñêîé êðàò-

íîñòè sk 6 mk.

Ï ð è ì å ð 4.2.2. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3
, çàäàííî ïðè ïîìîùè

ìàòðèöû

A =





−3 1 −1
1 −5 −3
−1 −3 −5



 .

Íàéäèòå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â êîòîðîì ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåò Æîðäàíîâ âèä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé �îðìû

χ(λ) = |A− λE| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−3− λ 1 −1
1 −5− λ −3
−1 −3 −5− λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

�åøèâ óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè −λ3 − 13λ2 − 44λ− 32 = 0, íàõîäèì

λ1 = −1, λ2 = −4, λ3 = −8.

Íàéä¼ì ñîáñòâåííûå âåêòîðà, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåíûì ÷èñëàì.

1. Ïóñòü λ1 = −1. Òîãäà óðàâíåíèå (A− λ1 ·E)~x = ~0 ïðèíèìàåò âèä:





−2 1 −1
1 −4 −3
−1 −3 −4



~x = ~0.

Ïðåîáðàçóåì äàííóþ ñèñòåìó ïðè ïîìîùè ìåòîäà �àóññà





−2 1 −1
1 −4 −3
−1 −3 −4





~a2
~a3 + ~a2
~a1 + ~a2 − ~a3

∼





1 −4 −3
0 −7 −7
0 0 0





~a1
~a2/(−7)
~a3

∼

∼
(
1 −4 −3
0 1 1

)
~a1 + 4~a2
~a2

∼
(
1 0 1
0 1 1

)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå íà íàõîæäåíèå ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ïðèíèìàåò âèä:

{

x1 + x3 = 0

x2 + x3 = 0.

Îòêóäà âñå âåêòîðà âèäà c · (1, 1,−1), c ∈ R\{0} áóäóò ñîáñòâåííûìè äëÿ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ1 = −1.

Âîçüì¼ì íîðìèðîâàííûé: ~e1 =
(

1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

)

.
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2. Ïóñòü λ2 = −4. Òîãäà óðàâíåíèå (A− λ2 ·E)~x = ~0 ïðèíèìàåò âèä:




1 1 −1
1 −1 −3
−1 −3 −1



~x = ~0.

Ïðåîáðàçóåì äàííóþ ñèñòåìó ïðè ïîìîùè ìåòîäà �àóññà





1 1 −1
1 −1 −3
−1 −3 −1





~a1
~a2 − ~a1
~a3 + ~a1

∼





1 1 −1
0 −2 −2
0 −2 −2





~a1
~a2/(−2)
~a3 − ~a2

∼

∼
(
1 1 −1
0 1 1

)
~a1 − ~a2
~a2

∼
(
1 0 −2
0 1 1

)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå íà íàõîæäåíèå ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ïðèíèìàåò âèä:

{

x1 − 2x3 = 0

x2 + x3 = 0.

Îòêóäà âñå âåêòîðà âèäà c · (2,−1, 1), c ∈ R\{0} áóäóò ñîáñòâåííûìè äëÿ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ2 = −4.

Âîçüì¼ì íîðìèðîâàííûé: ~e2 =
(

2√
6
,− 1√

6
, 1√

6

)

.

3. Ïóñòü λ3 = −8. Òîãäà óðàâíåíèå (A− λ3 ·E)~x = ~0 ïðèíèìàåò âèä:




5 1 −1
1 3 −3
−1 −3 3



~x = ~0.

Ïðåîáðàçóåì äàííóþ ñèñòåìó ïðè ïîìîùè ìåòîäà �àóññà





5 1 −1
1 3 −3
−1 −3 3





~a2
~a1 − 5~a2
~a3 + ~a2

∼





1 3 −3
0 −14 14
0 0 0





~a1
~a2/(−14)
~a3

∼

∼
(
1 3 −3
0 1 −1

)
~a1 − 3~a2
~a2

∼
(
1 0 0
0 1 −1

)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå íà íàõîæäåíèå ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ïðèíèìàåò âèä:

{

x1 = 0

x2 − x3 = 0.

Îòêóäà âñå âåêòîðà âèäà c · (0, 1, 1), c ∈ R\{0} áóäóò ñîáñòâåííûìè äëÿ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ3 = −8.

Âîçüì¼ì íîðìèðîâàííûé: ~e3 =
(

0, 1√
2
, 1√

2

)

.

Òàêèì îáðàçîì Æîðäàíîâ âèä ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A áóäåò èìåòü âèä:

J =





−1 0 0
0 −4 0
0 0 −8





â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ~e1 =
(

1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

)

, ~e2 =
(

2√
6
,− 1√

6
, 1√

6

)

, ~e3 =
(

0, 1√
2
, 1√

2

)

. Äåéñòâèòåëüíî,

ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà

2

C =






1√
3

2√
6

0
1√
3

− 1√
6

1√
2

− 1√
3

1√
6

1√
2




 =⇒ C−1 = CT =






− 1√
3

− 1√
3

1√
3

2√
6

− 1√
6

1√
6

0 1√
2

1√
2






à òàêæå C−1AC = J .
2

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ìàòðèöà C ïîëó÷åíà èç îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, òî îíà îðòîãîíàëüíà, ò.å. C−1 = CT
.
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Ï ð è ì å ð 4.2.3. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðà îïåðàòîðà T : X 7→ XT
, ãäå X ∈M3 �

ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ïîðÿäêà 3× 3, XT
� òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óäîáñòâà êàæäîé ìàòðèöå A =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33




ìû áóäåì ñîïîñòàâëÿòü âåêòîð-

ñòîëáåö ~a = (a11, a12, a13, a21, a22, a23, a31, a32, a33)
T
. Òîãäà ìàòðèöå A áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàòðèöà AT

èëè âåêòîð ñòîëáåö ~aT = (a11, a21, a31, a12, a22, a32, a13, a23, a33)
T
. Âûáåðåì â êà÷åñòâå áàçèñà âåêòîðà ~ek =

(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), ãäå åäèíèöà ñòîèò íà k-îì ìåñòå. Â áàçèñå ~e1, . . . , ~e9 ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ T ïðèíè-

ìàåò âèä:

















1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

















Íàéä¼ì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óðàâíåíèå T − λE = 0:

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1− λ 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −λ 0 1 0 0 0 0 0
0 0 −λ 0 0 0 1 0 0
0 1 0 −λ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1− λ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −λ 0 1 0
0 0 1 0 0 0 −λ 0 0
0 0 0 0 0 1 0 −λ 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1− λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü äàííûé îïðåäåëèòåëü óäîáíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè òðåòèé è ÷åòâ¼ðòûé ñòîëáåö,

çàòåì òðåòüþ è ÷åòâ¼ðòóþ ñòðîêó. Ïîòîì ïîìåíÿåì ìåñòàìè øåñòîé è ñåäüìîé ñòîëáåö, çàòåì øåñòóþ è

ñåäüìóþ ñòðîêó. Â èòîãå ïîëó÷èëè:

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1− λ 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −λ 1 0 0 0 0 0 0
0 1 −λ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −λ 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1− λ 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −λ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −λ 1 0
0 0 0 0 0 0 1 −λ 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1− λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (1− λ)3(λ2 − 1)3 = (1 − λ)6(λ+ 1)3 = 0.

Îòêóäà λ1,2,3,4,5,6 = 1, λ7,8,9 = −1. Íàéä¼ì ñîáñòâåííûå âåêòîðà. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ, â êà÷åñòâå óïðàæ-

íåíèÿ íàéòè èõ ñàìîñòîÿòåëüíî (ýòî áóäåò ïðåêðàñíûì óïðàæíåíèåì). Âûïèøåì ñîáñòâåííûå âåêòîðà. Ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1,2,3,4,5,6 = 1 îòâå÷àþò øåñòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (ò.å. øåñòü ìàòðèö):

E1 =





1 0 0
0 0 0
0 0 0



 , E2 =





0 0 0
0 1 0
0 0 0



 , E3 =





0 0 0
0 0 0
0 0 1



 ,

E4 =





0 1 0
1 0 0
0 0 0



 , E5 =





0 0 1
0 0 0
1 0 0



 , E6 =





0 0 0
0 0 1
0 1 0



 .
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Ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ7,8,9 = −1 îòâå÷àþò òðè ñîáñòâåííûõ âåêòîðà (ò.å. òðè ìàòðèöû)

E7 =





0 −1 0
1 0 0
0 0 0



 , E8 =





0 0 −1
0 0 0
1 0 0



 , E9 =





0 0 0
0 0 −1
0 1 0



 .

Íåñêîëüêî ñëîâ î Æîðäàíîâîé �îðìå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.













0 0 0 0
J1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0
J2

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
J3






























0 0 0 0 0 0
J1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0
J2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

.

.

.

0 0 0 0

0 0 0 0
J3
























J(1)
J(2)

. . .

J(n)







=







0
0
0

−1

0
0

−1
0

1
0
0
0

−2
−1
0
0






4.2.2 Âåùåñòâåííûé àíàëîã Æîðäàíîâîé �îðìû ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ

Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Rn × Rn èìååò æîðäàíîâó êëåòêó Jq(λj) ïîðÿäêà q äëÿ êîìïëåêñíîãî ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ λj = αj + iβj ñ ìíèìîé ÷àñòüþ βj 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò æîðäàíîâà öåïî÷êà:







Ae1 = λje1,

Ae2 = λje2 + e1,

Ae3 = λje3 + e2,

. . .

Aeq = λjeq + eq−1

Ïðåäñòàâèì ej â âèäå ej = xj + iyj, ãäå xj , yj ∈ Rn. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

A[x1, y1, . . . , xq, yq] = [x1, y1, . . . , xq, yq]M2q,

ãäå

M2q =













α β 1 0
−β α 0 1

α β 1 0
−β α 0 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
α β 1 0
−β α 0 1
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Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L(x1, y1, . . . , xq, yq) ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè 2q,
ñîâïàäàþùèì ñ ïðÿìîé ñóììîé äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ � êîðíåâîãî ïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû äëÿ ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ λj = αj + iβj è êîðíåâîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ñîïðÿæåííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λj = αj − iβj (â
ñèëó âåùåñòâåííîñòè êîý��èöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, λj è λj îáà ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû îäèíàêîâîé êðàòíîñòè). Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò

Òåîðåìà 4.2.20. Ëþáàÿ ìàòðèöà A ∈ Rn × Rn ñ ïîìîùüþ âåùåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ïðèâî-

äèòñÿ ê ïðÿìîé ñóììå âåùåñòâåííûõ æîðäàíîâûõ áëîêîâ è âåùåñòâåííûõ áëîêîâ âèäà M2q.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ê çàäàííîé ìàòðèöû

ðàçìåðà 3× 3.

2. Âûïèøèòå âñå âîçìîæíûå âèäû æîðäàíîâîé �îðìû îïåðàòîðà ó êîòîðîãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû λ1,2 = 2,
λ3 = 5.

3. Âûïèøèòå âñå âîçìîæíûå âèäû æîðäàíîâîé �îðìû îïåðàòîðà ó êîòîðîãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû λ1,2,3 =
π.

Óïðàæíåíèÿ ê 4.2

Óïðàæíåíèå 4.2.1. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ìàòðèöû A3×3 õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

χ(λ) = −λ3 + 7λ + 1.

Äèàãîíàëèçèðóåìà ëè ìàòðèöà A íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë? Ïîëó÷èòå îòâåò íå âû÷èñëÿÿ õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèå êîðíè.

Óïðàæíåíèå 4.2.2. Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöà A3×3 íåâûðîæäåíà. Äîêàæèòå, ÷òî

1. λ−1
ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A−1

.

2. Àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü λ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ìàòðèöû A ñîâïàäàåò ñ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü λ−1
ñîá-

ñòâåííîãî ÷èñëà ìàòðèöû A−1
.

3. �åîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü λ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ìàòðèöû A ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü λ−1
ñîá-

ñòâåííîãî ÷èñëà ìàòðèöû A−1
.

Óïðàæíåíèå 4.2.3. Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöà A îáëàäàåò ñâîéñòâîì A2 = µ ·A, µ ∈ R. Äëÿ âñåõ ëè òàêèõ ìàòðèö

ñïðàâåäëèâî:

1. λ = µ ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A.

2. Ìàòðèöà A ìîæåò èìåòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò µ.

3. Ìàòðèöà B = E − µA óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ: B2 = µ ·B (òàêîìó æå êàê è ìàòðèöà A).

Óïðàæíåíèå 4.2.4. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ, çàäàííûå â ïðèìåðå 4.1.2, ò.å. îòîáðàæåíèÿ íà ïëîñêîñòè: R2 7→
R2
:

• f � ïîâîðîò íà óãîë 45◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò;

• g � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = −x;
• h � ðàñòÿæåíèå âäîëü îñè y â 10 ðàç (ò.å. òàêîå îòîáðàæåíèå, ïðè êîòîðîì êîîðäèíàòà y ëþáîãî âåêòîðà

óâåëè÷èâàåòñÿ â 10 ðàç, à êîîðäèíàòà x íå ìåíÿåòñÿ).

(a) Äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ ρ ∈ {f, g, h, fg, fh, gh} íàéäèòå ñîáñòâåííûå âåêòîðà, îòîáðàæåíèÿ ρ èëè äîêàæèòå

èõ îòñóòñòâèå.

(b) Äëÿ òåõ îòîáðàæåíèé ρ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ âåêòîðà, îòâå÷àþùèõ óñëîâèÿì

ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, çàïèøèòå äåéñòâèå îòîáðàæåíèÿ ρ â áàçèñå, ñîñòàâëåííîì èç ýòèõ âåêòîðîâ.

Óïðàæíåíèå 4.2.5. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû íà ïðîñòðàíñòâå R3
, çàäàííû ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè:

A1 =





−3 0 0
0 −11 0
0 0 1



 , A2 =





−8 0 0
0 −8 0
0 0 −8



 , A3 =





0 0 −6
0 −6 0
−6 0 0



 , A4 =





0 −27 0
0 0 −27
0 0 0



 .

Íàéäèòå ìèíèìàëüíûé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåíû, ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû êàæäîé èç ýòèõ ìàòðèö,

Íàéäèòå âñå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðè äåéñòâèè êàæäîãî îïåðàòîðà.



4.2. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 109

Óïðàæíåíèå 4.2.6. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ëè-

íåéíûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå R3
, çàäàííûõ ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè:

A1 =





0 1 0
5 0 1
8 −8 3



 , A2 =





−4 −8 0
8 12 0
10 −5 4



 , A3 =





0 1 −1
−4 6 −8
−3 6 −8



 .

Äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë óêàæèòå èõ ãåîìåòðè÷åñêóþ è àëãåáðàè÷åñêóþ êðàòíîñòü.

Óïðàæíåíèå 4.2.7. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèí¼ííûå âåêòîðà íàä ïîëåì êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë C ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå R3
, çàäàííûõ ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè:

A1 =





4 −6 9
3 −5 9
1 −2 4



 , A2 =





4 −1 1
8 −2 4
4 −2 4



 , A3 =





5 −2 2
9 −4 3
−9 3 −4



 , A4 =





4 3 −6
4 0 4
8 4 −10



 .

Äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë óêàæèòå èõ ãåîìåòðè÷åñêóþ è àëãåáðàè÷åñêóþ êðàòíîñòü. Íàéäèòå Æîðäàíîâó íîðìàëü-

íóþ �îðìó è ìàòðèöó ïåðåõîäà ê íåé.

Óïðàæíåíèå 4.2.8. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(a) îïåðàòîðà äè��åðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Rn[x] � àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíè íå âû÷å, ÷åì n;

(b) îïåðàòîðà X 7→ XT
â ïðîñòðàíñòâå Mn(R) � âñåõ ìàòðèö ïîðÿäêà n;

() îïåðàòîðà

1
x

∫ x

0
f(t) dt â ïðîñòðàíñòâå Rn[x];

(d) îïåðàòîðà Dn : f 7→ dnf
dxn â ïðîñòðàíñòâå, ïîðîæä¼ííûì âåêòîðàìè {1, cosx, sin x, . . . , cosmx, sinmx}.

Îòâåòû: 4.2.1 Óêàçàíèå: äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ λ1 < λ2 < λ3 < λ4 òàêèå, ÷òî sign(λk) = (−1)k,
k = 1, 2, 3, 4. 4.2.2 . 4.2.3 âåçäå îòâåò äà. 4.2.4 (a) äëÿ f íåò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ; äëÿ îòîáðàæåíèÿ g âåêòîð

~e1 = (1; 1) ïåðåõîäèò â −~e1, ~e2 = (1;−1) ïåðåõîäèò â ~e2, ò.å. âåêòîðà ~e1,2 � ñîáñòâåííûå; äëÿ îòîáðàæåíèÿ h âåêòîð

~e1 = (0; 1) ïåðåõîäèò â 10~e1, ~e2 = (1; 0) ïåðåõîäèò â ~e2, ò.å. âåêòîðà ~e1,2 � ñîáñòâåííûå; äëÿ îòîáðàæåíèÿ fg, ïîëîæèì
ϕ = 22, 5◦ âåêòîð ~e1 = (cosϕ;− sinϕ) ïåðåõîäèò â ~e1, ~e2 = (− cosϕ; sinϕ) ïåðåõîäèò â ~e2, ò.å. âåêòîðà ~e1,2 � ñîáñòâåí-

íûå; äëÿ îòîáðàæåíèÿ fh ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ

(

1√
2

− 10√
2

1√
2

10√
2

)

ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ± = 11±
√

41

2
√

2
, äëÿ λ− ñîáñòâåííûé

âåêòîð ~e1 = (9 +
√
41;−2), äëÿ λ+ ñîáñòâåííûé âåêòîð ~e2 = (9−

√
41;−2); äëÿ îòîáðàæåíèÿ gh ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ

(

0 −10
−1 0

)

ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ± = ±
√
10, äëÿ λ+ ñîáñòâåííûé âåêòîð ~e1 = (

√
10;−1), äëÿ λ− ñîáñòâåííûé âåêòîð

~e2 = (
√
41; 1). (b) äëÿ f íåò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ; äëÿ îòîáðàæåíèÿ g â áàçèñå ~e1 = (1; 1), ~e2 = (1;−1) ìàòðèöà

îòîáðàæåíèÿ A′
g =

(

−1 0
0 1

)

; äëÿ îòîáðàæåíèÿ h â áàçèñå ~e1 = (0; 1), ~e2 = (1; 0) ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A′
h =

(

10 0
0 1

)

;

äëÿ îòîáðàæåíèÿ fg â áàçèñå (ϕ = 22, 5◦) ~e1 = (cosϕ;− sinϕ),~e2 = (− cosϕ; sinϕ) ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A′
fg =

(

1 0
0 1

)

;

äëÿ îòîáðàæåíèÿ fh â áàçèñå ~e1 = (9+
√
41;−2), ~e2 = (9−

√
41;−2) ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A′

fg =

(

11−
√

41

2
√

2
0

0 11+
√

41

2
√

2

)

;

äëÿ îòîáðàæåíèÿ gh â áàçèñå ~e1 = (
√
10;−1), ~e2 = (

√
10; 1) ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A′

gh =

(√
10 0

0 −
√
10

)

. 4.2.5 Äëÿ

A1: õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(λ) = (−7 − λ)(−2 − λ)(1 − λ) ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì (ïîñêîëüêó âñå êîðíè

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñîâïàäàþò ñ ìèíèìàëüíûì), ò.å. ϕ(λ) = (λ + 7)(λ + 2)(λ − 1). Ñîáñòâåííûå ÷èñëà

è ñîáñòâåííûå âåêòîðà λ1 = −7, ~e1 = (1, 0, 0); λ2 = −7, ~e2 = (0, 1, 0); λ3 = 1, ~e3 = (0, 0, 1). Èíâàðèàíòíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà: L < ~e1 >, L < ~e2 >, L < ~e3 >, L < ~e1, ~e2 >, L < ~e1, ~e3 >, L < ~e2, ~e3 >, íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî è R3

.

Äëÿ A2: õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(λ) = (−6 − λ)3. Ìèíèìàëüíûé ϕ(λ) = 6 + λ. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðà λ1,2,3 = −6, ~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1). Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà áóäóò ëþáûå

îäíîìåðíûå è äâóìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî è R3
. Äëÿ A3: õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

χ(λ) = (6−λ)(6+λ)2. Ìèíèìàëüíûé ϕ(λ) = λ2 − 62. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðà λ1 = 6, ~e1 = (−1; 0; 1);
λ2,3 = −6, òî ~e2 = (1, 0, 1), ~e3 = (0, 1, 0). Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà áóäóò L < ~e1 >, L < ~e2, ~e3 >, íóëåâîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî è R3

. Äëÿ A4: õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(λ) = −λ3
. Ìèíèìàëüíûé ϕ(λ) = λ3

. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è

ñîáñòâåííûå âåêòîðà λ1,2,3 = 0, ~e1 = (1; 0; 0). Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà áóäóò L < ~e1 >, L < (0, 1, 0), (0, 0, 1) >,
íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî è R3

. 4.2.6 Äëÿ A1: ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1 = −1, λ2 = 2 +
√
3i, λ3 = 2 −

√
3i, ñîáñòâåííûå

âåêòîðà ~e1 = (−1; 1; 4), ~e2 = ((1−
√
3i)/4; 1; 2 +

√
3i), ~e3 = ((1 +

√
3i)/4; 1; 2 −

√
3i). �åîìåòðè÷åñêàÿ è àëãåáðàè÷åñêàÿ

êðàòíîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàâíà 1; Äëÿ A2: ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1,2,3 = 4, ñîáñòâåííûé âåêòîð ~e1 = (0; 0; 1).
�åîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ = 4 ðàâíà 1, àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ðàâíà 3; Äëÿ A3: ñîáñòâåí-

íûå ÷èñëà λ1 = −2, λ2 = i, λ3 = −i, ñîáñòâåííûå âåêòîðà ~e1 = (0; 1; 1), ~e2 = (−i; 4; 3), ~e3 = (i; 4; 3). �åîìåòðè÷åñêàÿ
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è àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàâíà 1. 4.2.7 Äëÿ A1: ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1,2,3 = 1, ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðà ~e1 = (3; 3; 1), ~e3 = (2; 1; 0) ïðèñîåäèí¼ííûé âåêòîð ~e3 = (1; 0; 0). �åîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü λ = 1 ðàâíà

2 è àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ = 1 ðàâíà 3. Æîðäàíîâà íîðìàëüíàé �îðìà â áàçèñå ~e1, ~e2,

~e3 èìååò âèä





1 1 0
0 1 0
0 0 1





; Äëÿ A2: ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1,2,3 = 2, ñîáñòâåííûå âåêòîðà ~e1 = (1; 4; 2), ~e3 = (0; 0; 1)

ïðèñîåäèí¼ííûé âåêòîð ~e3 = (1; 2; 0). �åîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü λ = 2 ðàâíà 2 è àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîá-

ñòâåííîãî ÷èñëà λ = 2 ðàâíà 3. Æîðäàíîâà íîðìàëüíàé �îðìà â áàçèñå ~e1, ~e2, ~e3 èìååò âèä





2 1 0
0 2 0
0 0 2





; Äëÿ A3:

?????????????????????????????????????????????????; Äëÿ A4: ?????????????????????????????????????????????????.

4.2.8 (a) Â áàçèñå ~e1 = 1, ~e2 = x, . . . , ~en+1 = xn
: ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1,2,...,n+1 = 0, ñîáñòâåííûé âåêòîð ~e =

(1, 0 . . . , 0) = 1; (b) Óäîáíåå ìàòðèöû ïîðÿäêà n × n "âûïðÿìèòü"â ñòîëáöû. Òîãäà õàðàêåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

ïðèíèìàåò âèä: (−1)n(λ − 1)
n2+n

2 (λ + 1)
n2

−n
2

, ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ
1,2,...,n

2+n
2

= 1, λn2+n
2

+1,...,n2
= −1, ñîáñòâåííûå

âåêòîðà îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 1 áóäóò ìàòðèöû

E1 =









1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0









, E2 =









0 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0









, . . . , En =









0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1









,

En+1 =









0 1 . . . 0
1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0









, . . . , E2n−1 =









0 0 . . . 1
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
1 0 . . . 0









, . . . , En2+n
2

=









0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 1
0 . . . 1 0









ñîáñòâåííûå âåêòîðà îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó −1 áóäóò ìàòðèöû

En2+n
2

+1
=









0 −1 . . . 0
1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0









, . . . , En2+n
2

+n−1
=









0 0 . . . −1
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
1 0 . . . 0









, . . . , En2 =









0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 −1
0 . . . 1 0









.

() Â áàçèñå ~e1 = 1, ~e2 = x, . . . , ~en+1 = xn
: ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk = 1/k, k = 1, . . . , n + 1 ñîáñòâåííûå âåêòîðà

~f1 = (1, 0, . . . , 0) = 1, ~f2 = (0, 1, . . . , 0) = x, . . . , ~fn+1 = (0, 0 . . . , 1) = xn
; (d) Ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1 = 1, λ2k = kni,

λ2k+1 = −kni, k = 1, . . . ,m ñîáñòâåííûå âåêòîðà ?????



�ëàâà 5

Áèëèíåéíûå �óíêöèè è êâàäðàòè÷íûå

�îðìû

5.1 Áèëèíåéíûå �óíêöèè è êâàäðàòè÷íûå �îðìû

Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Íàçîâåì �óíêöèþ F(~x, ~y) îò âåêòîðîâ ~x, ~y ñî

çíà÷åíèÿìè â R áèëèíåéíîé, åñëè

1) F( ~x1 + ~x2, ~y) = F( ~x1, ~y) + F( ~x2, ~y), ∀ ~x1, ~x2, ~y ∈ V ;
F(α~x, ~y) = αF(~x, ~y), ∀α ∈ R, ∀~x, ~y ∈ V ;

2) F(~x, ~y1 + ~y2) = F(~x, ~y1) + F(~x, ~y2), ∀~x, ~y1, ~y2 ∈ V ;
F(~x, α~y) = αF(~x, ~y), ∀α ∈ R, ∀~x, ~y ∈ V .

Ïóñòü ~e1, . . . , ~en � áàçèñ V . Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèÿ F(~x, ~y) äëÿ ëþáûõ ~x, ~y ∈ V äîñòàòî÷íî

çíàòü çíà÷åíèÿ F(~ei, ~ej), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Ïóñòü
~x = x1~e1 + x2~e2, ~y = y1~e1 + y2~e2. Òîãäà

F(~x, ~y) = F(x1~e1 + x2~e2, y1~e1 + y2~e2) = F(x1~e1, y1~e1 + y2~e2) + F(x2~e2, y1~e1 + y2~e2) =

= x1F(~e1, y1~e1 + y2~e2) + x2F(~e2, y1~e1 + y2~e2) =

(ìû èñïîëüçîâàëè ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó)

= x1(F(~e1, y1 ~e1) + F(~e1, y2 ~e2)) + x2(F(~e2, y1 ~e1) + F(~e2, y2 ~e2)) =

= x1(y1F(~e1, ~e1) + y2F(~e1, ~e2)) + x2(y1F(~e2, ~e1) + y2F(~e2, ~e2)) =

= x1y1F(~e1, ~e1) + x1y2F(~e1, ~e2) + x2y1F(~e2, ~e1) + x2y2F(~e2, ~e2).

Ï ð è ì å ð 5.1.1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y) íà åâêëèäîâîì (èëè óíèòàðíîì) ïðîñòðàíñòâå V ÿâëÿåòñÿ

áèëèíåéíîé �óíêöèåé íà V .

Ï ð è ì å ð 5.1.2. Ôóíêöèÿ F (f, g) =
∫ b

a f(t) g(t) dt ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé �óíêöèåé íà ïðîñòðàíñòâå �óíê-
öèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b].

5.1.1 Çàäàíèå áèëèíåéíîé �óíêöèè ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû. Ïåðåõîä ê äðóãîìó

áàçèñó

Ìàòðèöà A ñ ýëåìåíòàìè aij = F(~ei, ~ej) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé áèëèíåéíîé �óíêöèè â áàçèñå ~e1, . . . , ~en.

F(~x, ~y) = x1(y1F(~e1, ~e1) + y2F(~e1, ~e2)) + x2(y1F(~e2, ~e1) + y2F(~e2, ~e2)) =

= (x1x2)

(
y1F(~e1, ~e1) + y2F(~e1, ~e2)
y1F(~e2, ~e1) + y2F(~e2, ~e2)

)

=

= (x1x2)

(
F(~e1, ~e1) F(~e1, ~e2)
F(~e2, ~e1) F(~e2, ~e2)

)(
y1
y2

)

=

(
x1
x2

)T (
a11 a12
a21 a22

)(
y1
y2

)

= ~xTA~y.

111
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Ï ð è ì å ð 5.1.3. Åñëè F(~x, ~y) = (~x, ~y) � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî

F(~x, ~y) áóäåò áèëèíåéíîé �óíêöèåé, à åå ìàòðèöà A áóäåò ïðîñòî ìàòðèöåé �ðàìà. Äåéñòâèòåëüíî,

A = G(~e1, ~e2, . . . , ~en) =







(~e1, ~e1) (~e1, ~e2) . . . (~e1, ~en)
(~e2, ~e1) (~e2, ~e2) . . . (~e2, ~en)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(~en, ~e1) (~en, ~e2) . . . (~en, ~en)






.

Ïîýòîìó íà ìàòðèöó áèëèíåéíîé �óíêöèè ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà îáîáùåíèå ìàòðèöû �ðàìà.

Ëåììà 7. Ïóñòü ïðè ïåðåõîäå îò áàçèñà ~e1, . . . , ~en ê äðóãîìó áàçèñó

~f1, . . . , ~fn áèëèíåéíàÿ �óíêöèÿ

F(x, y) =

n∑

k,l=1

aklxkyl

ïåðåõîäèò â

F ′(x′, y′) =
n∑

k,l=1

a′klx
′
ky

′
l.

Òîãäà ìàòðèöà A′
îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �óíêöèè F ′(x′, y′), ñâÿçàíà ñ ìàòðèöàìè A, C = Ce→f , îòâå-

÷àþùèå áèëèíåéíîé �óíêöèè F(x, y) è ìàòðèöå ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê f ñîîòíîøåíèåì:

A′ = CTAC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âåêòîðà ~x, ~y èìååò â áàçèñå ~e1, . . . , ~en êîîðäèíàòû ~xe = (x1, . . . , xn),

~ye = (y1, . . . , yn) à â áàçèñå

~f1, . . . , ~fn � êîîðäèíàòû ~xf = (x′1, . . . , x
′
n), ~yf = (y′1, . . . , y

′
n). Òîãäà, êàê íàì

èçâåñòíî 



x1
. . .
xn



 = Ce→f





x′1
. . .
x′n



 ,





y1
. . .
yn



 = Ce→f





y′1
. . .
y′n



 ,

ãäå C = Ce→f ìàòðèöà ïåðåõîäà. Ñëåäîâàòåëüíî,

F ′(x′, y′) = F(x(x′, y′), y(x′, y′)) = ~xTA~y = (C~x ′)TA(C~y ′) =

= ~x ′ TCTAC~y ′ = ~x ′ T (CTAC)~y ′ = ~x ′ TA′~y ′.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå ê áàçèñó

~f ′
1, . . . ,

~f ′
n ìàòðèöà A′

áèëèíåéíîé �óíêöèè â ýòîì áàçèñå ðàâíà

A′ = CTAC, ãäå CT � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà, ò.å. åñëè

C =





c11 . . . c1n
. . . . . . . . . . . . .
cn1 . . . cnn



 , òî CT =





c11 . . . cn1
. . . . . . . . . . . . .
c1n . . . cnn



 .

Îïðåäåëåíèå 5.1.2. Åñëè äëÿ ëþáûõ ~x, ~y èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî F(~x, ~y) =
F(~y, ~x), òî áèëèíåéíàÿ �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé (ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ìàòðèöà A � ñèììåò-

ðè÷åñêàÿ, ò.å. aij = aji äëÿ âñåõ i, j). Ïóñòü F(~x, ~y) � ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà ïîëîæèì

Q(~x) = F(~x, ~x). Ôóíêöèÿ Q(~x) íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìîé îò ~x.

Îïðåäåëåíèå 5.1.3. Áèëèíåéíàÿ �îðìà F(~x, ~y) íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîé (àíòèñèììåòðè÷íîé), åñëè

F(~x, ~y) = −F(~y, ~x), äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ ~x, ~y ∈ V .

Îáùèé âèä êâàäðàòè÷íîé �îðìû

• â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R2
:

Q(~x) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2 :

• â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R3
:

Q(~x) = a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3;
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• Â ïðîñòðàíñòâå Rn:

Q(~x) =

n∑

k,l=1

aklxkxl.

Çàìå÷àíèå 16. Çàìåòèì, ÷òî åñëè Q � êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé

�óíêöèè F , òî
Q(a+ b) = F(a+ b, a+ b) = F(a, a) + F(a, b) + F(b, a) + F(b, b),

ñëåäîâàòåëüíî,

F(a, b) =
1

2
(Q(a+ b)−Q(a)−Q(b)).

Òàêèì îáðàçîì, ñèììåòðè÷íûå áèëèíåéíûå �óíêöèè è êâàäðàòè÷íûå �óíêöèè íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíî-

çíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè.

Òåîðåìà 5.1.21. Ëþáàÿ áèëèíåéíàÿ �óíêöèÿ äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå â ñóììó ñèììåòðè÷íîé

è êîñîñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíûõ �óíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñóùåñòâîâàíèå, ïîòîì åäèíñòâåííîñòü.

Ñóùåñòâîâàíèå. Ñóùåñòâîâàíèå óêàçàííîãî ðàçëîæåíèÿ î÷åâèäíî, ò.ê.

F(a, b) =
1

2
(F(a, b) + F(b, a)) +

1

2
(F(a, b)−F(b, a)).

Åäèíñòâåííîñòü. Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî åñëè áèëèíåéíàÿ �óíêöèÿ îäíîâðåìåííî ñèììåòðè÷íà è êîñîñèì-

ìåòðè÷íà, òî îíà íóëåâàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè F(a, b) = F(b, a) = −F(b, a), òî 2F(b, a) = 0, ïîýòîìó
F(b, a) = 0 äëÿ âñåõ a, b.

Ïóñòü òåïåðü �óíêöèÿ F îáëàäàåò äâóìÿ ðàçëîæåíèÿìè óêàçàííîãî âèäà,

F = F1 + F2 = G1 + G2,

ãäå F1,G1 ñèììåòðè÷íû, à F2,G2 êîñîñèììåòðè÷íû. Òîãäà 0 = (F1 − G1) + (F2 − G2), îòêóäà ñëåäó-

åò, ÷òî êàê �óíêöèÿ F1 − G1, òàê è �óíêöèÿ F2 − G2, äîëæíà áûòü îäíîâðåìåííî ñèììåòðè÷íîé è

êîñîñèììåòðè÷íîé, ïîýòîìó îáå ýòè �óíêöèè ðàâíû íóëþ.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Êàêàÿ èç áèëèíåéíûõ �óíêöèé f1(x, y) = x1y1 +3x3y1 − x2y3 − 11x2y2 +3x1y3 − x3y2 è f2(x, y) = 5x3y1 − x2y3 −
5x1y3 + x3y2 ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé è êîñîñèììåòðè÷åñêîé?

2. Ìîæåò ëè áèëèíåéíàÿ �óíêöèÿ áûòü îäíîâðåìåííî ñèììåòðè÷åñêîé è êîñîñèììåòðè÷åñêîé?

Óïðàæíåíèÿ ê 5.1

Óïðàæíåíèå 5.1.1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ �óíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ áèëèíåéíûìè �óíêöèÿìè â ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ?

a. Ôóíêöèÿ f(~x, ~y) = 20~xT · ~y + α, ~x, ~y ∈ Rd
, α ∈ R. Çäåñü α � ïàðàìåòð, à ïîä óìíîæåíèåì âåêòîðîâ ïîíèìàåì

óìíîæåíèå ìàòðèö ðàçìåðà 1× d è d× 1.

b. Ôóíêöèÿ f(A,B) = tr(AB), A,B ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòðàíñòâà ìàòðèö Mn(R). Çäåñü trA ñëåä ìàòðèöû A, ò.å.
ñóììà âñåõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A.

. Ôóíêöèÿ f(A,B) = tr(AB −BA), A,B ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòðàâíñòâà ìàòðèö Mn(R).

d. Ôóíêöèÿ f(A,B) = det(AB), A,B ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòðàíñòâà ìàòðèö Mn(R).

e. Ôóíêöèÿ f(A,B) = tr(17A+ 2B), A,B ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòðàíñòâà ìàòðèö Mn(R).

f. Ôóíêöèÿ f(A,B) = tr(ABT ), A,B ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòðàíñòâà ìàòðèö Mn(R).

g. Ôóíêöèÿ f(A,B) = tr(ATB), A,B ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòðàíñòâà ìàòðèö Mn(R).
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h. Ôóíêöèÿ f(A,B) ðàâíà êîý��èöèåíòó c9,7 ìàòðèöû C = AB, ãäå = A · B, A,B ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòðàíñòâà

ìàòðèö Mn(R), n > 9.

i. Ôóíêöèÿ f(x, y) =
∫ 3

1
x(t)y(t)dt, ãäå x, y ∈ C[1; 3] (ò.å. íåïðåðûâíûå �óíêöèè).

j. Ôóíêöèÿ f(x, y) =
∫ 5

0
x(t)y′(t) dt, ãäå x ∈ C[0; 5], y ∈ C1[0; 5], ïðè÷¼ì x(0) = y(0) = x(5) = y(5) = 0.

k. Ôóíêöèÿ f(x, y) =
∫ 7

1
(x(t) + y(t))3 dt, ãäå x, y ∈ C[1; 7].

Óïðàæíåíèå 5.1.2. Íàéäèòå ìàòðèöó áèëèíåéíîé �óíêöèè f â íîâîì áàçèñå, åñëè çàäàíû å¼ ìàòðèöà â ñòàðîì

áàçèñå è �îðìóëû ïåðåõîäà:

(a) F =





0 1 −5
−1 0 −1
0 −1 2



 ,
e′1 = e1 − 2e2,
e′2 = e1 + 5e3,
e′3 = e1 + 5e2 + 4e3;

(b) F =





2 1 −3
−1 1 −1
−1 −1 2



 ,
e′1 = e1 − e2 + 2e3,
e′2 = e1 − e3,
e′3 = e1 + 3e2 + 3e3;

(c) F =





1 0 −1
−1 1 −2
0 0 1



 ,
e′1 = e1 − 2e2,
e′2 = e1 + 5e3,
e′3 = e1 + 5e2 + 4e3;

(d) F =





0 1 −3
0 2 −1
−2 −2 0



 ,
e′1 = e1 − e2 + 2e3,
e′2 = e1 − e3,
e′3 = e1 + 3e2 + 3e3;

Óïðàæíåíèå 5.1.3. Â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö ðàçìåðà 20× 20 ñ áàçèñîì

e1 =









1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0









, e2 =









0 1 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0









, . . . , e20 =









0 0 . . . 1
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0









,

e21 =









0 0 . . . 0
1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0









, . . . , e202 =









0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1









,

íàéäèòå ìàòðèöó áèëèíåéíûõ �óíêöèé â ýòîì áàçèñå äëÿ �óíêöèè:

1. f(A,B) ðàâíîé êîý��èöèåíòó c6,8 ìàòðèöû C = AB, ãäå = A ·B, A,B ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòðàíñòâà ìàòðèö

M20(R).

2. f(A,B) = tr(A ·BT ).

Óïðàæíåíèå 5.1.4. Ïðèâåäèòå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

(a) êîñîñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ �óíêöèþ (â R)

x1y2 + x4y1 + 2x2y3 − 2x3y2 + 5x3y4 − x1y4 − 5x4y3,

(b) ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ �óíêöèþ

3x1y2 + 2x1y3 + 3x2y1 − x2y3 + 2x3y1 − x3y2 + 6x3y3.

Îòâåòû: 5.1.1 (a) Åñëè α = 0, òî áèëèíåéíàÿ, åñëè α 6= 0, òî íåò; (b) áèëèíåéíà; () áèëèíåéíà; (d) íåò; (e) íåò;

(f) áèëèíåéíà; (g) áèëèíåéíà; (h) áèëèíåéíà; (i) áèëèíåéíà; (j) áèëèíåéíà; (k) íåò. 5.1.2 (a) F =





0 −13 −5
8 25 0
1 −15 −28





;

(b) F =





7 −1 1
−9 8 −6
−5 −4 −1





; () F =





7 18 5
1 21 17

−14 −39 −7





; (d) F =





−3 −2 −25
−7 5 2
−19 0 −21





. 5.1.3 (a) ìàòðèöà F =

(fmj)m,j=1,...,400, ãäå fmj = 1, åñëè m = {101, 102, . . . , 120} è j = 8+20 ·s, s = 0, 1, . . . , 19 îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû

F íóëåâûå, ò.å. fmj = 0 åñëèm 6∈ {101, 102, . . . , 120} ëèáî j 6∈ 8+20·s, s = 0, 1, . . . , 19; (b) ìàòðèöà F = (fmj)m,j=1,...,400,

ãäå fmj = 1, åñëè m = j è fmj = 0 èíà÷å, ò.å. äëÿ m 6= j. 5.1.4 (a) F ′ =









0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0









. Óêàçàíèå: Íàäî èñêàòü

íîâûé áàçèñ â âèäå ~e′1 = ~e1, ~e
′
2 = ~e2, ~e

′
3 = ~e3 + α~e1 + β~e2, ~e

′
4 = ~e4 + δ~e1 + γ~e2. Êîíñòàíòû α, β, γ, δ íàõîäèì èç

óñëîâèÿ F(~e′1, ~e
′
3) = 0, F(~e′1, ~e

′
4) = 0, F(~e′2, ~e

′
3) = 0, F(~e′2, ~e

′
4) = 0, îòäêóäà ïîëó÷èì β = γ = 0, α = 2, δ = 1; (b)

F ′ =





−2/3 0 0
0 16, 5 0
0 0 6





.
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5.2 Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íûõ �îðì ê êàíîíè÷åñêîìó è íîðìàëü-

íîìó âèäó

5.2.1 Ìåòîä Ëàãðàíæà

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûäåëåíèÿ ïîëíûõ êâàäðàòîâ íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà Ëàãðàíæà.

Ï ð è ì å ð 5.2.1. Äàíà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

Q(~x) = 2x21 + 21x22 + 6x23 + 6x24 − 12x1x2 + 4x1x3 − 18x2x3 + 2x3x4.

Ïðèâåñòè äàííóþ �îðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è íàéòè âèä íåâûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿùåãî

êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé, çàòåì ïî âòîðîé è ò.ä.:

[2x21 − 12x1x2 + 4x1x3] + 21x22 + 6x23 + 6x24 − 18x2x3 + 2x3x4 =

= [2(x1 − 3x2 + x3)
2 − 2(−3x2 + x3)

2] + 21x22 + 6x23 + 6x24 − 18x2x3 + 2x3x4 =

= 2(x1 − 3x2 + x3)
2 + [3x22 − 6x2x3] + 4x23 + 6x24 + 2x3x4 =

= 2(x1 − 3x2 + x3)
2 + [3(x2 − x3)

2 − 3x23] + 4x23 + 6x24 + 2x3x4 =

= 2(x1 − 3x2 + x3)
2 + 3(x2 − x3)

2 + (x3 + x4)
2 + 5x24.

Òàêèì îáðàçîì êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé �îðìû:

Q′(~x ′) = 2(x′1)
2 + 3(x′2)

2 + (x′3)
2 + 5(x′4)

2,

ãäå x′1 = x1 − 3x2 + x3, x
′
2 = x2 − x3, x

′
3 = x3 + x4, x

′
4 = x4. Òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà ïåðåõîäà ê áàçèñó, â

êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïðèíèìàåò êàíîíè÷åñêèé âèä ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óðàâíåíèÿ

C−1 =







1 −3 1 0
0 1 −1 0
0 0 1 1
0 0 0 1






.

Ïîñêîëüêó ~x = C~x ′
.

Ñ�îðìóëèðóåì òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.2.22. Âñÿêàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà â n -ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü ïðèâå-

äåíà íåêîòîðûì íåâûðîæäåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ò.å. âèäó

λ1(x
′
1)

2 + · · ·+ λm(x′m)2,

ãäå λ1, . . . , λm ∈ R, m 6 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ëàãðàíæà (âûäåëåíèÿ ïîëíûõ êâàäðàòîâ). Âîñïîëüçóåìñÿ

èíäóêöèåé.

• Åñëè â êâàäðàòè÷íóþ �îðìó âõîäèò ëèøü îäíà ïåðåìåííàÿ, òî Q(x) = a11x
2
1 è òîãäà âñ¼ äîêàçàíî.

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì, çàâèñÿùèõ îò s − 1
ïåðåìåííîé (â n -ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå).

• �àññìîòðèì

Q(~x) =

s∑

k,l=1

aklxkxl.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
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1. Åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí êâàäðàò ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ êîý��èöèåíòîì, íàïðèìåð, a11 6= 0, òî
âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò ïî ïåðåìåííîé x1, ïîëó÷àåì

Q(~x) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + · · ·+ 2a1sx1xs +

s∑

k,l=2

aklxkxl =

= a11

(

x1 +
a12
a11

x2 + · · ·+ a1s
a11

xs

)2

− a11

(
a12
a11

x2 + · · ·+ a1s
a11

xs

)2

+
s∑

k,l=2

aklxkxl =

= a11

(

x1 +
a12
a11

x2 + · · ·+ a1s
a11

xs

)2

+
s∑

k,l=2

a′klxkxl = a11 · x′21 + Q̃(x2, . . . , xs).

Ïðîâåðèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå x′1 = a11x1 + · · · + a1sxs, x
′
k = xk, k = 2, . . . n � íåâûðîæäåíî. Íî

ýòî î÷åâèäíî, ò.ê. îïðåäåëèòåëü

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13 . . . a1s 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 0 . . . 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a11 6= 0

îòëè÷åí îò íóëÿ. Äàëåå, ïîñêîëüêó êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q̃(x2, . . . , xs) çàâèñèò òîëüêî s − 1 ïåðå-

ìåííîé, òî äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè.

2. Åñëè âñå êîý��èöèåíòû ïðè ïîëíûõ êâàäðàòàõ ðàâíû íóëþ, ò.å. akk = 0, òî ñóùåñòâóåò êîý��èöèåíò
(åñëè ýòî íå òàê, òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïðîñòî íóëåâàÿ è ñëåäîâàòåëüíî âñ¼ äîêàçàíî), íàïðèìåð,

a12 6= 0. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîãî







x1 = x′1 − x′2
x2 = x′1 + x′2
x3 = x′3
. . .
xn = x′n

⇐⇒ ~x =










1 1 0 0 0
1 −1 0 0 0
0 0 1 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 1










~x ′ ⇐⇒ ~x = C~x ′,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò ñòàðîãî áàçèñà ~e1, . . . , ~en ê íîâîìó áàçèñó

~f1, . . . , ~fn ïðè ïîìîùè

ìàòðèöû ïåðåõîäà C. Äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî detC = −2, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå íåâûðîæäåíî. Ïðè
ýòîì ïðîèçâåäåíèå x1x2 îáðàòèòñÿ â x

′2
1 − x′22 , è ìû ïðèõîäèì ê ïåðâîìó ñëó÷àþ.

5.2.2 Ìåòîä �àóññà

Ï ð è ì å ð 5.2.2. Âåðí¼ìñÿ åù¼ ðàç óæå ðàçîáðàííîìó ïðèìåðó 5.2.1. �àññìîòðåâ ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé

�îðìû

Q(~x) = 2x21 + 21x22 + 6x23 + 6x24 − 12x1x2 + 4x1x3 − 18x2x3 + 2x3x4,

ìû ïðèâåëè å¼ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Q′(~x ′) = 2(x′1)
2 + 3(x′2)

2 + (x′3)
2 + 5(x′4)

2,

ãäå x′1 = x1 − 3x2 + x3, x
′
2 = x2 − x3, x

′
3 = x3 + x4, x

′
4 = x4.

Ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü ê ìàòðèöå èñõîäíîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ìåòîä �àóññà ïðèâåäåíèÿ ê òðåóãîëüíîìó
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âèäó:







2 −6 2 0
−6 21 −9 0
2 −9 6 1
0 0 1 6







~a1
~a2 + 3~a1
~a3 − ~a1
~a4

∼







2 −6 2 0
0 3 −3 0
0 −3 4 1
0 0 1 6







~a1
~a2
~a3 + ~a2
~a4

∼

∼







2 −6 2 0
0 3 −3 0
0 0 1 1
0 0 1 6







~a1
~a2
~a3
~a4 − ~a3

∼







2 −6 2 0
0 3 −3 0
0 0 1 1
0 0 0 5






.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà äâà îáñòîÿòåëüñòâà: äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïîñëåäíåé ìàòðèöû ñîâïàäàþò ñ êîý�-

�èöèåíòàìè êàíîíè÷åñêîãî âèäà êâàäðàòè÷íîé �îðìû, à êîý��èöèåíòû çàìåíû ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåé

ê ýòîìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè ñòðîê ýòîé ìàòðèöû, åñëè èõ ðàçäåëèòü íà ñîîòâåò-

ñòâóþùèå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû. Âîçíèêàåò ïîäîçðåíèå, ÷òî ìåòîä Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî íåêîòîðîé

âåðñèåé ìåòîäà �àóññà.

Íàøå íàáëþäåíèå î�îðìèì â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 5.2.23. Ìåòîä Ëàãðàíæà ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû Q(~x) = ~x T A~x ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

ýêâèâàëåíòåí ìåòîäó �àóññà ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû A ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäïîëîæåíèè a11 6= 0, ïðîñëåäèì ê ÷åìó ïðèâîäèò ïåðâûé øàã ìåòîäà Ëàãðàíæà ïðè

âûäåëåíèè ïîëíîãî êâàäðàòà ïî ïåðåìåííîé x1:

Q(~x) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + · · ·+ 2a1nx1xn +

n∑

k,l=2

aklxkxl =

= a11

(

x1 +
a12
a11

x2 + · · ·+ a1n
a11

xn

)2

− a11

(
a12
a11

x2 + · · ·+ a1n
a11

xn

)2

+

n∑

k,l=2

aklxkxl =

= a11

(

x1 +
a12
a11

x2 + · · ·+ a1n
a11

xn

)2

+ Q̃(x2, . . . , xn).

Ïîñëå âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà, ñîäåðæàùåãî ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xn â ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà îáðà-

çîâàëàñü êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q̃(x2, . . . , xs), íå ñîäåðæàùàÿ x1. Îíà ðàâíà

Q̃(x2, . . . , xs) = −a11
(
a12
a11

x2 + · · ·+ a1n
a11

xn

)2

+
∑

26j,k6n

ajkxjxk =

= −a11
∑

26j,k6n

a1ja1k
a211

xjxk +
∑

26j,k6n

ajkxjxk =
∑

26j,k6n

(

ajk −
a1j
a11

a1k

)

xjxk .

Åñëè òåïåðü âûïèñàòü ìàòðèöó ýòîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû (îíà èìååò ïîðÿäîê n− 1), òî åå ýëåìåíòû îáðàçó-

þòñÿ ïî òî÷íî òàêîìó æå ïðàâèëó, êàê è êîý��èöèåíòû ìàòðèöû, ïîëó÷àþùåéñÿ èç ìàòðèöû A â ðåçóëüòàòå

ïåðâîãî øàãà ìåòîäà �àóññà.

Ïåðâûé øàã ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ �àóññà ïðåîáðàçóåò ìàòðèöó A ñëåäóþùèì îáðàçîì:







a11 a12 a13 . . . a1n
a12 a22 a23 . . . a2n

. . . . . .
a1n a2n a3n . . . ann







∼







a11 a12 . . . a1n

0 a
[1]
22 . . . a

[1]
2n

. . . . . .

0 a
[1]
n2 . . . a

[1]
nn







;

çäåñü

a
[1]
jk = ajk −

aj1a1k
a11

.
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Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà (ajk = akj), òî è ìàòðèöà






a
[1]
22 . . . a

[1]
2n

. . . . . .

a
[1]
n2 . . . a

[1]
nn






(n−1)×(n−1)

îêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé. Åñëè a
[1]
22 6= 0, òî ê ýòîé íîâîé ìàòðèöå ìîæíî ñíîâà ïðèìåíèòü òó æå ïðîöåäóðó,

è ò.ä., è â êîíöå êîíöîâ ïðèäåì ê ìàòðèöå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñîáèðàÿ âñå ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû â îäíó

ìàòðèöó, ïîëó÷èì åå â òðåóãîëüíîì âèäå


















a11 a12 . . . a1,r−1 a1r a1,r+1 . . . a1n

0 a
[1]
22 . . . a

[1]
2,r−1 a

[1]
2r a

[1]
2,r+1 . . . a

[1]
2n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . a
[r−2]
r−1,r−1 a

[r−2]
r−1,r a

[r−2]
r−1,r+1 a

[r−2]
r−1,n

0 0 . . . 0 a
[r−1]
rr a

[r−1]
r,r+1 . . . a

[r−1]
rn

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0


















(5.2.1)

ïðè óñëîâèè, ÷òî íè îäíî èç ÷èñåë íà äèàãîíàëè íå îáðàòèëîñü â íóëü:

a11 6= 0, a
[1]
22 6= 0, . . . , a

[r−2]
r−1,r−1 6= 0, a[r−1]

rr 6= 0 .

Åñëè òåïåðü îáðàòèòüñÿ ê ìåòîäó Ëàãðàíæà, òî óâèäèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà êàê ðàç è îïðåäåëÿåò çàìåíó

ïåðåìåííûõ







x′1 = x1+
a12
a11
x2+ · · ·+ a1,r−1

a11
xr−1+

a1r
a11
xr · · ·+ a1,n−1

a11
xn−1+

a1n
a11

xn

x′2 = x2+ · · ·+ a
[1]
2,r−1

a
[1]
22

xr−1+
a
[1]
2r

a
[1]
22

xr · · ·+ a
[1]
2,n−1

a
[1]
22

xn−1+
a
[1]
2n

a
[1]
22

xn

.

.

.

.

.

. . . .

x′r−1 = xr−1+
a
[r−2]
r−1,r+1

a
[r−2]
r−1,r−1

xr · · ·+ a
[r−2]
r−1,n−1

a
[r−2]
r−1,r−1

xn−1+
a
[r−2]
r−1,n

a
[r−2]
r−1,r−1

xn

x′r = xr+ · · ·+ +
a
[r−1]
n−1,r

a
[r−2]
r,r

xn−1
a
[r−1]
n−1,r

a
[r−2]
r,r

xn

,

ïðèâîäÿùóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

Q′(~x ′) = a11(x
′
1)

2 + a
[1]
22(x

′
2)

2 + · · ·+ a
[r−2]
r−1,r−1(x

′
r−1)

2 + a[r−1]
rr (x′r)

2 .

Çàìå÷àíèå 17. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî, íàïðèìåð, a11 = 0, òî òîãäà ñîãëàñíî ìåòîäó Ëàãðàíæà íàäî íàéòè

íåíóëåâîé êîý��èöèåíò akk è ïðèìåíÿòü äàííûé ìåòîä íà÷èíàÿ ñ ýòîé ïåðåìåííîé. Ìîæíî çàïèñàòü êàê ýòî

äåéñòâèå âûãëÿäèò â òåðìèíàõ ìàòðèöû A (îòíîñèòåëüíî ìåòîäà �àóññà), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî ïîìåíÿòü

ìåñòàìè 1-óþ ñòðî÷êó ñ k-îé ñòðîêîé è 1-ûé ñòîëáåö ñ k-ûì ñòîëáöîì è íà÷èíàòü ñíà÷àëà. Íî âìåñòå ïåðåìåí

â ìàòðèöå ìîæíî âåðíóòüñÿ ê ìåòîäó Ëàãðàíæà íàïðÿìóþ.

Ïîêàæåì íà ïðèìåðå êàê ïîñòóïàòü â ñëó÷àÿõ, êîãäà âñ¼ æå íàõîäèòñÿ îäèí èç êîý��èöèåíòîâ, ðàâíûé

íóëþ.

Ï ð è ì å ð 5.2.3. Äàíà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

Q(~x) = x21 + 5x22 + 10x23 + 3x24 − 2x1x2 + 6x1x3 − 10x2x3 + 8x3x4.

Ïðèâåñòè äàííóþ �îðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è íàéòè âèä íåâûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿùåãî

êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.



5.2. Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íûõ �îðì ê êàíîíè÷åñêîìó è íîðìàëüíîìó âèäó 119

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ê ìàòðèöå èñõîäíîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ìåòîä �àóññà ïðèâåäåíèÿ ê òðåóãîëü-

íîìó âèäó:







1 −1 3 1
−1 5 −5 1
3 −5 10 4
1 1 4 3







~a1
~a2 + ~a1
~a3 − 3~a1
~a4 − ~a1

∼







1 −1 3 1
0 4 −2 2
0 −2 1 1
0 2 1 2







~a1
~a2
~a3 + (1/2)~a2
~a4 − (1/2)~a2

∼







1 −1 3 1
0 4 −2 2

0 0 0 2
0 0 2 1






.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íà äèàãîíàëè a
[2]
33 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû íå ìîæåì äàëåå ïðîäîëæàòü âûäåëÿòü

êâàäðàòû, îïèñàííûì ñïîñîáîì. Òîãäà âåðí¼ìñÿ ê êâàäðàòè÷íîé �îðìå, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà 2×2
â íèæíåì ïðàâîì êâàäðàòå:

Q̃(x3, x4) = 4x3x4 + x24 = (x4 + 2x3)
2 − 4x23.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèâåëè êâàäðàòè÷íóþ �îðìó Q̃ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, à ñëåäîâàòåëüíî è Q:

Q′(~x ′) = (x′1)
2 + 4(x′2)

2 − 4(x′3)
2 + (x′4)

2,

ãäå x′1 = x1 − x2 + 3x3 + x4, x
′
2 = x2 − 1

2x3 +
1
2x4, x

′
3 = x3, x

′
4 = x3 + x4.

5.2.3 Ôîðìóëà ßêîáè. ßâíûé âèä êîý��èöèåíòîâ a
[k−1]
kk

Ëåììà 8. Íà êàæäîì øàãå ìåòîäà �àóññà (ñì. ïðåäûäóùèé ïàðàãðà�) âñå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû êâàä-

ðàòè÷íîé �îðìû A íå ìåíÿþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííàÿ ëåììà î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó êàæäûé øàã ìåòîäà �àóññà èñïîëüçóåò ýëåìåíòàðíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ìàòðèöåé A òðåòüåãî òèïà, ò.å. ê ñòðîêå ìû ïðèáàâëÿåì äðóãóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà

íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Êàê íàì èçâåñòíî, îïðåäåëèòåëè ïðè äàííîì ïðåîáðàçîâàíèè íå ìåíÿþòñÿ.

Òåîðåìà 5.2.24 (Ôîðìóëà ßêîáè). Ïóñòü ðàíã êâàäðàòè÷íîé �îðìû Q ðàâåí r è, áîëåå òîãî, ïåðâûå r
äèàãîíàëüíûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû A êâàäðàòè÷íîé �îðìû Q îòëè÷íû îò íóëÿ, ò.å.

∆1 = a11 6= 0, ∆2 =

∣
∣
∣
∣

a11 a12
a12 a22

∣
∣
∣
∣
6= 0, , . . . , ∆r =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1r
. . . . . . . . . . . . .
a1r . . . arr

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0.

Ïîëîæèì ∆0 = 1. Òîãäà êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé �îðìû Q ïðèíèìàåò âèä

1

:

Q′(~x ′) =
r∑

k=1

∆k

∆k−1
(x′k)

2,

ãäå

x′k = xk +
a
[k−1]
k,k+1

a
[k−1]
kk

xk+1 + · · ·+
a
[k−1]
k,n−1

a
[k−1]
kk

xn−1 +
a
[k−1]
kn

a
[k−1]
kk

xn, k = 1, . . . r,

à êîíñòàíòû a
[l]
jk îïðåäåëåíû â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å ïðè ïîìîùè ìåòîäà �àóññà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 8 è ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à, âûòåêàåò, ÷òî åñëè îáîçíà÷èòü âñå óãëîâûå ìèíîðû

ìàòðèöû (5.2.1) ÷åðåç ∆′
1, ∆

′
2, . . . , ∆

′
n, òî

a
[k−1]
kk =

∆′
k

∆′
k−1

=
∆k

∆k−1
.

Ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî

Q′(~x ′) =
r∑

k=1

a
[k−1]
kk (x′k)

2 =

r∑

k=1

∆k

∆k−1
(x′k)

2.

1

Äàííàÿ �îðìóëà íîñèò íàçâàíèÿ �îðìóëû ßêîáè. Â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ ýòó �îðìóëó ìîæíî íàéòè â âèäå Q′(~x ′) =
∑r

k=1
∆k−1

∆k
(x′

k)
2
, èëè äàæå â âèäå Q′(~x ′) =

∑r
k=1

1
∆k−1∆k

(x′
k)

2
. Íî â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî îäíà è òà æå �îðìóëó, à ðàçëè÷íûå

å¼ âèäû îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî ïî ðàçíîìó çàïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèå íà êîý��èöèåíòû x′
k ÷åðåç ïåðåìåííûå x1, . . . , xk.
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Ï ð è ì å ð 5.2.4. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìåòîäîì ßêîáè

Q(~x) = x21 + 2x1x2 − 2x1x3 + x22 − x2x3 + x23.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ßêîáè.

1. Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû èìååò âèä





1 1 −1
1 1 −1/2
−1 −1/2 1



 .

Âû÷èñëÿåì óãëîâûå ìèíîðû

∆1 = 1 6= 0, ∆2 =

∣
∣
∣
∣

1 1
1 1

∣
∣
∣
∣
= 0.

Íî ñóùåñòâóåò ìèíîð ïîðÿäêà 2× 2, îòëè÷íûé îò íóëÿ, íàïðèìåð,

M13
12 =

∣
∣
∣
∣

1 1
−1 −1/2

∣
∣
∣
∣
=

1

2
6= 0,

òî ìåòîä ßêîáè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé �îðìû ïðèìåíèòü íåëüçÿ.

2. Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåíóìåðàöèåé ïåðåìåííûõ. Ñäåëàåì çàìåíó x1 íà x3, ò.å. ìåíÿåì ìåñòàìè 1-þ è 3-þ

ñòðîêè è 1-é è 3-é ñòîëáöû ìàòðèöû A. Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû â ïåðåìåííûõ x′1 = x3, x
′
2 = x2,

x′3 = x1 ïðèìåò âèä:

A′ =





1 −1/2 −1
−1/2 1 1
−1 1 1



 .

Ïðèìåíèì äëÿ íåå ìåòîä ßêîáè. Âû÷èñëèì óãëîâûå ìèíîðû

∆1 = 1, ∆2 =

(
1 −1/2

−1/2 1

)

=
3

4
, ∆3 = detA′ = −1

4
.

Âñå óãëîâûå ìèíîðû îòëè÷íû îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèì ìåòîä ßêîáè è èñêîìûé êàíîíè÷åñêèé

âèä:

Q′(~y) =
∆1

∆0
y21 +

∆2

∆1
y22 +

∆3

∆2
y23 = y21 +

3

4
y22 −

1

3
y23 .

Ï ð è ì å ð 5.2.5. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìåòîäîì ßêîáè

Q(~x) = −2x21 − 2x1x2 − 2x1x3 + 5x22 − 6x2x3 − 2x23.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ßêîáè. Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû èìååò âèä





−2 −1 −1
−1 5 −3
−1 −3 −2



 .

Âû÷èñëÿåì óãëîâûå ìèíîðû

∆1 = −2, ∆2 =

∣
∣
∣
∣

−2 −1
−1 5

∣
∣
∣
∣
= −11, ∆3 = detA = 29.

Âñå óãëîâûå ìèíîðû îòëè÷íû îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèì ìåòîä ßêîáè è èñêîìûé êàíîíè÷åñêèé âèä:

Q′(~x ′) = −2(x′1)
2 +

11

2
(x′2)

2 − 29

11
(x′3)

2.
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Ï ð è ì å ð 5.2.6. Ìåòîäîì ßêîáè íàéòè êàíîíè÷åñêèé âèä è íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå

ê ýòîìó âèäó, äëÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû

Q(~x) = 3x21 − 6x1x2 + 12x1x3 − 16x2x3 + x22 + 3x23.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ßêîáè. Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû èìååò âèä





3 −3 6
−3 1 −8
6 −8 3



 .

Âû÷èñëÿåì óãëîâûå ìèíîðû

∆1 = 3, ∆2 =

(
3 −3
−3 1

)

= −6, ∆3 = detA = 42.

Âñå óãëîâûå ìèíîðû îòëè÷íû îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèì ìåòîä ßêîáè è èñêîìûé êàíîíè÷åñêèé âèä:

Q′(~x ′) = 3(x′1)
2 − 2(x′2)

2 − 7(x′3)
2. (5.2.2)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óêàçàòü ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíèì ìåòîä �àóññà:





3 −3 6
−3 1 −8
6 −8 3





~a1
~a2 + ~a1
~a3 − 2~a1

∼





3 −3 6
0 −2 −2
0 −2 −9





~a1
~a2
~a3 − ~a2

∼





3 −3 6
0 −2 −2
0 0 −7



 .

Îòêóäà åù¼ ðàç ïîëó÷àåì âèä êâàäðàòè÷íîé �îðìû (5.2.2) è ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ê íåìó: x′1 =
x1 − x2 + 2x3, x

′
2 = x2 + x3, x

′
3 = x3.

5.2.4 Çíàêîîïðåäåë¼ííûå êâàäðàòè÷íûå �îðìû

Îïðåäåëåíèå 5.2.1. • Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q(~x) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè äëÿ

âñåõ ~x 6= ~0 âûïîëíåíî Q(~x) > 0. Â ýòîì ñëó÷àå âñå λi > 0.

• Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q(~x) íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè äëÿ âñåõ ~x 6= ~0 âûïîëíåíî

Q(~x) < 0. Â ýòîì ñëó÷àå âñå λi < 0.

• Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q(~x) íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè äëÿ âñåõ ~x âûïîëíåíî

Q(~x) > 0.

• Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q(~x) íàçûâàåòñÿ íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè äëÿ âñåõ ~x âûïîëíåíî

Q(~x) 6 0.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé �îðìû âñå λ1, . . . , λn > 0 â êàíîíè÷åñêîì âèäå. À äëÿ îòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåííîé �îðìû âñå λi < 0.

Îïðåäåëåíèå 5.2.2. Ìèíîðû, ïðèìûêàþùèå ê ëåâîìó âåðõíåìó óãëó ìàòðèöû, íàçûâàþòñÿ óãëîâûìè.

(
a11 a12
a21 a22

)

Ìèíîðû, èìåþùèå ñâîåé äèàãîíàëüþ ãëàâíóþ äèàãîíàëü ìàòðèöû, íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè.

Ï ð è ì å ð 5.2.7. Äëÿ ìàòðèöû

A =





1 2 3
−1 0 −2
4 5 6





âûïèñàòü âñå (a) óãëîâûå ìèíîðû; (b) âñå ãëàâíûå ìèíîðû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Âñå óãëîâûå ìèíîðû

M1
1 = 1, M12

12 =

∣
∣
∣
∣

1 2
−1 0

∣
∣
∣
∣
, A =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
−1 0 −2
4 5 6

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

(b) Âñå ãëàâíûå ìèíîðû:

M1
1 = 1, M2

2 = 0, M3
3 = 6,

M12
12 =

∣
∣
∣
∣

1 2
−1 0

∣
∣
∣
∣
, M13

13 =

∣
∣
∣
∣

1 3
4 6

∣
∣
∣
∣
, M23

23 =

∣
∣
∣
∣

0 −2
5 6

∣
∣
∣
∣
,

M123
123 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
−1 0 −2
4 5 6

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Çàìå÷àíèå 18. Äëÿ ìàòðèöû ðàçìåðà n× n óãëîâûõ ìèíîðîâ n, à ãëàâíûõ 2n − 1.

Äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû A =







a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann







íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ

∆1 = a11, ∆2 =

∣
∣
∣
∣

a11 a12
a12 a22

∣
∣
∣
∣
, , . . . , ∆n =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . .
a1n . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Èìååò ìåñòî êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà:

Òåîðåìà 5.2.25 (êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà). Ïóñòü çàäàííà ìàòðèöà A. Òîãäà

1. Åñëè ìàòðèöà A òàêîâà, ÷òî

∆1 > 0, ∆2 > 0, ∆3 > 0, . . . , |A| = ∆n > 0.

Òîãäà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

Q(~x) =
s∑

k,l=1

aklxkxl.

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

2. Åñëè

∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0, . . . , (−1)n|A| = (−1)n∆n > 0.

òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q(~x) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ∆0 = 1. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå ßêîáè ñì. òåîðåìó 5.2.24 ñóùåñòâóåò íåâûðîæ-
äåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, èç ~x â ~x ′

òàêîå, ÷òî

Q′(~x ′) =
n∑

k=1

∆k

∆k−1
(x′k)

2.

Äîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå ∆1 > 0, ∆2 > 0, ∆3 > 0, . . ., |A| = ∆n > 0 êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïîëîæèòåëüíà

îïðåäåëåíà. Íà ëþáîì âåêòîðå ~x 6= ~0 áóäåò âûïîëíåíî ~x ′ 6= ~0 (ýòî â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ñì. òåîðåìó ßêîáè). Îòêóäà äëÿ ëþáîãî ~x 6= ~0 ïîëó÷àåì æåëàåìóþ îöåíêó

Q(~x) = ~xTA~x = ~x ′ TC TAC~x ′ = ~x ′ TA′~x ′ = Q′(~x ′) > 0.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ äëÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé �îðìû.



5.2. Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íûõ �îðì ê êàíîíè÷åñêîìó è íîðìàëüíîìó âèäó 123

Âñïîìíèì ïðèìåð. Âòîðîé äè��åðíöèàë

d2f =
∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ �îðìó îò dx, dy. Âñïîìíèì ïðàâèëî äëÿ îïðåäåëåíèÿ, åñòü ëè â ñòàöèî-

íàðíîé òî÷êå, ò.å. òî÷êå x0, y0, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèÿì






∂f
∂x

∣
∣
∣
(x,y)=(x0,y0)

= 0,

∂f
∂y

∣
∣
∣
(x,y)=(x0,y0)

= 0.

ýêñòðåìóì? Äëÿ ýòîãî ìû çàìåòèëè, ÷òî íàëè÷èå ýêñòðåìóìà îçíà÷àåò ïîñòîÿíñòâî çíàêà d2f, ò.å. çíàêîîïðå-
äåëåííîñòü êâàäðàòè÷íîé �îðìû. Ïðàâèëà

1. Åñëè

∂2f

∂x2
> 0

∣
∣
∣
∣
(x,y)=(x0,y0)

,
∂2f

∂x2
∂2f

∂y2
−
(
∂2f

∂x∂y

)2
∣
∣
∣
∣
∣
(x,y)=(x0,y0)

> 0,

òî (x0, y0) � òî÷êà ìèíèìóìà.

2. Åñëè

∂2f

∂x2
< 0

∣
∣
∣
∣
(x,y)=(x0,y0)

,
∂2f

∂x2
∂2f

∂y2
−
(
∂2f

∂x∂y

)2
∣
∣
∣
∣
∣
(x,y)=(x0,y0)

> 0,

òî (x0, y0) � òî÷êà ìàêñèìóìà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà. ßñíî, ÷òî ýòîò êðè-

òåðèé èñïîëüçîâàòü è â ñëó÷àå áîëüøåãî, ÷åì 2 ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

îïðåäåë¼ííîñòü çíàêîîïðåäåë¼íîñòü êâàäðàòè÷íîé �îðìû

�îðìû ïî ìèíîðàì ìàòðèöû ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

Ïîëîæèòåëüíî

Q(~x) > 0 Óãëîâûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

∀~x 6= ~0 Mk > 0, k = 1, . . . , n λ > 0

Îòðèöàòåëüíî

Q(~x) < 0 Óãëîâûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

∀~x 6= ~0 (−1)kMk > 0, k = 1, . . . , n λ < 0

Íåîòðèöàòåëüíî Q(~x) > 0
Âñå ãëàâíûå ìèíîðû íåîòðèöàòåëüíû Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Mk > 0, k = 1, . . . , 2n − 1 λ > 0

Íåïîëîæèòåëüíî Q(~x) 6 0
Âñå ãëàâíûå ìèíîðû óäîâëåòâîðÿþò Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(−1)rMk > 0, k = 1, . . . , 2n − 1 λ 6 0
çäåñü r � ïîðÿäîê ìèíîðà

Íåîïðåäåë¼ííàÿ Q(~x) ≷ 0
Ñóùåñòâóþò

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ñ ðàçëè÷íûìè çíàêàìè

�àâíàÿ íóëþ Q(~x) = 0
Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ðàâíû íóëþ

5.2.5 Ïðèìåðû íà îïðåäåëåíèå çíàêîîïðåäåë¼ííîñòè êâàäðàòè÷íîé �îðìû

Ï ð è ì å ð 5.2.8. Êâàäðàòè÷íóþ �îðìó Q(~x) = x21 + 10x22 + 2x23 − 6x1x2 + 2x1x3 − 8x2x3 èññëåäîâàòü íà
çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 ñïîñîá Íàéä¼ì âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû





1 −3 1
−3 10 −4
1 −4 2



 .
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Ñïðàâåäëèâî

M1
1 = 1 > 0, M2

2 = 10 > 0, M3
3 = 2 > 0,

M1 2
1 2 =

∣
∣
∣
∣

1 −3
−3 10

∣
∣
∣
∣
= 1 > 0, M1 3

1 3 =

∣
∣
∣
∣

1 1
1 2

∣
∣
∣
∣
= 1 > 0, M2 3

2 3 =

∣
∣
∣
∣

10 −4
−4 2

∣
∣
∣
∣
= 4 > 0,

M1 2 3
1 2 3 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −3 1
−3 10 −4
1 −4 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

Ïîñêîëüêó âñå ãëàâíûå ìèíîðû íåîòðèöàòåëüíû (èõ 23 − 1 = 7 øòóê), òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íåîòðè-
öàòåëüíî îïðåäåëåíà.

2 ñïîñîá Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé �îðìû

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1− λ −3 1
−3 10− λ −4
1 −4 2− λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

�åøèâ óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè, íàõîäèì

λ1 = 0, λ2,3 =
13±

√
145

2
.

Ïîñêîëüêó âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà íåîòðèöàòåëüíû, òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

3 ñïîñîá Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå âõîäÿùèå â êâàäðàòè÷íóþ �îðìó

Q(~x) = x21 + 10x22 + 2x23 − 6x1x2 + 2x1x3 − 8x2x3 = (x1 − 3x2 + x3)
2 + (x2 − x3)

2 = (x′1)
2 + (x′2)

2,

ãäå x′1 = x1 − 3x2 + x3, x
′
2 = x2 − x3. Îòêóäà õîðîøî âèäíî, ÷òî Q(~x) > 0, ïðè÷¼ì íà ëþáîì âåêòîðå

(x′1, x
′
2, x

′
3) = (0, 0, t), ãäå t ëþáîå ÷èñëî Q′(~x ′) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íåîòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåíà.

4 ñïîñîá �ðóïïèðîâêó 3 ñïîñîáà â îáùåì ñëó÷àå óãàäàòü áûâàåò äîñòàòî÷íî òðóäíî, íî ìîæíî ïîñëåäî-

âàòåëüíî, ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, âûäåëÿòü ïîëíûå êâàäðàòû. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûäåëåíèÿ

ïîëíûõ êâàäðàòîâ íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà Ëàãðàíæà.

Q(~x) = x21 + 10x22 + 2x23 − 6x1x2 + 2x1x3 − 8x2x3 = (x21 − 6x1x2 + 2x1x3) + 10x22 + 2x23 − 8x2x3 =

=
(
(x1 − 3x2 + x3)

2 − 9x22 − x23 + 6x2x3
)
+ 10x22 + 2x23 − 8x2x3 = (x1 − 3x2 + x3)

2 + x22 − 2x2x3 + x23 =

= (x1 − 3x2 + x3)
2 + (x2 − x3)

2.

Îòêóäà äåëàåì âûâîä, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ

ïîëó÷åííûå ñïîñîáîì 3 è 4 ïîëó÷èëèñü îäèíàêîâûìè, íî â îáùåì ñëó÷àå îíè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ.

5 ñïîñîá Ìåòîä ßêîáè. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèé óãëîâîé ìèíîð (ò.å. îïðåäåëèòåëü êâàäðàòè÷íîé �îðìû)

ðàâåí íóëþ (ñì. íèæå), à âñå îñòàëüíûå ìèíîðû îòëè÷íû îò íóëÿ

∆1 =M1
1 = 1 > 0, ∆2 =M1 2

1 2 =

∣
∣
∣
∣

1 −3
−3 10

∣
∣
∣
∣
= 1 > 0, ∆3 =M1 2 3

1 2 3 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −3 1
−3 10 −4
1 −4 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0,

òî ðàíã êâàäðàòè÷íîé �îðìû ðàâåí 2. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà èìååò ñëåäóþùèé êàíîíè÷åñêèé âèä

Q(~x ′) =
∆1

∆0
(x′1)

2 +
∆2

∆1
(x′2)

2 = (x′1)
2 + (x′2)

2

è, ñëåäîâàòåëüíî, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè x′1, x
′
2 è x1, x2, x3 óñòàíàâ-

ëèâàåì, èñïîëüçóÿ ìåòîä �àóññà äëÿ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé �îðìû (ñì. ñëåäóþùèé ñïîñîá).
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6 ñïîñîá Ìåòîä �àóññà.





1 −3 1
−3 10 −4
1 −4 2





~a1
~a2 + 3~a1
~a3 − ~a1

∼





1 −3 1
0 1 −1
0 −1 1





~a1
~a2
~a3 + ~a2

∼





1 −3 1
0 1 −1
0 0 0



 .

Ñëåäîâàòåëüíî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû äàþò âèä êâàäðàòè÷íîé �îðìû: Q = (x′1)
2 + (x′2)

2
. Ïðè÷¼ì

x′1 = x1 − 3x2 + x3, x
′
2 = x2 − x3 (çàìåíó ìû âûïèñûâàåì èñõîäÿ èç ìàòðèöû, ïðåîáðàçîâàííîé ê

âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó).

Ï ð è ì å ð 5.2.9. Êâàäðàòè÷íóþ �îðìó Q(~x) = −3x21 − 5x22 − 5x23 + 2x1x2 − 2x1x3 − 6x2x3 èññëåäîâàòü íà
çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 ñïîñîá Íàéä¼ì âñå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ìàòðèöû

A =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−3 1 −1
1 −5 −3
−1 −3 −5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Ñïðàâåäëèâî

∆1 = −3 < 0, ∆2 =

∣
∣
∣
∣

−3 1
1 −5

∣
∣
∣
∣
= 14 > 0, ∆3 = detA = −32 < 0.

Ïîñêîëüêó äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ÷åðåäóþò çíàê, íà÷èíàÿ ñ îòðèöàòåëüíîãî, òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

2 ñïîñîá Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé �îðìû

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−3− λ 1 −1
1 −5− λ −3
−1 −3 −5− λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

�åøèâ óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè −λ3 − 13λ2 − 44λ− 32 = 0, íàõîäèì

λ1 = −1, λ2 = −4, λ3 = −8.

Ïîñêîëüêó âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îòðèöàòåëüíû, òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

3 ñïîñîá Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå âõîäÿùèå â êâàäðàòè÷íóþ �îðìó

Q(~x) = −1

3
(x1 + x2 − x3)

2 − 2

3
(2x1 − x2 + x3)

2 − 4(x2 + x3)
2 = −1

3
(x′1)

2 − 2

3
(x′2)

2 − 4(x′3)
2,

ãäå x′1 = x1 + x2 − x3, x
′
2 = 2x1 − x2 + x3, x

′
3 = x2 + x3. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

4 ñïîñîá Ìåòîä Ëàãðàíæà. �ðóïïèðîâêó 3 ñïîñîáà â îáùåì ñëó÷àå óãàäàòü áûâàåò äîñòàòî÷íî òðóäíî, íî

ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî, ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, âûäåëÿòü ïîëíûå êâàäðàòû.

Q(~x) = −3

(

x1 −
1

3
x2 +

1

3
x3

)2

− 14

3
x22 −

14

3
x23 −

20

3
x2x3 =

= −3

(

x1 −
1

3
x2 +

1

3
x3

)2

− 14

3

(

x2 +
5

7
x3

)2

− 16

7
x23.

Îòêóäà äåëàåì âûâîä, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
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5 ñïîñîá Ìåòîä ßêîáè. Íàõîäèì âñå óãëîâûå ìèíîðû

∆1 = −3, ∆2 =

∣
∣
∣
∣

−3 1
1 −5

∣
∣
∣
∣
= 14, ∆3 = detA = −32.

Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà èìååò ñëåäóþùèé êàíîíè÷åñêèé âèä

Q(~x ′) = −3(x′1)
2 − 14

3
(x′2)

2 − 16

7
(x′3)

2

è, ñëåäîâàòåëüíî, îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè x′1, x
′
2, x

′
3, è x1, x2, x3 óñòàíàâ-

ëèâàåì, èñïîëüçóÿ ìåòîä �àóññà äëÿ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé �îðìû (ñì. ñëåäóþùèé ñïîñîá).

6 ñïîñîá Ìåòîä �àóññà.





−3 1 −1
1 −5 −3
−1 −3 −5





~a1
~a2 +

1
3~a1

~a3 − 1
3~a1

∼





−3 1 −1
0 − 14

3 − 10
3

0 − 10
3 − 14

3





~a1
~a2
~a3 − 5

7~a2

∼





−3 1 −1
0 − 14

3 − 10
3

0 0 − 16
7



 .

Ñëåäîâàòåëüíî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû äàþò âèä êâàäðàòè÷íîé �îðìû: Q′ = −3(x′1)
2 − 14

3 (x′2)
2 −

16
7 (x′3)

2
. Ïðè÷¼ì x′1 = x1 − 1

3 x2 + 1
3 x3, x

′
2 = x2 + 5

7 x3, x
′
3 = x3 (çàìåíó ìû âûïèñûâàåì èñõîäÿ èç

ìàòðèöû, ïðåîáðàçîâàíííîé ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó).

5.2.6 Çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ �îðì

Îïðåäåëåíèå 5.2.3. �àíãîì êâàäðàòè÷íîé �îðìû íàçûâàåòñÿ ðàíã åå ìàòðèöû.

Êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî èç �îðìóëû ïåðåõîäà ê äðóãîìó áàçèñó A′ =
CTAC â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû C ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ î ðàíãå ìàòðèöå ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ìàò-

ðèöû íå ìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî:

Çàìå÷àíèå 19. Ïðè íåîñîáîé çàìåíå ïåðåìåííûõ ðàíã êâàäðàòè÷íîé �îðìû íå èçìåíÿåòñÿ.

Êàê è ðàíåå, çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî �îðìû íàä ïîëåì R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Çàêîíîì èíåðöèè

êâàäðàòè÷íûõ �îðì íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 5.2.26. Ïóñòü Q � êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íàä ïîëåì R. Òîãäà ïðè ëþáîì ñïîñîáå ïðèâåäåíèÿ Q
ê íîðìàëüíîìó âèäó ÷èñëî êâàäðàòîâ ñ êîý��èöèåíòîì 1 ïîëó÷àåòñÿ îäíî è òî æå, ðîâíî êàê è ÷èñëî

êâàäðàòîâ ñ êîý��èöèåíòîì −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q(x) = x21+ · · ·+x2k−x2k+1− . . . x2r è Q(x) = y21+ · · ·+y2m−y2m+1− . . . y2s � äâå �îðìû

â íîðìàëüíîì âèäå, ïîëó÷åííûå â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ e è f . Èç çàìå÷àíèÿ2 èìååì r = s. Ïîêàæåì, ÷òî k = m.
Ýòèì òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k > m, è ïðèâåäåì ýòî ïðåäïîëîæåíèå ê ïðîòèâîðå÷èþ.

�àññìîòðåâ ïîäïðîñòðàíñòâî V1 è V2 ïîðîæä¼ííîå âåêòîðàìè ~e1, ~e2, . . . , ~ek è ~fm+1, . . . , ~fn ñîîòâåòñâåííî.
Ïîñêîëüêó dimV1 + dimV2 = k + (n−m) > n è dimV1 ∪ V2 6 n, òî íà îñíîâàíèè �îðìóëû �ðàññìàíà ëåãêî

ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïåðåñå÷åíèå V1 ∩ V2 íå ïóñòî. Ïîñêîëüêó dim V1 ∩ V2 = dimV1 + dimV2 − dimV1 ∪ V2 >
n− n = 0. Ïóñòü ~x ∈ V1 ∩ V2 ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

~x = α1~e1 + α2~e2 + · · ·+ αk~ek = βm+1
~fm+1 + · · ·+ βn ~fn,

ãäå õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë αi, i = 1, . . . k îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïîýòîìó

Q(~x) = α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
k > 0,

Q(~x) = −β2
m+1 − · · · − β2

n 6 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, k 6 m. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî k > m. Òàêèì îáðàçîì,

k = m.

2

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêîíà èíåðöèè ñâîéñòâî r = s ìîæíî íå îáîñíîâûâàòü, ò.ê. îíî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íå èìååò çíà÷åíèÿ.

Çäåñü ìû ëèøü ïîä÷åðêíóëè, ÷òî äàííîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ.
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Îïðåäåëåíèå 5.2.4. ×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ (èëè îòðèöàòåëüíûõ) êîý��èöèåíòîâ â êàíîíè÷åñêîì âèäå

êâàäðàòè÷íîé �îðìûQ(x) íàçûâàåòñÿ å¼ ïîëîæèòåëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî, îòðèöàòåëüíûì) èíäåêñîì èíåð-

öèè. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè èíäåêñû

n+(Q) è n−(Q) .

�àçíîñòü

σ(Q) = n+(Q)− n−(Q)

íàçûâàåòñÿ ñèãíàòóðîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû.

Çàêîí èíåðöèè ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü â ñëóäþùèõ âèäàõ (î�îðìèì èõ â êà÷åñòâå çàìå÷àíèé):

Çàìå÷àíèå 20 (çàêîí èíåðöèè). Èíäåêñû èíåðöèè íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû ê

êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Çàìå÷àíèå 21 (çàêîí èíåðöèè). �àíã è ñèãíàòóðà êâàäðàòè÷íîé �îðìû íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ

êâàäðàòè÷íîé �îðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîé �îðìóëèðîâêè èñõîäíîé î÷åâèäíî ñëåäóåò èç �îðìóë

rang(Q) = n+(Q) + n−(Q), σ(Q) = n+(Q)− n−(Q) .

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, íåîòðèöàòåëüíà îïðå-

äåëåíà.

2. Ñ�îðìóëèðóéòå çàêîí èíåðöèè.

Óïðàæíåíèÿ ê 5.2

Óïðàæíåíèå 5.2.1. Ìåòîäîì Ëàãðàíæà íàéòè íîðìàëüíûé âèä è íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ê

ýòîìó âèäó, äëÿ ñëåäóþùåé êâàäðàòè÷íîé �îðìû:

Q(~x) = 3x2
1 − 2x2

2 + 2x2
3 + 4x1x2 − 3x1x3 − x2x3.

Óïðàæíåíèå 5.2.2. Ìåòîäîì �àóññà íàéòè êàíîíè÷åñêèé âèä è íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ê ýòî-

ìó âèäó, äëÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû:

(a) Q(~x) = x2
1 + 6x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 6x1x3 + 6x2x3;

(b) Q(~x) = x2
1 + 10x2

2 + 3x2
3 + 6x2

4 − 6x1x2 + 2x1x3 − 8x2x3 + 2x3x4;

Äëÿ ïóíêòà (a) íàéäèòå âñå ñèììåòðè÷íûå áèëèíåéíûå �óíêöèè, êîòîðûå çàäàþò äàííóþ êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ.

Íàéäèòå å¼ ìàòðèöó.

Óïðàæíåíèå 5.2.3. Ìåòîäîì �àóññà è ìåòîäîì Ëàãðàíæà íàéòè êàíîíè÷åñêèé âèä è íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçî-

âàíèå, ïðèâîäÿùåå ê ýòîìó âèäó, äëÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû:

(a) Q(~x) = x1x2 − 4x1x3 + 8x2x3;

(b) Q(~x) = .

Äëÿ ïóíêòà (a) íàéäèòå âñå ñèììåòðè÷íûå áèëèíåéíûå �óíêöèè, êîòîðûå çàäàþò äàííóþ êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ.

Íàéäèòå å¼ ìàòðèöó.

Óïðàæíåíèå 5.2.4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ λ êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ

(a) Q(~x) = 2x2
1 + x2

2 + 6x2
3 + 2λx1x2 + 6x1x3 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé?

(b) Q(~x) = λx2
1 − 4x2

2 − 4x2
3 + 6x1x2 − 4x1x3 + 2x1x3 + 6x2x3 ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé?
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Îòâåòû: 5.2.1 Q(~z) = z21 − z22 + z23 , íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå z1 =
√
3
(

x1 +
2
3
x2 − 1

2
x3

)

, z2 =
√

53
15
x2,

z3 =
√

5
2

(

x3 − 2
5
x2

)

. 5.2.2 (a) Q(~z) = (x′
1)

2 + 2(x′
2)

2 − 25
2
(x′

3)
2
, ãäå x′

1 = x1 + 2x2 + 3x3, x
′
2 = x2 − 3

2
x3, x

′
3 = x3,

áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f(x, y) = x1y1 + 6x2y2 + x3y3 + 2x1y2 + 2x2y1 + 3x1y3 + 3y1x3 + 3x2y3 + 3y2x3

ìàòðèöà ýòîé �óíêöèè èìååò âèä





1 2 3
2 6 3
3 3 1





; (b) Q(~z) = (x′
1)

2 + (x′
2)

2 + (x′
3)

2 + 5(x′
4)

2
, ãäå x′

1 = x1 − 3x2 + x3,

x′
2 = x2−x3, x

′
3 = x3+x4, x

′
4 = x4. 5.2.3 (a)Q(~z) = (x′

1)
2−(x′

2)
2+32(x′

3)
2
, ãäå x′

1 = 1
2
x1+

1
2
x2+2x3, x

′
2 = − 1

2
x1+

1
2
x2−6x3,

x′
3 = x3, áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f(x, y) = 1

2
x1y2 +

1
2
x2y1 − 2x1y3 − 2y1x3 + 4x2y3 + 4y2x3 ìàòðèöà ýòîé

�óíêöèè èìååò âèä





0 1
2

−2
1
2

0 4
−2 4 0





; 5.2.4 (a) λ ∈ (− 1√
2
, 1√

2
); (b) λ < − 16

7
.



�ëàâà 6

Ââåäåíèå â òåîðèþ ãðóïï

6.1 Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 6.1.1. Ìíîæåñòâî G ñ çàäàííîé íà íåì áèíàðíîé îïåðàöèåé ◦ : G × G 7→ G íàçûâàåòñÿ

ãðóïïîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Àññîöèàòèâíîñòü: (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c).

2. Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò e ∈ G, íàçûâàåìûé íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì, èëè åäèíèöåé, òàêîé ÷òî a◦e = e◦a = a
äëÿ ëþáîãî a ∈ G.

3. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ G ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò, òî åñòü òàêîé a−1 ∈ G, ÷òî a◦a−1 = a−1◦a = e.

Ëåììà 9. Íåéòðàëüíûé è îáðàòíûå ýëåìåíòû â ãðóïïå (G, ◦) åäèíñòâåííû.

Äîêàçàòåëüñòâî. • Â ñàìîì äåëå, ïóñòü e1, e2 ∈ G äâà íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòà â ãðóïïå. Òîãäà

e1 = e1 ◦ e2 = e2.

• Ïóñòü a−1
1 , a−1

2 ∈ G äâà îáðàòíûõ ýëåìåíòà â ãðóïïå G ê ýëåìåíòó a. Òîãäà

(a−1
1 ) = a−1

1 ◦ (a ◦ a−1
2 ) = (a−1

1 ◦ a) ◦ a−1
2 = a−1

2 .

Îïðåäåëåíèå 6.1.2. �ðóïïà G íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, èëè àáåëåâîé, åñëè a ◦ b = b ◦ a äëÿ ëþáûõ

a, b ∈ G (ãîâîðÿò åùå, ÷òî îïåðàöèÿ â G ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé, èíûìè ñëîâàìè, ÷òî äëÿ ýòîé îïåðàöèè

ñïðàâåäëèâ çàêîí êîììóòàòèâíîñòè èëè ïåðåñòàíîâî÷íîñòè).

Ï ð è ì å ð 6.1.1. Áóäóò ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ñ îïðåäåë¼ííîé îïåðàöèåé ãðóïïàìè?

1. Ìíîæåñòâî Z öåëûõ ÷èñåë, îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ (Z,+).

2. Ìíîæåñòâî Z öåëûõ ÷èñåë, îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ (Z, ·).

3. Ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ íàä ïîëåì
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (GL2(R), ·).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. �àññìîòðèì (Z,+).

• Äåéñòâèòåëüíî, ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè âûïîëíåíî: (a+ b)+ c = a+(b+ c) äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ Z.

• Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò çäåñü áóäåò 0, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî a+ 0 = 0 + a äëÿ ëþáîãî a ∈ Z.

• Äëÿ ëþáîãî a ∈ Z ñóùåñòâóåò îáðàòíûé −a òàêîé, ÷òî a+ (−a) = (−a) + a = 0.

Òàêèì îáðàçîì ïðîâåðåíî, ÷òî (Z,+) � ãðóïïà.

2. �àññìîòðèì (Z, ·).

129
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• Ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè âûïîëíåíî: (a · b) · c = a · (b · c) äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ Z.

• Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò çäåñü áóäåò 1, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî a · 1 = 1 · a äëÿ ëþáîãî a ∈ Z.

• Äëÿ 0 ∈ Z íå ñóùåñòâóåò îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî 3 ñâîéñòâî ãðóïïû íå âûïîëíåíî.

Òàêèì îáðàçîì (Z, ·) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ãðóïïû.

3. �àññìîòðèì (GL2(R), ·). Çäåñü GL2(R � íåâûðîæäåíûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà 2, ðàññìàòðèâàåìûå
íàä ïîëåì R ïî óìíîæåíèþ.

• Äåéñòâèòåëüíî, ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè âûïîëíåíî:

(
a11 a12
a21 a22

)

·
((

b11 b12
b21 b22

)

·
(
c11 c12
c21 c22

))

=

((
a11 a12
a21 a22

)

·
(
b11 b12
b21 b22

))

·
(
c11 c12
c21 c22

)

.

äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B,C ∈ GL2(R). (Äàííîå ñâîéñòâî ïðåäëàãàåòñÿ ÷èòàòåëþ ïðîâåðèòü ñàìî-

ñòîÿòåëüíî).

• Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò çäåñü áóäåò E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî

(
a11 a12
a21 a22

)

·
(
1 0
0 1

)

=

(
1 0
0 1

)

·
(
a11 a12
a21 a22

)

= A

äëÿ ëþáîãî A ∈ GL2(R).

• Äëÿ ëþáîãî A ∈ GL2(R) ñóùåñòâóåò îáðàòíûé

A−1 =
1

|A|

(
a22 −a12
−a21 a11

)

òàêîé, ÷òî A · A−1 = A−1 ·A = E.

Òàêèì îáðàçîì ïðîâåðåíî, ÷òî (GL2(R), ·) � ãðóïïà.

Ï ð è ì å ð 6.1.2. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà ìîæåò áûòü çàäàíà ïðè ïîìîùè òàáëèöû óìíîæåíèÿ. Òàê, ìíîæåñòâî

G = {e, a, b, c} ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.

e a b 

e e a b 

a a e  b

b b  e a

  b a e

Äîêàçàòåëüñòâî. • Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ýëåìåíò e ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì.

• Êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê ñàìîìó ñåáå.

• Ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî òàáëèöû. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâî

a ◦ b = c = b ◦ a, b ◦ c = a = c ◦ b, a ◦ c = b = c ◦ a,
e ◦ a = a = a ◦ e, e ◦ b = b = b ◦ e, e ◦ c = c = c ◦ e.

• Ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè, ñ ó÷¼òîì äîêàçàííîãî ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîñòè è òðèâèàëüíûõ ïåðåñòàíî-

âîê ãðóïïû ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

(a ◦ a) ◦ b = a ◦ (a ◦ b) = b, (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) = e.
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Îïðåäåëåíèå 6.1.3. Ïîäãðóïïîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîH ⊂ G, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1. a ◦ b ∈ H äëÿ ëþáûõ a, b ∈ H .

2. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíòîì ïðèíàäëåæèò H , ò.å. e ∈ H .

3. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ H ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò, òî åñòü òàêîé a−1 ∈ H .

Îïðåäåëåíèå 6.1.4. Ïóñòü X � êàêîå-ëèáî ìíîæåñòâî. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ρ ⊂ X ×X íàçûâàåòñÿ îò-

íîøåíèåì íà ìíîæåñòâå X . Ïóñòü x, y ∈ X , åñëè (x, y) ∈ ρ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû x è y íàõîäÿòñÿ â

îòíîøåíèè ρ, è ïèøóò xρy. Ïîñëåäíÿÿ çàïèñü ÷èòàåòñÿ: ¾ýëåìåíò x íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ ýëåìåíòîì y¿.

Ï ð è ì å ð 6.1.3. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ëþäåé; xρy, åñëè x æèâ¼ò â îäíîì ãîðîäå ñ y.

Îïðåäåëåíèå 6.1.5. Îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ:

• ðå�ëåêñèâíûì, åñëè xρx äëÿ ëþáîãî x ∈ X ;

• ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X èç xρy ñëåäóåò, ÷òî yρx;

• òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X èç xρy è yρz ñëåäóåò, ÷òî xρz.

�å�ëåêñèâíîå, ñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-

ëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå X è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∼.
Ï ð è ì å ð 6.1.4. Äàíû îòíîøåíèÿ:

1. îòíîøåíèå = (x = y � x ðàâåí y) íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

2. îòíîøåíèå < (x < y � x ìåíüøå y) íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

3. îòíîøåíèå 6 (x 6 y � x íå áîëüøå y) íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

4. îòíîøåíèå xρy, åñëè x æèâ¼ò â îäíîì äîìå ñ y íà ìíîæåñòâå ëþäåé.

Óñòàíîâèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè çàäàííûå îòíîøåíèÿ ðå�ëåêñèâíûìè, ñèììåòðè÷íûìè, òðàíçèòèâíûìè, îòíîøå-

íèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Òàê êàê x = x äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x, òî îòíîøåíèå = ðå�ëåêñèâíîå.

Ïîñêîëüêó èç x = y ñëåäóåò, ÷òî y = x, òî îòíîøåíèå ñèììåòðè÷íîå. Òàê êàê èç ðàâåíñòâ x = y è

y = z ñëåäóåò, ÷òî x = z, òî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíîå. Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ

îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

2. Îòíîøåíèå "ìåíüøå"íå ÿâëÿåòñÿ ðå�ëåêñèâíûì (íåðàâåíñòâî x < x íåâåðíî) è ñèììåòðè÷íûì (èç x < y
íå ñëåäóåò y < x íî ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì (òàê êàê èç íåðàâåíñòâ x < y è y < z ñëåäóåò x < z). Ýòî
îòíîøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

3. Îòíîøåíèå "íå áîëüøå"ÿâëÿåòñÿ ðå�ëåêñèâíûì (íåðàâåíñòâî x 6 x ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë) è òðàíçèòèâíûì (èç íåðàâåíñòâ x 6 y è y 6 z ñëåäóåò x 6 z), íî íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-

ðè÷íûì (íàïðèìåð, èç 1 6 3 íå ñëåäóåò, ÷òî 3 6 1). Ýòî îòíîøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-

ëåíòíîñòè.

4. Ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðåäëàãàåì ïðîâåðèòü ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëü-

íî.

Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå X . Äëÿ êàæäîãî x ∈ X ïîëîæèì

ρ(x) = {y ∈ X : x ∼
ρ
y}.

Èç ñâîéñòâ ýêâèâàëåíòîíîñòè ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî x ∈ ρ(x) è

ρ(x) ∩ ρ(y) 6= ∅ =⇒ ρ(x) = ρ(y).

Òàêèì îáðàçîì, ïîäìíîæåñòâî ρ(x) îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X , ò.å. ïîêðûâàþò åãî è ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàþòñÿ. Îíè íàçûâàþòñÿ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè îòíîøåíèÿ ρ(x). Äâà ýëåìåíòà ýêâèâàëåíòíû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó.
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6.1.1 �ðóïïà êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n

Îïðåäåëåíèå 6.1.6. Ïóñòü a è b � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà è n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî a ñðàâíèìî ñ b ïî ìîäóëþ n, è áóäåì ïèñàòü a = b (mod n), åñëè ðàçíîñòü a− b äåëèòñÿ íà n, ò. å. åñëè
a = b+ kn äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà k.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðàâíèìîñòü ïî ìîäóëþ n ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå Z

öåëûõ ÷èñåë. �å�ëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü åãî î÷åâèäíû. Òðàíçèòèâíîñòü òîæå ïðîâåðÿåòñÿ íåñëîæíî:

åñëè a = b+kn è b = c+ ln äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë k è l ∈ Z, òî a = c+(k+ l)n, òàê ÷òî èç a = b (mod n)
è b = c (mod n) ñëåäóåò a = c (mod n).

�àññìîòðèì òåïåðü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, íà êîòîðûå îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ n ðàçáèâàåò

ìíîæåñòâî Z (îíè íàçûâàþòñÿ êëàññàìè âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n). Èìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà

[0] = {. . . ,−2n,−n, 0, n, 2n, . . .},
[1] = {. . . ,−2n+ 1,−n+ 1, 1, n+ 1, 2n+ 1, . . . },
[2] = {. . . ,−2n+ 2,−n+ 2, 2, n+ 2, 2n+ 2, . . . },
. . . ,

[n− 1] = {. . . ,−2n− 1,−n− 1,−1, n− 1, 2n− 1, . . . },

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå {[0], [1], . . . , [n − 1]} êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n íåêîòîðóþ áèíàðíóþ îïåðàöèþ

(êîòîðóþ ìû ñíîâà îáîçíà÷èì çíàêîì +, õîòÿ îíà, êîíå÷íî, íå ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ñëîæåíèåì), ïîëîæèâ

[a] + [b] = [a+ b],

ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ [a] è [b], à ñóììà a+b ñïðàâà ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé
ñóììîé ÷èñåë a è b. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ìû äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëèëè íåêîòîðóþ îïåðàöèþ, ò. å. ÷òî

íàøå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî êëàññ âû÷åòîâ [a] + [b] îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
êëàññàìè [a] è [b] è íå çàâèñèò îò âûáîðà èõ ïðåäñòàâèòåëåé a è b. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ìû îñòàâëÿåì

÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

• Àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè [a] + [b] = [a+ b] ñëåäóåò èç àññîöèàòèâíîñòè îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ.

• Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ [0].

• Îáðàòíûì ýëåìåíòîì äëÿ [a] áóäåò [−a].

Èòàê, ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {[0], [1], . . . , [n− 1]} îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè +.

Îïðåäåëåíèå 6.1.7. �ðóïïà, îáðàçîâàííàÿ ìíîæåñòâîì {[0], [1], . . . , [n− 1]} êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n ñ

îïåðàöèåé (1.1), íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n è îáîçíà÷àåòñÿ Zn.

Óìíîæåíèå â Zn ââîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ïðàâèëà:

[a] · [b] = [a · b].

Ï ð è ì å ð 6.1.5. Ïðèâåä¼ì òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ Z5 è Z4.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àäè ïðîñòîòû êâàäðàòíûå ñêîáêè â îáîçíà÷åíèÿõ ïðîïóùåíû.

(Z5,+) 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

(Z5,·) 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1
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(Z4,+) 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 4

2 2 3 4 0

3 3 4 0 1

(Z4,·) 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1

Îïðåäåëåíèå 6.1.8. Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîK ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, îáëàäàþùèìè

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ K � àáåëåâà ãðóïïà (íàçûâàåìàÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé êîëüöà K);

2. äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ K âûïîëíÿåòñÿ (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ)

a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc.

Îïðåäåëåíèå 6.1.9. Ïîëåì íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, â êîòîðîì âñÿêèé

íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì.

Ïðèâåä¼ííûå âûøå òàáëèöû ïîêàçûâàþò, ÷òî Z5 � ïîëå, à Z4 � íåò, ïîñêîëüêó ýëåìåíò [2] íåîáðàòèì.

Îïðåäåëåíèå 6.1.10. �ðóïïà íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé (ñîîòâåòñòâåííî áåñêîíå÷íîé), åñëè îíà ñîñòîèò èç êî-

íå÷íîãî (ñîîòâåòñòâåííî áåñêîíå÷íîãî) ÷èñëà ýëåìåíòîâ. ×èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ åå

ïîðÿäêîì. Äëÿ ïîðÿäêà êîíå÷íîé ãðóïïû G áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå |G|.
�ðóïïà Zn ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì [1], è ýòà ãðóïïà èìååò ïîðÿäîê n â

ñîîòâåòñòâèè ñî

6.1.2 Ïîäñòàíîâêè. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn (ãðóïïà ïîäñòàíîâîê)

Îïðåäåëåíèå 6.1.11. Âñÿêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå τ ìíîæåñòâà A = {1, 2, . . . , n} ïåðâûõ n
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé n-é ñòåïåíè, ïðè÷åì, î÷åâèäíî, âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà τ
ìîæåò áûòü çàïèñàíà ïðè ïîìîùè äâóõ ïåðåñòàíîâîê, ïîäïèñàííûõ îäíà ïîä äðóãîé

τ =

(
i1 . . . in
τ(1) . . . τ(n)

)

, (6.1.1)

×åðåç τk çäåñü îáîçíà÷àåòñÿ òî ÷èñëî, â êîòîðîå ïðè ïîäñòàíîâêå τ ïåðåõîäèò ÷èñëî ik , k = 1, 2, . . . , n.

Ï ð è ì å ð 6.1.6. �àññìîòðèì ïîäñòàíîâêó äëÿ n = 5:

τ =

(
3 5 1 4 2
2 4 1 3 5

)

.

Ìû ñêàæåì, ÷òî ÷èñëî 3 ïåðåõîäèò â ÷èñëî 2, ÷èñëî 5 ïåðåõîäèò â 4, ÷èñëî 1 ïåðåõîäèò â 1 (èëè îñòà¼òñÿ íà
ìåñòå), ÷èñëî 4 ïåðåõîäèò â 3, è, íàêîíåö, ÷èñëî 2 ïåðåõîäèò â 5. Òàêèì îáðàçîì, äâå ïåðåñòàíîâêè, çàïèñàííûå

äðóã ïîä äðóãîì â âèäå (6.1.1), îïðåäåëÿþò íåêîòîðîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà èç ïåðâûõ

ïÿòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà ñåáÿ, ò. å. îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1, 2, 3, 4, 5
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îäíî èç ýòèõ æå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì ðàçíûì ÷èñëàì ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

ðàçëè÷íûå æå ÷èñëà.

Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà èõ ïåðâûõ ïÿòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìû ïîëó÷èëè

ïðè ïîìîùè (6.1.1), ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü, çàïèñûâàÿ îäíó ïîä äðóãîé è íåêîòîðûå äðóãèå ïàðû ïåðåñòà-

íîâîê èç ïÿòè ñèìâîëîâ. Ýòè çàïèñè ïîëó÷àþòñÿ èç (6.1.1) ïóòåì íåñêîëüêèõ òðàíñïîçèöèé (ïåðåñòàíîâîê)

ñòîëáèêîâ; òàêîâû, íàïðèìåð,

τ =

(
1 2 3 4 5
1 5 2 3 4

)

, τ =

(
5 1 2 4 3
4 1 5 3 2

)

.

Âî âñåõ ýòèõ çàïèñÿõ 3 ïåðåõîäèò â ÷èñëî 2, ÷èñëî 5 ïåðåõîäèò â 4, è ò. ä.

Òàêèì îáðàçîì ïîäñòàíîâêó τ (6.1.1) ìîæíî çàïèñàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.
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Îïðåäåëåíèå 6.1.12 (Êàíîíè÷åñêèé âèä ïîäñòàíîâêè). Âñÿêóþ ïîäñòàíîâêó n-é ñòåïåíè τ ìîæíî áûòü

çàïèñàíà â âèäå

τ =

(
1 . . . n

τ(1) . . . τ(n)

)

, (6.1.2)

êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì âèäîì ïîäñòàíîâêè. Ïðè òàêîé çàïèñè ðàçëè÷íûå ïîäñòàíîâêè îòëè-

÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïåðåñòàíîâêàìè, ñòîÿùèìè â íèæíåé ñòðîêå.

Çàïèñàâ ïîäñòàíîâêó â êàíîíè÷åñêîì âèäå, ìû â òîì ÷èñëå, ïîëó÷àåì óæå èçó÷åííûé íàìè îáúåêò �

ïåðåñòàíîâêè (ñì. ïàðàãðà� 2.1.5).

Ïðèìåðîì ïîäñòàíîâêè n-é ñòåïåíè ñëóæèò òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà (òàêæå òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòà-

íîâêà)

e =

(
1 . . . n
1 . . . n

)

,

ïðè êîòîðîì íà ìåñòå îñòàþòñÿ âñå ñèìâîëû.

Còðóêòóðà ïîäñòàíîâêè. Ïîíÿòèå öèêëà

Îïðåäåëåíèå 6.1.13. Ïîäñòàíîâêà τ ∈ Sn íàçûâàåòñÿ öèêëîì äëèíû p è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (i1, i2, . . . , ip),
åñëè îíà öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿåò i1, i2, . . . , ip, ò.å. τ(i1) = i2, τ(i2) = i3, . . . , τ(ip) = i1, a âñå îñòàëüíûå ÷èñëà
îñòàâëÿåò íà ìåñòå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîðÿäîê öèêëà äëèíû p ðàâåí p. Öèêëû τ1 è τ2 íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè,
åñëè ñðåäè �àêòè÷åñêè ïåðåñòàâëÿåìûõ èìè ÷èñåë íåò îáùèõ; â ýòîì ñëó÷àå τ1τ2 = τ2τ1.

Çàìå÷àíèå 22. Âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà îäíîçíà÷íî ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãîðèòì ñîñòàâëåíèÿ öèêëà:

• Áåðåì ïîäñòàíîâêó, ñìîòðèì, âî ÷òî ïåðåõîäèò ïåðâûé ýëåìåíò.

• Ïîëó÷åííûé ýëåìåíò ïèøåì çà ïåðâûì ýëåìåíòîì è íàõîäèì åãî îáðàç ïîä äåéñòâèåì ïîäñòàíîâêè.

• Êàê òîëüêî îáðàç ñîâïàäàåò ñ ýëåìåíòîì, ñ êîòîðîãî íà÷àëîñü ïîñòðîåíèå öèêëà, çàêðûâàåì öèêë.

• Äàëüøå áåðåì ëþáîé ýëåìåíò, íå âõîäÿùèé â óæå âûïèñàííûå öèêëû è íà÷èíàåì ïîñòðîåíèå íîâîãî

öèêëà.

Ï ð è ì å ð 6.1.7. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîäñòàíîâêó

e =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 6 7 4 8 3 2 1 9

)

= (158)(2637)(4)(9) = (158)(2637).

Òàê êàê 1 → 5 → 8 → 1, òî ïîëó÷àåì öèêë (158). Öåïî÷êà 2 → 6 → 3 → 7 → 2 äàåò öèêë (2637), à 9 îñòàåòñÿ
íà ìåñòå.

Óìíîæåíèå ïîäñòàíîâîê

Îïðåäåëåíèå 6.1.14. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ïîäñòàíîâêàõ îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé,

ïðè÷åì çíàê êîìïîçèöèè ◦ îáû÷íî îïóñêàþò
(
i1 i2 . . . in
k1 k2 . . . kn

)(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)

=

=

(
i1 i2 . . . in
k1 k2 . . . kn

)

◦
(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)

=

(
1 2 . . . n
k1 k2 . . . kn

)

.
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Ï ð è ì å ð 6.1.8. Ïóñòü

τ1 =

(
1 2 3 4 5 6
2 5 6 3 1 4

)

= (125)(364),

τ2 =

(
1 2 3 4 5 6
4 1 3 6 5 2

)

= (1462)(3)(5).

Òîãäà

τ1τ2 =

(
1 2 3 4 5 6
2 5 6 3 1 4

)(
1 2 3 4 5 6
4 1 3 6 5 2

)

=

(
1 2 3 4 5 6
3 2 6 4 1 5

)

èëè

τ1τ2 = (125)(364)(1462) = (1365)(2)(4) = (1365).

Ï ð è ì å ð 6.1.9. Ïåðåìíîæèì äâå ïåðåñòàíîâêè èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà â îáðàòíîì ïîðÿäêå:

τ2τ1 =

(
1 2 3 4 5 6
4 1 3 6 5 2

)(
1 2 3 4 5 6
2 5 6 3 1 4

)

=

(
1 2 3 4 5 6
1 5 2 3 4 6

)

èëè

τ2τ1 = (1462)(125)(364) = (1)(2543)(6) = (2543).

Óìíîæåíèå ïîäñòàíîâîê, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîììóòàòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå ïîä-

ñòàíîâîê τ1 è τ2 íàìè ïîëó÷åíî τ1τ2 6= τ2τ1.

Òåîðåìà 6.1.27. Ìíîæåñòâî Sn îòíîñèòåëüíî ââåä¼ííîé áèíàðíîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ◦ îáðàçóåò ãðóï-

ïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì òðè ñâîéñòâà, êîòîðûå çàäàþò ãðóïïó.

• Óìíîæåíèå ïîäñòàíîâîê àññîöèàòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

τ1 =

(
j1 j2 . . . jn
k1 k2 . . . kn

)

, τ2 =

(
i1 i2 . . . in
j1 j2 . . . jn

)

, τ3 =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)

.

Òîãäà

(τ1τ2) τ3 =

(
i1 i2 . . . in
k1 k2 . . . kn

)(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)

=

(
1 2 . . . n
k1 k2 . . . kn

)

è

τ1 (τ2τ3) =

(
j1 j2 . . . jn
k1 k2 . . . kn

)(
1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)

=

(
1 2 . . . n
k1 k2 . . . kn

)

.

Îòêóäà (τ1τ2) τ3 = τ1 (τ2τ3).

• Ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò e (òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáîé
ïîäñòàíîâêè τ íà òîæäåñòâåííóþ ïîäñòàíîâêó e, à òàêæå ïðîèçâåäåíèå e íà τ , ðàâíî τ :

τe = eτ = τ.

• Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà τ ∈ Sn ñóùåñòâóåò τ−1 ∈ Sn. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

τ =

(
j1 j2 . . . jn
k1 k2 . . . kn

)

,

Òîãäà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ïîäñòàíîâêà

τ−1 =

(
k1 k2 . . . kn
j1 j2 . . . jn

)

,

ïîëó÷àþùàÿñÿ èç τ ïåðåìåíîé ìåñò âåðõíåé è íèæíåé ñòðîê, óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

ττ−1 = τ−1τ = e.



136 �ëàâà 6. Ââåäåíèå â òåîðèþ ãðóïï

Ï ð è ì å ð 6.1.10. Íàéòè ïîäñòàíîâêó, îáðàòíóþ äàííîé

τ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 6 7 4 8 3 2 1 9

)

= (158)(2637)(4)(9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàíîâêà τ−1
, îáðàòíàÿ ïîäñòàíîâêå τ áóäåò èìåòü âèä

τ−1 =

(
5 6 7 4 8 3 2 1 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9

)

.

Ïðèâåäåì å¼ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

τ−1 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 7 6 4 1 2 3 5 9

)

.

Ï ð è ì å ð 6.1.11. Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà

τ =

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)

.

â ãðóïïå S5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

τ =

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)

= (123)(45),

òî

τ2 = (123)(45)(123)(45) = (132), τ3 = (123)(45)(132) = (45), τ4 = (45)(123)(45) = (123),

τ5 = (123)(45)(123) = (132)(45), τ6 = (132)(45)(123)(45) = e.

Ïîñêîëüêó, ïîëó÷èëè òîæäåñòâåííóþ ïîäñòàíîâêó, òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà τ ðàâåí 6.
Îòâåò: ord τ = 6.

6.1.3 �àçáèåíèå íà ñìåæíûå êëàññû

Îïðåäåëåíèå 6.1.15. Ïóñòü G � ãðóïïà è H � åå ïîäãðóïïà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíòû g1, g2 ∈ G
ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ H , è ïèñàòü

g1 ≡ g2 (mod H),

åñëè

g−1
1 g2 ∈ H,

ò.å. g2 = g1h, ãäå h ∈ H .

Ýòî îïðåäåëåíèå îáîáùàåò îïðåäåëåíèå ñðàâíèìîñòè öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ n, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â

ñëó÷àå G = Z, H = Zn.

Ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ H ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì

ýêâèâàëåíòíîñòè:

• g ≡ g (mod H), ïîñêîëüêó g−1g = e ∈ H ;

• åñëè g1 ≡ g2 (mod H), ò.å. g−1
1 g2 ∈ H , òîãäà è g2 ≡ g1 (mod H), ïîñêîëüêó g−1

2 g1 = (g−1
1 g2)

−1 ∈ H ;

• åñëè g1 ≡ g2 (mod H) è g2 ≡ g3 (mod H), ò.å. g−1
1 g2, g

−1
2 g3 ∈ H , òîãäà è g1 ≡ g3 (mod H), ïîñêîëüêó

g−1
1 g3 = (g−1

1 g2)(g
−1
2 g3) ∈ H .
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Êëàññû ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþòñÿ (ëåâûìè) ñìåæíûìè êëàññàìè ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H . ßñíî,

÷òî ñìåæíûé êëàññ, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò g, èìååò âèä

gH = {gh : h ∈ H}.

Îäíèì èç ñìåæíûõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ ñàìà ïîäãðóïïà H .

Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå â ãðóïïå íå îáÿçàíî áûòü êîììóòàòèâíûì, ìû ïîëó÷èì, âîîáùå ãîâîðÿ, äðóãîå

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, âçÿâ âìåñòî óñëîâèÿ (10) àíàëîãè÷íîå åìó óñëîâèå

g−1
2 g1 ∈ H

Êëàññû ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþòñÿ ïðàâûìè ñìåæíûìè êëàññàìè ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H . Îíè

èìåþò âèä

Hg = {hg : h ∈ H}.

Çàìåòèì, ÷òî èíâåðñèÿ g 7→ g−1
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè ëåâûõ

è ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ. À èìåííî,

(gH)−1 = Hg−1.

Ëåììà 10. Ëåâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî ïîäãðóïïå H ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè êëàññû ïåðåñåêàþòñÿ, òî îíè ñîâïàäàþò. �àññìîòðèì äâà

êëàññà aH è bH ñ îáùèì ýëåìåíòîì c. Äîêàæåì, ÷òî aH ⊆ bH . Ïóñòü g = a · h, h ∈ H ïðèíàäëåæèò aH .

Èçâåñòíî:

c = a · ha = b · hb, ha, hb ∈ H ⇒ a = b · hb · h−1
a .

Òîãäà

g = a · h = b · hb · h−1
a · h ∈ bH,

ïîñêîëüêó

hb · h−1
a · h ∈ H.

Çíà÷èò, aH ⊆ bH . Àíàëîãè÷íî bH ⊆ aH .

Ï ð è ì å ð 6.1.12. Ñìåæíûå êëàññû àääèòèâíîé ãðóïïû C ïî ïîäãðóïïå R èçîáðàæàþòñÿ íà êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè âåùåñòâåííîé îñè (ñì. ðèñ. 6.1(a)).

O

x

y

(a)

O

x

y

(b)

x

y

()

�èñ. 6.1: (a): (C,+) ïî ïîäãðóïïå R; (b): (C∗, ·) ïî ïîäãðóïïå R∗
+; (): (C

∗, ·) ïî ïîäãðóïïå T.

Ï ð è ì å ð 6.1.13. Ñìåæíûå êëàññû ìóëüòèïëèêàòèâíîé

1

ãðóïïû (C∗, ·) ïî ïîäãðóïïå R∗
+ ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë � ýòî ëó÷è, èñõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 6.1(b)).

Ï ð è ì å ð 6.1.14. Ñìåæíûå êëàññû àääèòèâíîé ãðóïïû (C∗, ·) ïî ïîäãðóïïå T = {z ∈ C∗; |z| = 1} íà

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè � îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 6.1()).

1

Ìíîæåñòâî (G∗, ◦) � ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ G îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé áèíàðíîé îïåðàöèè ◦. Òàêèì îáðàçîì

çâåçäî÷êà íàä íåêèì êîëüöîì îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îáðàòèìûå ýëåìåíòà ýòîãî êîëüöà. Íàïðèìåð, C∗ = C\{0}.
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Ï ð è ì å ð 6.1.15. �àññìîòðèì ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó S3. Ïîëîæèì

τ1 = e =

(
1 2 3
1 2 3

)

, τ2 =

(
1 2 3
1 3 2

)

, τ3 =

(
1 2 3
2 1 3

)

,

τ4 =

(
1 2 3
2 3 1

)

, τ5 =

(
1 2 3
3 1 2

)

, τ6 =

(
1 2 3
3 2 1

)

.

• Ïðèâåäèòå òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ ãðóïïû S3.

• Äîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâà H1 = {e, τ2}, H2 = {e, τ4, τ5} � ïîäãðóïïû. (ïîäãðóïïà H2 íàçûâàåòñÿ

ïîäãðóïïîé ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê A3 = H2 ⊂ S3).

• Íàéäèòå ïðàâûå è ëåâûå ñìåæíûå êëàññû äëÿ H1 è äëÿ H2.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. �àäè ïðîñòîòû âìåñòî τk áóäåì ïèñàòü ïðîñòî k.

(S3,◦ ) 1 2 3 4 5 6

1 1 2 3 4 5 6

2 2 1 5 6 3 4

3 3 4 1 2 6 5

4 4 3 6 5 1 2

5 5 6 2 1 4 3

6 6 5 4 3 2 1

2. Èç òàáëèöû ëåãêî âèäåòü, ÷òî H1 = {e, τ2}, H2 = {e, τ4, τ5} � ïîäãðóïïû. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâ

eτ2 = τ2e = τ2, τ2τ2 = e,

âûòåêàåò, ÷òî H1 ïîäãðóïïà, à èç ðàâåíñòâ

eτ4 = τ4e = τ4, eτ5 = τ5e = τ5, τ4τ5 = e = τ5τ4, τ4τ4 = τ5, eτ5τ5 = τ4,

÷òî H2 � ïîäãðóïïà.

3. Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé óìíîæåíèÿ íàõîäèì ëåâûå ñìåæíûå êëàññû:

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ H1 = {e, τ2} èìååì 3 ðàçëè÷íûõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññà {τ1, τ2}, {τ3, τ4}, {τ5, τ6}.
Äåéñòâèòåëüíî, Àíàëîãè÷íî ñòðîÿòñÿ ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû: {τ1, τ2}, {τ3, τ5}, {τ4, τ6}.

eH1 = {τ1, τ2} τ3H1 = {τ3, τ4} τ5H1 = {τ5, τ6}
τ2H1 = {τ1, τ2} τ4H1 = {τ4, τ3} τ6H1 = {τ6, τ5}

Âîçüìåì òåïåðüH2 = {e, τ4, τ5}� ïîäãðóïïó ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê. Òîãäà îïÿòü èç òàáëèöû, ïîñòðîåííîé

äëÿ ãðóïïû S3 ïîëó÷àåì

Ëåâûå ñìåæíûå êëàññû Ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû

eH2 = {τ1, τ4, τ5} τ2H2 = {τ2, τ3, τ6} H2e = {τ1, τ4, τ5} H2τ2 = {τ2, τ3, τ6}
τ4H2 = {τ1, τ4, τ5} τ3H2 = {τ2, τ3, τ6} H2τ4 = {τ1, τ4, τ5} H2τ3 = {τ2, τ3, τ6}
τ5H2 = {τ1, τ4, τ5} τ6H2 = {τ2, τ3, τ6} H2τ5 = {τ1, τ4, τ5} H2τ6 = {τ2, τ3, τ6}

Äëÿ íåå ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû ñîâïàäàþò è ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ {τ1, τ4, τ5} è {τ2, τ3, τ6}.
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6.1.4 Òåîðåìà Ëàãðàíæà

Ëåììà 11. Â êàæäîì ëåâîì (ïðàâîì) ñìåæíîì êëàññå ãðóïïû ïî êîíå÷íîé ïîäãðóïïå ÷èñëî ýëåìåíòîâ

ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì ýòîé ïîäãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H = {h1 = e, h2, . . . , hm} � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû (G, ◦). Òîãäà äëÿ ýëåìåíòà

a ∈ G ëåâûé ñìåæíûé êëàññ aH ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà

a ◦ h1, a ◦ h2, . . . , a ◦ hm.

Ïîýòîìó |aH | 6 |H |. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |aH | < |H |. Ò.å. íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû hk 6= hm, hk ∈ H , hm ∈ H ,

÷òî

a ◦ hk = a ◦ hm,
ò.å. ñóùåñòâóåò g ∈ G, ÷òî a ◦ hk = a ◦ hm = g. Îòêóäà hk = hm = a−1 ◦ g � ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,

|aH | = |H |.

Òåîðåìà 6.1.28 (Òåîðåìà Ëàãðàíæà). Ïîðÿäîê êàæäîé ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (G, ·) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, à H � åå ïîäãðóïïà. �àññìîòðèì ëåâîñòîðîííåå ðàçëî-

æåíèå ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H . Òîãäà ïî ëåììå âñå ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ðàâíîìîùíû, è èõ ìîùíîñòü

ðàâíà ïîðÿäêó ïîäãðóïïû H . Êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà G ëåæèò ðîâíî â îäíîì ëåâîì ñìåæíîì êëàññå,

ïîýòîìó

|G| = |H | · {÷èñëî ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ}.
Îòñþäà |H | äåëèò |G|.

Îïðåäåëåíèå 6.1.16. ×èñëî ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî H (ëåâûõ èëè ïðàâûõ, áåçðàçëè÷íî), åñëè îíî

êîíå÷íî, íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû H è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |G : H |.

Òîãäà òåîðåìó Ëàãðàíæà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

|G| = |H | · |G : H |.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ãðóïïû.

2. ×åìó ðàâåí ïîðÿäîê ãðóïïû S5?

3. Ñ�îðìóëèðóéòå òåîðåìó Ëàãðàíæà.

Óïðàæíåíèÿ ê 6.1

Óïðàæíåíèå 6.1.1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ (+)?
Óìíîæåíèÿ (·)?

(a) Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N; (b) Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z;

(c) Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R; (d) Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q;

(e) Ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë R\Q; (f) Ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R
∗;

(g) Ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë R\Q∗; (h) Ìíîæåñòâî ÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë 2Z;

(i) Ìíîæåñòâî íå÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë 2Z + 1; (j) Ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö GLn;

Óïðàæíåíèå 6.1.2. Êàêèå ãðóïïû èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà áóäóò êîììóòàòèâíû?

Óïðàæíåíèå 6.1.3. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèåé ◦, îïðåäåë¼ííîé ñëåäóþùèì îáðàçîì: m◦n =
m+ (−1)m · n, äëÿ ëþáûõ m, n ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî (Z, ◦) � ãðóïïà. Áóäåò ëè ýòà ãðóïïà Àáåëåâîé?
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Óïðàæíåíèå 6.1.4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîæåñòâà G ñ îïåðàöèåé ◦, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g ∈ G äëÿ

êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðàâûé îáðàòíûé ýëåìåíò, à ëåâûé îáðàòíûé íå ñóùåñòâóåò (èëè íàîáîðîò). Ïðè

ýòîì â ìíîæåñòâå G ñ îïåðàöèåé ◦ ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò è ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè âûïîëíÿåòñÿ

(èíà÷å ãîâîðÿ, âûïîëíåíû ñâîéñòâà ãðóïïû, êðîìå ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà).

Óïðàæíåíèå 6.1.5. Îïðåäåëèòå ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Z8. êàêîâ ïîðÿäîê ýëåìåíòà a ãðóïïû Zn?

Óïðàæíåíèå 6.1.6. Îïðåäåëèòå ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ìóëüòèïëèêàòèâíîé

2

ãðóïïû Z∗
10. ßâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà

Z∗
10 öèêëè÷åñêîé?

Óïðàæíåíèå 6.1.7. Îïðåäåëèòå ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû Z∗
21. ßâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà

Z∗
21 öèêëè÷åñêîé?

Óïðàæíåíèå 6.1.8. Îïðåäåëèòå ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû S4.

Óïðàæíåíèå 6.1.9. Îïðåäåëèòå ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ g1 = (i1 . . . ik), g2 = (i1 . . . ik)(j1 . . . jl), g3 = (i1 . . . ik) · (j1 . . . jl) ·
(s1 . . . sr) ãðóïïû Sn, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.

Óïðàæíåíèå 6.1.10. Îïèøèòå âñå ïîäñòàíîâêè ãðóïïû Sn (a) ÷¼òíîãî ïîðÿäêà; (b) íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà. Êàêèõ

ïîäñòàíîâîê áîëüøå â Sn ÷¼òíîãî ïîðÿäêà èëè íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà?

Óïðàæíåíèå 6.1.11. Îáðàçóåò ëè ãðóïïó ïî ñëîæåíèþ êàæäîå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

a) G1 = { m
126

: m ∈ N};
b) G2 = { m

126
: m ∈ Z};

) G3 = { m
126

: m ∈ Q};
d) G4 = { m

126
: m ∈ Z, (m, 126) = 1}. Ïîñëåäíåå óñëîâèå â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà G4 îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâà-

þòñÿ òîëüêî íåñîêðàòèìûå äðîáè.

Óïðàæíåíèå 6.1.12. Îáðàçóþò ëè êàêèå-ëèáî ìíîæåñòâà èç çàäàíèÿ 6.1.11

1. Êîëüöî îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûõ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ;

2. Ïîëå îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûõ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.1.17. Ýëåìåíòû a, b êîëüöà K íàçûâàþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ, åñëè a 6= 0, b 6= 0, ab = 0 â êîëüöå K.

Îïðåäåëåíèå 6.1.18. Ýëåìåíò a êîëüöà K íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n,
÷òî an = 0 â êîëüöå K. Â ÷àñòíîñòè, 0 � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò ëþáîãî êîëüöà.

Óïðàæíåíèå 6.1.13. Â êîëüöàõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì 99, 77, 65, 127, 173, 197, 202 íàéäèòå âñå äåëèòåëè íóëÿ è

âñå íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû. Åñòü ëè ñðåäè ïåðå÷èñëåííûõ êîëåö ïîëÿ? Îòâåò îáîñíóéòå.

Óïðàæíåíèå 6.1.14. Óêàæèòå êàêèå-íèáóäü äåëèòåëè íóëÿ è íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû êîëüöà 12 × 12 ìàòðèö

íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî êîëüöî íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì.

Óïðàæíåíèå 6.1.15. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîëüöà áåç äåëèòåëåé íóëÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëåì.

Îòâåòû: 6.1.1 ???? 6.1.2 Âñå, êðîìå (GLn, ·). 6.1.3 Â ãðóïïå íåò êîììóòàòèâíîñòè, íàïðèìåð 1◦2 6= 2◦1. 6.1.4 �àñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî ìàòðèö áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè (êàê ïî ñòðîêàì, òàê è ïî ñòîëáöàì) ñî ñòàíäàðòíîé îïåðàöèåé

óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Òîãäà íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì áóäåò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè âûïîëíåíî.

�àññìîòðèì äâà ýëåìåíòà g1 =











0 1 0 0 0 . . .
0 0 1 0 0 . . .
0 0 0 1 0 . . .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.











è g2 =











0 0 0 0 0 . . .
1 0 0 0 0 . . .
0 1 0 0 0 . . .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.











. Òîãäà äëÿ ìàòðèöû g1 ñó-

ùåñòâóåò ïðàâàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà, à ëåâàÿ îáðàòíàÿ íå ñóùåñòâóåò. Àíàëîãè÷íî äëÿ g2 ñóùåñòâóåò ëåâàÿ îáðàòíàÿ

(ïîñêîëüêó g1 ·g2 = e), íî ïðàâàÿ îáðàòíàÿ íå ñóùåñòâóåò. 6.1.5 ord(1, 3, 5, 7) = 8, ord(2, 6) = 4, ord(4) = 2; ord a = n
(n,a)

.

6.1.6 �ðóïïà Z∗
10 = {1, 3, 7, 9} � öèêëè÷åñêàÿ, ò.ê. ord(1) = 1, ord(3) = 4, ord(7) = 4, ord(9) = 2. Îòêóäà3 Z∗

10 =< 3 >
è Z∗

10 =< 7 >. 6.1.7 �ðóïïà Z∗
21 ñîñòîèò èç 12 = (3− 1)(7− 1) ýëåìåíòîâ: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 11, 13, 16, 17, 19, 20. �ðóï-

ïà íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, ord(1) = 1, ord(8, 13, 20) = 2, ord(4, 16) = 3, ord(2, 5, 10, 11, 17, 19) = 6. 6.1.8 ord(e) = 1,
ord((12), (13), (14), (23), (24), (34), (12)(34), (13)(24), (14)(23)) = 2,
ord((123), (124), (132), (134), (234), (243), (142), (143)) = 3, ord((1234), (1243), (1342), (1324), (1432), (1423)) = 4. 6.1.9 ord g1 =
k, ord g2 = HOK(k, l), ord g3 = HOK(k, l, r). 6.1.10 (a) Ïîäñòàíîâêà ÷¼òíîãî ïîðÿäêà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí öèêë ÷¼ò-

íîé äëèíû. (b) Ïîäñòàíîâêà íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ öèêëîâ òîëüêî íå÷¼òíîé äëèíû. ×¼òíûõ

áîëüøå. 6.1.11 (a) íåò; (b) äà; () äà; (d) íåò. 6.1.12 (1-a) íåò; (1-b) íåò; (1-) äà; (1-d) íåò. (2-a) íåò; (2-b) íåò; (2-)

äà; (2-d) íåò. 6.1.13 Íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû âåçäå ýòî 0, à â Z99 åù¼ 33, 66. ????? 6.1.14 ????? 6.1.15 Z.

2

Ìíîæåñòâî Z∗
n ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå âçàèìíîïðîñòû ñ n, ò.å. äëÿ íèõ ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò.

3

×èñëî ýëåìåíòîâ N â ãðóïïå Z∗
10 ìîæíî ïîäñ÷èòàòü, èñõîäÿ èç �îðìóëû N = ϕ(n), ãäå ϕ(n) � �óíêöèÿ Ýéëåðà. Íàïðèìåð

ϕ(p1 · p2) = (p1 − 1)(p2 − 1), ϕ(pk) = pk − pk−1
.
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Âîïðîñû ê çà÷¼òó

1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ, òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ, ïîêàçàòåëüíàÿ �îðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ôîðìóëà Ýéëåðà. Èç-

âëå÷åíèå êîðíÿ n-îé ñòåïåíè.

2. Ïåðåñòàíîâêè, òðàíñïîçèöèÿ, èíâåðñèÿ. Îïðåäåëèòåëü n × n. Çíàê ïðîèçâîëüíîãî ñëàãàåìîãî

aα1β1aα2β2 . . . aαnβn
èç îïðåäåëèòåëÿ.

3. Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé n × n. �àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå, ñòîëáöó. Òåîðåìà Ëàïëàñà (òåîðåìà

Ëàïëàñà á/ä).

4. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Ïðàâèëà Êðàìåðà.

5. Ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ìåòîä �àóññà-Æîðäàíà ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû.

6. �àçìåðíîñòü, áàçèñ. Ïåðåõîä ê íîâîìó áàçèñó. Ñâÿçü êîîðäèíàò âåêòîðà â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ.

7. �àíã ìàòðèöû. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ðàíã ìàòðèöû. Òåîðåìà î áàçèñíîì ìèíîðå.

8. Ìåòîä �àóññà. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè.

9. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâà. Ñïîñîáû çàäàíèÿ.

10. Ïåðåñå÷åíèå è ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ. Ôîðìóëà �ðîññìàíà.

11. Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, ñïîñîáû çàäàíèÿ. �àçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèé è èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå.

12. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà-Øìèäòà.

13. Ìàòðèöà �ðàìà. Êðèòåðèé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû �ðàìà ïðè ïîìîùè ìåòîäà îð-

òîãîíàëèçàöèè. �àññòîÿíèÿ ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè.

14. Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïåðåõîä ê íîâîìó áàçèñó.

15. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðà.

16. Áèëèíåéíàÿ �óíêöèÿ. Ñèììåòðè÷íàÿ è êîñîñèììåòðè÷íàÿ �óíêöèÿ. Ïåðåõîä ê äðóãîìó áàçèñó.

17. Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íûõ �îðì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó: ìåòîä Ëàãðàíæà è �àóññà.

18. Ôîðìóëà ßêîáè. Çíàêîîïðåäåëåííûå êâàäðàòè÷íûå �îðìû. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.

19. Çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ �îðì.

20. Ïîíÿòèå ãðóïïû. �ðóïïà êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.

21. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn.

22. �àçáèåíèå íà ñìåæíûå êëàññû. Òåîðåìà Ëàãðàíæà.
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