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�ëàâà 1

Ââåäåíèå â àíàëèç

1.1 Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ

1.1.1 Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè. Òåîðåìà Ìîðãàíà.

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà îòíîñèòñÿ ê îñíîâíûì ïåðâè÷íûì ïîíÿòèÿì ìàòåìàòèêè. Ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ýëå-

ìåíòîâ . Òî, ÷òî ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M, çàïèñûâàþò òàê: a ∈ M. Ìíîæåñòâî áåç ýëåìåíòîâ

íàçûâàåòñÿ ïóñòûì è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∅.

A

B

aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa

AUB
A

U

B

A

B aa
aa

�èñ. 1.1: �èñ. 1.2: �èñ. 1.3:

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B, åñëè ëþáîé ýëåìåíò a ìíî-
æåñòâà A ÿâëÿåòñÿ òàêæå ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B. Ýòî îáîçíà÷àåòñÿ òàê: A ⊆ B.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ

òàêæå ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B è íàîáîðîò, ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A.

Èíûìè ñëîâàìè, îäíîâðåìåííî A ⊆ B è B ⊆ A. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íûé
ñèìâîë: A = B. ×àñòî ïðè ðàññóæäåíèÿõ áûâàåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, âõî-

äÿùèõ õîòÿ áû â îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ A
⋃
B.

A ∪B = {x : x ∈ A èëè x ∈ B}.

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, âõî-
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äÿùèõ îäíîâðåìåííî â êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ A
⋂
B.

A ∩B = {x : x ∈ A è x ∈ B}.

Îáû÷íî ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè íåêîòîðîãî îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M, íà-

ïðèìåð, ïîäìíîæåñòâà ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ò.ä.

aaaaaaaaa
aaaaaaaaa
aaaaaaaaa
aaaaaaaaa
aaaaaaaaa
aaaaaaaaa
aaaaaaaaa
aaaaaaaaa

CMA

A

aaaaaaaa
aaaaaaaa
aaaaaaaa
aaaaaaaa
aaaaaaaa
aaaaaaaa
aaaaaaaa
aaaaaaaa

A

B

�èñ. 1.4: Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A
�èñ. 1.5: A \B

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Ïóñòü A ⊆ M. Äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ

ýëåìåíòîâ M, êîòîðûå íå âõîäÿò â ìíîæåñòâî A. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ CMA.

CMA = {x : x /∈ A ∩ x ∈ M}.

Îïðåäåëåíèå 1.1.6 (�àçíîñòü ìíîæåñòâ). �àçíîñòü ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå

èç ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî A è ïðè ýòîì íå ëåæàùèõ â ìíîæåñòâå B. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ A \B.

A \B = {x : x ∈ A è x /∈ B}.

Ïåðå÷èñëèì ðÿä ñâîéñòâ îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè.

Òåîðåìà 1.1.1. Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. A
⋃
B = B

⋃
A, A

⋃
(B
⋃
C) = (A

⋃
B)
⋃
C,

2. A
⋂
B = B

⋂
A, A

⋂
(B
⋂
C) = (A

⋂
B)
⋂
C,

3. (A
⋃
B)
⋂
C = (A

⋂
C)
⋃
(B
⋂
C), (A

⋂
B)
⋃
C = (A

⋃
C)
⋂
(B
⋃
C),

4. CM(A
⋃
B) = CMA

⋂
CMB, CM(A

⋂
B) = CMA

⋃
CMB ( çàêîíû äå Ìîðãàíà),

5. CMM = ∅, CM∅ = M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð äîêàçàòåëüñòâà îäíîãî èç å¼ óòâåðæäåíèé. Íàïðèìåð, äîêàæåì, ÷òî

CM(A
⋃
B) = CMA

⋂
CMB. Åñëè x ∈ CM(A

⋃
B), òî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ýëåìåíò x íå ïðèíàäëå-

æèò A
⋃
B, ÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ýòîò ýëåìåíò íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç ìíîæåñòâ A, B, ò.å.

x ∈ CMA è x ∈ CMB, ÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x ∈ CMA
⋂
CMB. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Âñ¼ ñêàçàííîå ìîæíî áûëî çàïèñàòü öåïî÷êîé ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé:

x ∈ CM (A ∪B) ⇔ x /∈ (A ∪B) ∧ x ∈M ⇔
⇔ (x /∈ A) ∧ (x /∈ B) ∧ (x ∈M) ⇔ ((x /∈ A) ∧ (x ∈M)) ∧ ((x /∈ B) ∧ (x ∈M)) ⇔

⇔ (x ∈ CMA) ∧ (x ∈ CMB) ⇔ x ∈ CMA ∩ CMB.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå â ïóíêòå 4). Äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ ïðîâåä¼ì öåïî÷êó ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäå-

íèé.

x ∈ CM (A ∩B) ⇔ x /∈ (A ∩B) ∧ (x ∈M) ⇔
⇔ ((x /∈ A) ∨ (x /∈ B)) ∧ x ∈M ⇔ ((x /∈ A) ∧ (x ∈M)) ∨ ((x /∈ B) ∧ (x ∈M)) ⇔

⇔ (x ∈ CMA) ∨ (x ∈ CMB) ⇔ x ∈ CMA ∪ CMB.

1.1.2 Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè

Ëîãè÷åñêèì âûñêàçûâàíèåì íàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ìîæíî ñêàçàòü, èñòèííî îíî

èëè ëîæíî. Êàê è íàä ìíîæåñòâàìè, íàä âûñêàçûâàíèÿìè ìîæíî ïðîèçâîäèòü îïåðàöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.1.7. Äèçúþíêöèåé èëè ëîãè÷åñêèì 'èëè' äâóõ âûñêàçûâàíèé A, B íàçûâàåòñÿ âûñêàçû-

âàíèå, êîòîðîå èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ âûñêàçûâàíèé. Îíî

îáîçíà÷àåòñÿ A ∨B.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî A ∨B ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëîæíûìè ÿâëÿþòñÿ îáà âûñêàçûâàíèÿ A, B.

Îïðåäåëåíèå 1.1.8. Êîíúþíêöèåé èëè ëîãè÷åñêèì 'è' äâóõ âûñêàçûâàíèé A, B íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå,

êîòîðîå èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííû îáà èç ýòèõ âûñêàçûâàíèé. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ A ∧ B
( èíîãäà åãî îáîçíà÷àþò A&B ).

Îïðåäåëåíèå 1.1.9. Îòðèöàíèåì âûñêàçûâàíèÿ A íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå ⌉A, êîòîðîå èñòèííî, åñëè
A ëîæíî, è íàîáîðîò, ëîæíî, åñëè A � èñòèííî.

Îïðåäåëåíèå 1.1.10. Èìïëèêàöèåé A =⇒ B íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå, êîòîðîå ëîæíî, òîëüêî åñëè èñ-

òèííî A è ëîæíî B.

Ïî-äðóãîìó ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ: 'åñëè A, òî B', èëè 'èç A ñëåäóåò B'. Çíà÷åíèå òàêîâî: èç èñòèííî-
ãî âûñêàçûâàíèÿ ìîæåò ñëåäîâàòü òîëüêî èñòèííîå âûñêàçûâàíèå, èç ëîæíîãî âûñêàçûâàíèÿ ñëåäóåò ÷òî

óãîäíî.

Ïðèâåä¼ì òàáëèöó èñòèííîñòè (0 � ¾ëîæü¿, 1 � ¾èñòèíà¿.) äëÿ èìïëèêàöèè Äëÿ áîëåå ë¼ãêîãî ïîíèìàíèÿ

A B A =⇒ B
0 0 1

0 1 1

1 0 0

1 1 1

ñìûñëà èìïëèêàöèè è çàïîìèíàíèÿ åå òàáëèöû èñòèííîñòè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ æèòåéñêîé ìîäåëüþ: A �

íà÷àëüíèê. Îí ìîæåò ïðèêàçàòü ¾ðàáîòàé¿ (1) èëè ñêàçàòü ¾äåëàé ÷òî õî÷åøü¿ (0). B � ïîä÷èíåííûé. Îí

ìîæåò ðàáîòàòü (1) èëè áåçäåëüíè÷àòü (0). Â òàêîì ñëó÷àå èìïëèêàöèÿ � íå ÷òî èíîå, êàê ïîñëóøàíèå

ïîä÷èíåííîãî íà÷àëüíèêó. Ïî òàáëèöå èñòèííîñòè ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëóøàíèÿ íåò òîëüêî òîãäà, êîãäà

íà÷àëüíèê ïðèêàçûâàåò ðàáîòàòü, à ïîä÷èíåííûé áåçäåëüíè÷àåò.
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Ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ (òåîðåìû, ëåììû) ÷àñòî èìååò âèä A =⇒ B, ãäå A � óñëîâèå óòâåðæäåíèÿ, B � åãî çàêëþ÷å-

íèå. Åñëè âåðíî óòâåðæäåíèå A =⇒ B è óñëîâèå A âûïîëíÿåòñÿ, òî ïðèìåíåíèå ëîãè÷åñêîãî ïðàâèëà, (íîñÿùåãî íàçâàíèå modus

ponens) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá èñòèííîñòè çàêëþ÷åíèÿ B. Åñëè âåðíî óòâåðæäåíèå A =⇒ B, à çàêëþ÷åíèå B � ëîæíîå,

òî è óñëîâèå A � ëîæíî. Äëÿ óòâåðæäåíèÿ A =⇒ B, íàçûâàåìîãî ïðÿìûì, óòâåðæäåíèå B =⇒ A áóäåì íàçûâàòü îáðàòíûì

óòâåðæäåíèåì.

Åñëè äîêàçàíû îáå òåîðåìû A =⇒ B è B =⇒ A, òî ãîâîðÿò, ÷òî A åñòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, èëè êðèòåðèé, äëÿ

B ( è íàîáîðîò, ðàçóìååòñÿ), èëè ÷òî óòâåðæäåíèÿ A, B ýêâèâàëåíòíû (ðàâíîñèëüíû). �àâíîñèëüíîñòü óòâåðæäåíèé ïðèíÿòî

îáîçíà÷àòü A ⇐⇒ B. �àññìîòðèì âêðàòöå ðÿä ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðåì. Îäèí èç íèõ � ìåòîä îò

ïðîòèâíîãî. Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, íàïðèìåð, èìåþùåé âèä A =⇒ B, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

îäíîâðåìåííî èñòèííû A è ¬B. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèò íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî è äîêàçûâàåò

òåîðåìó. Êîðîòêî: (A =⇒ B) ⇐⇒ (A è ¬B =⇒ ¬A).
Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, êîòîðûå ãëàñÿò, ÷òî íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå,

âûðàæåííîå ÷åðåç íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð n, îáîçíà÷èì ýòî óòâåðæäåíèå P (n), âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ýòîãî ïàðàìåòðà
n. Ñíà÷àëà ïðîâåðÿþò, ÷òî óòâåðæäåíèå P (1) âûïîëíÿåòñÿ. Çàòåì ïðîâåðÿþò, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè P (n) ïðè íåêîòîðîì n
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü P (n+ 1).

Íàïðèìåð, äîêàæåì, ÷òî

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
äëÿ ëþáîãî n. Ýòî ðàâåíñòâî áóäåò íàøèì óòâåðæäåíèåì P (n). Òîãäà P (1) � ýòî âåðíîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî 1 = 1 · (1+1)/2.
Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì n óòâåðæäåíèå P (n) âåðíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà P (n+1), êîòîðîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî 1+2+3+· · ·+n+(n+1) =
(n+1)(n+2)

2
âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêòèâíûì ïðåäïîëîæåíèåì î ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ P (n) è ïîëó÷èì:

1 + 2 + 3 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1) =

n(n+ 1) + 2(n + 1)

2
=

(n+ 1)(n + 2)

2
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

�àçáåðåì åù¼ îäèí ïðèìåð íà ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Òåïåðü íåðàâåíñòâî
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ïðåäïîëîæåíèåì î ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ P (n) è ïîëó÷èì:
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Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü îãðàíè÷åííîñòüþ �óíêöèè cos x, ò.å. | cos x| 6 1,∀x ∈ R.

1.1.3 Îòîáðàæåíèÿ è �óíêöèè

Îïðåäåëåíèå 1.1.11 (Îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ). Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâàX è Y è ïóñòü èìååòñÿ ïðàâèëî

f , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X íåêîòîðûé îïðåäåë¼ííûé y ∈ Y . Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî
çàäàíî îòîáðàæåíèå f , ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y . È îáîçíà÷àþò:

f : X → Y.

Ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé x â ñèëó ïðàâèëà f , îáîçíà÷àþò f(x) è ïèøóò: y = f(x). Ýëåìåíò y íàçûâàþò
îáðàçîì ýëåìåíòà x ïðè îòîáðàæåíèè f , ýëåìåíò x ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà y. ÌíîæåñòâîX íàçûâàþò îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f .

Â íàøåì êóðñå ìû, â îñíîâíîì, ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâàX è Y ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè

ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì î �óíêöèè, îïðåäåë¼ííîé íà ìíîæåñòâå X ⊆
R. Îáîçíà÷åíèå y = f(x) óêàçûâàåò íà ïðàâèëî, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ÷èñëó x ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî y,
íàçûâàåìîå çíà÷åíèåì �óíêöèè â òî÷êå x. Åñëè ìû ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå
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y
x

X Y

�èñ. 1.6: Îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y

ïðÿìûå, íàçîâ¼ì îäíó èç íèõ îñüþ x, äðóãóþ � îñüþ y, òî ïàðû ÷èñåë (x, y), ãäå y = f(x), îáðàçóþò íà

ïëîñêîñòè êðèâóþ, íàçûâàåìóþ ãðà�èêîì ýòîé �óíêöèè. Îäíà èç âàæíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà �

ïîñòðîåíèå ãðà�èêîâ �óíêöèé è îïèñàíèå èõ ñâîéñòâ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.12. Îáðàçîì ïîäìíîæåñòâà A ⊆ X ïðè îòîáðàæåíèè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

f(A) = {f(x)|x ∈ A}.

Ïðîîáðàçîì ïîäìíîæåñòâà B ⊆ Y ïðè îòîáðàæåíèè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

f−1(B) = {x ∈ A| f(x) ∈ B}.

Îïðåäåëåíèå 1.1.13. �àññìîòðèì íåêîòîðûå âèäû îòîáðàæåíèé:

• Ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå � îòîáðàæåíèå íà âñ¼ ìíîæåñòâî Y :

f(X) = Y,

ò.å. äëÿ ëþáîãî y ∈ Y íàéä¼òñÿ x ∈ X òàêîé, ÷òî f(x) = y.

• Èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå: äëÿ ëþáîãî x1, x2 ∈ X èç ðàâåíñòâà f(x1) = f(x2) ñëåäóåò x1 = x2.

• Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå � îòîáðàæåíèå f ñþðúåêòèâíî è èíúåêòèâíî.

Ï ð è ì å ð 1.1.1. Ïóñòü

a) X = [0; 1], Y = [0; 2];

b) X = [−1; 1], Y = [0; 1];

) X = [0; 1], Y = [0; 1].

Ôóíêöèÿ f(x) = x2, òîãäà â ñëó÷àå

a) îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíîå, íî íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì;

b) îòîáðàæåíèå f ñþðúåêòèâíîå, íî íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì;

) îòîáðàæåíèå f ñþðúåêòèâíîå è èíúåêòèâíîå, ò.å. ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìíîæåñòâà X íà ìíîæåñòâî Y .

Îïðåäåëåíèå 1.1.14. X , Y � ìíîæåñòâà. Åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ X íà Y , òî áóäåì ïèñàòü cardX =
cardY è ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà X è Y ðàâíîìîùíû.

Ï ð è ì å ð 1.1.2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

cardR = card(−1; 1) = card(0; 1).

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ìîæíî îáîñíîâàòü ïðè ïîìîùè áèåêöèè ϕ1(x) =
2
π arctg(x). Âòîðîå ðàâåíñòâî ïðè ïîìîùè

áèåêöèè ϕ2(x) =
x+1
2 .
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Ëåììà 1. Ïóñòü f : X → Y , g : Y → X. Òîãäà åñëè g ◦ f = eX
1

, òî g � ñþðúåêòèâíî ∧ f � èíúåêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ g(Y ) ⊆ X . Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû

X = eX(X) = g(f(X)) = g ◦ f(X) ⊆ g(Y ).

Îòêóäà g(Y ) = X , ò.å. g �ñþðúåêöèÿ. Äîêàæåì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ

x1 6= x2 ⇒ eX(x1) 6= eX(x2) ⇒ g(f(x1)) 6= g(f(x2)) ⇒ f(x1) 6= f(x2),

ò.å. f � èíúåêòèâíà.

Òåîðåìà 1.1.2. Îòîáðàæåíèÿ f : X → Y , g : Y → X, òîãäà

f, g - áèåêòèâíû è âçàèìíîîáðàòíûå ⇐⇒ f ◦ g = eY è g ◦ f = eX .

Äîêàçàòåëüñòâî. =⇒ Óñëîâèÿ òåîðåìû äåëàþò ðàâíîñèëüíûì ñëåäóþùåå: y = f(x) ⇐⇒ x = g(y). Îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî y = f(g(y)) è x = g(f(x)).

⇐= Â ñèëó ëåììû îáà îòîáðàæåíèÿ áèåêòèâíû.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñîñòàâüòå òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè.

2. Äëÿ ìíîæåñòâ A = {(x, y) ∈ R2 : (|x| − 3)2 + (y − 3)2 = 4} è B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 18} èçîáðàçèòå íà

ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà A ∪B, A ∩ B, CR2A, CR2B, A \B.

Óïðàæíåíèÿ ê 1.1

Óïðàæíåíèå 1.1.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî an äåëèòñÿ íà b.

(a) an = 2n3 + 3n2 + 7n, b = 6; (b) an = 42n−1 + 1, b = 5;

(c) an = 62n−2 + 3n+1 + 3n−1, b = 11; (d) an = 5n − 4n+ 15, b = 16.

Óïðàæíåíèå 1.1.2. Äëÿ n ∈ N äîêàæèòå ðàâåíñòâà

(a) 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
; (b) 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

n2(n+ 1)2

4
;

(c) 1 · 1! + 2 · 2! + . . .+ n · n! = (n+ 1)!− 1; (d) p+ (p+ 1) + (p+ 2) + . . .+ (p+ n) =
(2p+ n)(n+ 1)

2
;

(e) 12 + 32 + 52 + ...+ (2n− 1)2 =
n(4n2 − 1)

3
; (f) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n(n+ 1) =

n(n+ 1)(n+ 2)

3
.

Óïðàæíåíèå 1.1.3. Äëÿ n ∈ N, n > 2 äîêàæèòå

(a)
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
>

13

24
; (b)

(

1− 1

4

)(

1− 1

9

)(

1− 1

16

)

. . .

(

1− 1

n2

)

=
n+ 1

2n
.

Îòâåòû: 1.1.1 1.1.2

1

Çäåñü ïîä g ◦ f(x) ìû ïîíèìàåì g(f(x)). À eX òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç X â X, ò.å. eX(x) = x.
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1.2 Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

1.2.1 Íàòóðàëüíûå, öåëûå, ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

Èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè íàì èçâåñòíû ñâîéñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N (ò.å. ÷èñåë 1, 2, 3, . . . ), öåëûõ
÷èñåë Z (ò.å. ÷èñåë 0,±1,±2,±3, . . . ). �àöèîíàëüíûå ÷èñëà Q ïðåäñòàâèìû â âèäå äðîáåé p/q, ãäå p ∈ Z,

q ∈ N. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè çàêîíû äåéñòâèé íàä ýòèìè ÷èñëàìè è ñâîéñòâà íåðàâåíñòâ ìåæäó

íèìè. Åñëè íà ïðÿìîé îòìåòèòü òî÷êó 0 è âûáðàòü îòðåçîê åäèíè÷íîé äëèíû, òî ÷èñëà ìíîæåñòâà Z áóäóò

èçîáðàæåíû òî÷êàìè, îòñòîÿùèì äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 1. ×èñëà ìíîæåñòâàQ, íà ïåðâûé âçãëÿä, áóäóò
ðàñïîëîæåíû íà îñè äîñòàòî÷íî ïëîòíî. Íî, íàïðèìåð, äëèíó ãèïîòåíóçû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà,

êàòåòû êîòîðîãî ðàâíû 1, íåëüçÿ âûðàçèòü íèêàêèì ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì!

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî

√
2 = p/q , ãäå p ∈ Z, q ∈ N è ÷èñëà p, q íå èìåþò îáùèõ

äåëèòåëåé ( èíà÷å ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ìîæíî áûëî áû ïðîñòî ñîêðàòèòü íà èõ íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü). Âîçâåä¼ì ðàâåíñòâî q
√
2 = p â êâàäðàò, ïîëó÷èì 2q2 = p2. �àç p2 äåëèòñÿ íà 2, òî è p äåëèòñÿ íà 2

( êâàäðàò íå÷¼òíîãî ÷èñëà � íå÷¼òíîå ÷èñëî !), ò.å. p = 2p1 è òîãäà 2q
2 = 4p21, q

2 = 2p21 , îòêóäà àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ïîëó÷àåì q = 2q1. Íî ðàâåíñòâà p = 2p1, q = 2q1 ïðîòèâîðå÷àò ñäåëàííîìó âûøå ïðåäïîëîæåíèþ îá

îòñóòñòâèè îáùèõ äåëèòåëåé ó ÷èñåë p, q. Íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Òîò �àêò, ÷òî íå âñå äëèíû îòðåçêîâ ìîæíî âûðàçèòü ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, íàçûâàþò íåïîëíîòîé

ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

1.2.2 Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíûå (èíîãäà èõ íàçûâàþò âåùåñòâåííûìè) ÷èñëà, êàê áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðî-

áè, âçÿòûå ñî çíàêîì + èëè −. Ïðè ýòîì îíè ñîäåðæàò â ñåáå âñå öåëûå è âîîáùå, âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà,

êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, èçîáðàæàþòñÿ ëèáî êîíå÷íûìè, ëèáî áåñêîíå÷íûìè ïåðèîäè÷åñêèìè äåñÿòè÷íûìè

äðîáÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà, èçîáðàæàåìûå áåñêîíå÷íûìè íåïåðèîäè÷åñêèìè äåñÿòè÷íûìè äðîáÿìè, ÿâ-

ëÿþòñÿ èððàöèîíàëüíûìè. Ìû âíîâü ïðåäïîëàãàåì èçâåñòíûìè çàêîíû àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé íàä äåé-

ñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè è ñâîéñòâà íåðàâåíñòâ ìåæäó íèìè.

Àêñèîìû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à åãî ýëåìåíòû � âåùå-

ñòâåííûìè ÷èñëàìè, åñëè âûïîëíåí ñëåäóþùèé êîìïëåêñ óñëîâèé, íàçûâàåìûé àêñèîìàòèêîé âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë:

Àêñèîìû ïî ⊕.
îïðåäåëåííî îòîáðàæåíèå (îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ) + : R× R 7→ R.

1) Ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà 0 òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R:

x+ 0 = 0 + x = x.

2) Äëÿ ëþáîãî x ∈ R ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò −x ∈ R:

x+ (−x) = (−x) + x = 0.

3) Ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè:

x+ (y + z) = (x + y) + z, äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ R.

4) Êîììóòàòèâíîñòü:

x+ y = y + x, äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R.

Àêñèîìû ïî ⊗.
îïðåäåëåííî îòîáðàæåíèå (îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ) · : R× R 7→ R.

5) Ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà 1 ∈ R\{0} òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R:

x · 1 = 1 · x = x.
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6) Äëÿ ëþáîãî x ∈ R\{0} ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò x−1 ∈ R:

x · x−1 = x−1 · x = 1.

7) Ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè:

x · (y · z) = (x · y) · z, äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ R.

8) Êîììóòàòèâíîñòü:

x · y = y · x, äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R.

Ñâÿçü ⊕ è ⊗.

9) Äèñòðèáóòèâíîñòü:

(x+ y) · z = x · z + y · z, äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ R.

Àêñèîìû ïîðÿäêà 6.

ìåæäó ýëåìåíòàìè îïðåäåëåíî îòíîøåíèå 6,

ò.å. äëÿ ýëåìåíòîâ x, y ∈ R óñòàíîâëåíî âûïîëíÿåòñÿ x 6 y èëè íåò.

10) ∀x ∈ R (x 6 x).

11) ∀x, y ∈ R (x 6 y) ∧ (y 6 x) ⇒ x = y.

12) ∀x, y, z ∈ R (x 6 y) ∧ (y 6 z) ⇒ x 6 z.

13) ∀x, y ∈ R (x 6 y) ∨ (y 6 x).

ñâÿçü ⊕ è ⊗ ñ ïîðÿäêîì.

14) Ñâÿçü ⊕ è ïîðÿäêà: äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ R âûïîëíåíî

x 6 y ⇒ x+ z 6 y + z.

15) Ñâÿçü ⊗ è ïîðÿäêà: äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R âûïîëíåíî

x > 0, y > 0 ⇒ (x · y) > 0.

Àêñèîìà î ïîëíîòå.

Àêñèîìà îòäåëèìîñòè. Ïóñòü X, Y � äâà íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà x ∈ X è ëþáîãî ýëåìåíòà y ∈ Y âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x 6 y. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå äåé-

ñòâèòåëüíîå ÷èñëî c, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X è ëþáîãî ýëåìåíòà y ∈ Y âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

x 6 c 6 y.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Áóäåò ëè ñïðàâåäëèâ àíàëîã àêñèîìû îòäåëèìîñòè äëÿ ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë?

Óïðàæíåíèÿ ê 1.2

Óïðàæíåíèå 1.2.1. Äîêàæèòå, ÷òî

√
3 èððàöèîíàëüíî.

Óïðàæíåíèå 1.2.2. Äîêàæèòå, ÷òî log2 3 èððàöèîíàëüíî.

Îòâåòû: 1.2.2

1.3 Ïðèíöèïû ïîëíîòû ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

1.3.1 Òî÷íûå ãðàíè, èõ ñóùåñòâîâàíèå.
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Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Íàçîâ¼ì A ∈ R âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà X åñëè ∀x ∈ X, x 6 A.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Íàçîâ¼ì A ∈ R òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà X åñëè ∀x ∈ X : x 6 A è

∀a < A ∃x∗ ∈ X , x∗ > a. (ò.å. íàèìåíüøàÿ èç âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé).

Îïðåäåëåíèå 1.3.3. Íàçîâ¼ì B ∈ R íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà X : ∀x ∈ X : B 6 x.

Îïðåäåëåíèå 1.3.4. Íàçîâ¼ì B ∈ R òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà X åñëè ∀x ∈ X : x > B è

∀b > B ∃x∗ ∈ X , x∗ < b. (ò.å. íàèáîëüøàÿ èç âñåõ íèæíèõ ãðàíåé).

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó, òî îíà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì

ýòîãî ìíîæåñòâà (íèæíÿÿ ãðàíü, ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøèì). Íî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà íå

îáÿçàíà áûòü ýëåìåíòîì ýòîãî ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, äëÿ èíòåðâàëà (0, 1) ÷èñëà 0 è 1, ñîîòâåòñòâåííî,
ÿâëÿþòñÿ òî÷íîé íèæíåé è âåðõíåé ãðàíÿìè. Îäíàêî èíòåðâàë íå èìååò íè íàèìåíüøåãî, íè íàèáîëüøåãî

ýëåìåíòà.

Ï ð è ì å ð 1.3.1. Ïóñòü X = [−1; 1). Òîãäà

x

1=supAinf =-1A

множество верхних

граней

множество нижних

граней

A= )[-1;1

�èñ. 1.7: Íèæíèè (âåðõíèè) ãðàíè ìíîæåñòâà X = [−1; 1)

• Ìíîæåñòâî âåðõíèõ ãðàíåé [1; +∞). Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü supX = 1. Ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæå-

ñòâà X íåîïðåäåë¼í.

• Ìíîæåñòâî íèæíèõ ãðàíåé (−∞;−1]. Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü inf X = −1. Ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæå-

ñòâà minX = −1.

Ï ð è ì å ð 1.3.2. Ïóñòü X = (0; 1). Òîãäà

x

1=supAinf =0A

множество верхних

граней

множество нижних

граней

A= )(0;1

�èñ. 1.8: Íèæíèè (âåðõíèè) ãðàíè ìíîæåñòâà X = (0; 1)

• Ìíîæåñòâî âåðõíèõ ãðàíåé [1; +∞). Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü supX = 1. Ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæå-

ñòâà X íåîïðåäåë¼í.

• Ìíîæåñòâî íèæíèõ ãðàíåé (−∞; 0]. Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü inf X = 0. Ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà

X íåîïðåäåë¼í.

Ï ð è ì å ð 1.3.3. �àññìîòðèì ïóñòîå ìíîæåñòâî X = ∅. Òîãäà inf X = +∞, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî íèæíåé

ãðàíåé äëÿ X áóäåò R. Àíàëîãè÷íî supX = −∞.
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Òåîðåìà 1.3.1 (Î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè). Ïóñòü X ⊂ R � íåïóñòîå, îãðàíè÷åííîå ñâåðõó

ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y � ìíîæåñòâî âåðõíèõ ãðàíåé äëÿ X , ò.å. ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y x 6 y. Ñîãëàñíî
àêñèîìå î ïîëíîòå ñóùåñòâóåò c ∈ R, ÷òî äëÿ ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y : x 6 c 6 y.

c− âåðõíÿÿ ãðàíü äëÿ X
c−min èç âåðõíèõ ãðàíåé

}
⇒ C = supX

Òåîðåìà 1.3.2 (Î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íîé íèæíåé ãðàíè). Ïóñòü X ⊂ R � íåïóñòîå, îãðàíè÷åííîå ñíèçó

ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà X.

1.3.2 Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.5. Ôóíêöèþ f : N → X íàòóðàëüíîãî ýëåìåíòà íàçîâ¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Çíà÷åíèå

f(n) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç xn, ò.å. xn = f(n) è íàçûâàòü n-ûì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.3.6. Ââåä¼ì ïîíÿòèÿ âëîæåíûõ è ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ.

• Åñëè I1 ⊃ I2 ⊃ · · · ⊃ In ⊃ . . . , ãäå In = [an; bn] � îòðåçêè, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ñèñòåìà âëîæåííûõ

îòðåçêîâ.

• Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàë îòðåçîê In òàêîé, ÷òîáû åãî

äëèíà |In| = bn − an < ε, òî âëîæåííûå îòðåçêè íàçûâàþò ñèñòåìîé ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ.

Òåîðåìà 1.3.3. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà âëîæåííûõ îòðåçêîâ I1 ⊃ I2 ⊃ · · · ⊃ In ⊃ . . . .

• Òîãäà ñóùåñòâóåò c ∈ R òàêàÿ, ÷òî c ∈ In, ∀n ∈ N.

• Åñëè äîïîëíèòåëüíî ñèñòåìà îòðåçêîâ áóäåò ñèñòåìîé ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ, òî òî÷êà c �
åäèíñòâåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê an, à ìíîæåñòâî B ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê bn. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü àêñèîìó îòäåëèìîñòè, òðåáóåòñÿ ñíà÷àëà äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà

ìíîæåñòâà A, îáîçíà÷èì åãî ak è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà B, îáîçíà÷åííîãî bl, âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî ak 6 bl. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì â êà÷åñòâå n íàèáîëüøåå èç ÷èñåë k, l. Òîãäà ak 6 an 6 bn 6 bl, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ïðèìåíåíèå àêñèîìû îòäåëèìîñòè çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè c1, c2
îáùèå äëÿ âñåõ îòðåçêîâ [an, bn]. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè c2 > c1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî [c1, c2] ⊆ [an, bn] äëÿ
ëþáîãî n. Çíà÷èò, c2− c1 6 bn− an äëÿ ëþáîãî n. Âûáåðåì ε = (c2− c1)/2 è ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî N . Òîãäà

ïðè n > N âûïîëíÿþòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûå íåðàâåíñòâà c2 − c1 6 bn − an < ε = (c2 − c1)/2.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ðàññìàòðèâàòü âëîæåííûå èíòåðâàëû, òî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâåð-

íûì. Íàïðèìåð, äëÿ èíòåðâàëîâ (0; 1/n) îáùåé òî÷êè íåò.

1.3.3 Òåîðåìà Ëåáåãà-Áîðåëÿ.



1.3. Ïðèíöèïû ïîëíîòû ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë 19

Îïðåäåëåíèå 1.3.7. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî X . Cèñòåìà ìíîæåñòâ U = {Uα}α � íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì

ìíîæåñòâà X , åñëè

X ⊂
⋃

α

Uα.

Òåîðåìà 1.3.4. Èç ëþáîãî ïîêðûòèÿ èíòåðâàëàìè îòðåçêà [a, b] ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðû-

òèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå íå âåðíî, ò.å. íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ

äëÿ [a, b]. Ïîëîæèì I1 = [a, b]. Äëèíó îòðåçêà I1 îáîçíà÷èì ÷åðåç

|I1| = b− a.

Ïîäåëèâ äàííûé îòðåçîê ïîïîëàì ìû ïðèä¼ì ê âûâîäó, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ íå äî-

ïóñêàåò êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ, ò.ê. èíà÷å óòâåðæäåíèå áûëî áû ñïðàâåäëèâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I2 îòðåçîê íå

äîïóñêàþùèé êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ. Åãî äëèíà ðàâíà:

I2 =
|I1|
2
.

Ïðîäîëæàåì äåëåíèå îòðåçêà I2 íà äâà è ò.ä. Ïóñòü In � îòðåçîê, íå äîïóñêàþùèé êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ,

åãî äëèíà ðàâíà:

In =
|I1|
2n−1

.

Â èòîãå ïîëó÷èì ñèñòåìó ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå î ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñóùå-

x

®

(
c

)
U ¯

IN

�èñ. 1.9:

ñòâóåò òî÷êà c ∈ [a, b] ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì In ïðè ëþáîì n ∈ N. Èç çàäàííîãî ïîêðûòèÿ îòðåçêà

ñóùåñòâóåò èíòåðâàë U = (α;β) òàêîé, ÷òî c ∈ U (ñì. ðèñ. (1.9)). Ïîëîæèì

ǫ =
min(β − c, c− α)

2
.

Òîãäà ∃N ∈ N òàêîé, ÷òî |IN | < ǫ. À ñëåäîâàòåëüíî IN ⊂ U , ò.å. IN öåëèêîì ëåæèò â U (êîíå÷íîì ïîêðûòèè),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

1.3.4 Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà.

Â àíàëèçå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ïðåäåëüíîé òî÷êè ìíîæåñòâà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû åãî îïðåäåëèòü, íàïîì-

íèì, ÷òî îêðåñòíîñòüþ U(a) òî÷êè a íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé ýòó òî÷êó. Ïðîêîëî-
òîé îêðåñòíîñòüþ Ů(a) òî÷êè a íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòü U(a), èç êîòîðîé âûáðîøåíà ñàìà òî÷êà a. ×àñòî
ðàññìàòðèâàþò ñèììåòðè÷íûå îêðåñòíîñòè Uδ(a), ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé èíòåðâàë (a − δ, a + δ) è ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ïðîêîëîòûå Ůδ(a) îêðåñòíîñòè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ (a−δ, a)∪(a, a+δ).

Îïðåäåëåíèå 1.3.8. Ïóñòü A � ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ýòîãî ìíî-

æåñòâà, åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ů(a) ñ ýòèì ìíîæåñòâîì íåïóñòî.
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x

a ±-

(
a ±+
)

U±( )a x

a ±-

(
a ±+
)

U±( )a

a

�èñ. 1.10: Îêðåñòíîñòü òî÷êè a. �èñ. 1.11: Ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà âîâñå íå îáÿçàíà ïðèíàäëåæàòü ñàìîìó ìíîæåñòâó. Òàê, ïðå-

äåëüíûìè òî÷êàìè èíòåðâàëà (0, 1) áóäóò âñå òî÷êè îòðåçêà [0, 1]. Êîíöåâûå òî÷êè ýòîãî îòðåçêà èíòåðâàëó
íå ïðèíàäëåæàò.

Ï ð è ì å ð 1.3.4. Ïóñòü X = (−1; 1). Òîãäà c = 1 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ X , c = 2 � íå ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëüíîé òî÷êîé. Ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê äëÿ X áóäåò [−1; 1].

Ï ð è ì å ð 1.3.5. �àññìîòðèì ìíîæåñòâîX =
{
1; 12 ; . . . ;

1
n ; . . .

}
. Òî÷êà c = 0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà

X , õîòÿ è íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X .

Òåîðåìà 1.3.5. Åñëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A, òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-

íîñòè Ů(a) ñ ýòèì ìíîæåñòâîì A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â Ů(a) ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó a1 ∈ A. Ïîëîæèì δ1 = |a1 − a|. Òåïåðü â Ůδ1(a)
âûáåðåì òî÷êó a2 ∈ A. Î÷åâèäíî, a1 6= a2 è a2 ∈ Ů(a). Äàëåå ïîëîæèì δ2 = |a2 − a|, ðàññìîòðèì Ůδ2(a) è ò.ä.
Íà øàãå ñ íîìåðîì n ïîëó÷àåòñÿ òî÷êà an ∈ A, îòëè÷íàÿ îò ïðåäûäóùèõ òî÷åê è a2 ∈ Ů(a). Íåîãðàíè÷åííîå
ïðîäîëæåíèå ýòîãî ïðîöåññà äà¼ò èñêîìîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 1.3.6. Ïóñòü A � áåñêîíå÷íîå, îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî (â R). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà A îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îòðåçîê [a1, b1], â êîòîðîì ýòî ìíî-

æåñòâî ñîäåðæèòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íå âåðíî.

Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ [a1, b1] ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(x), êîòîðàÿ ëèáî ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê èç A, ëèáî â ýòîé îêðåñòíîñòè òî÷åê èç A íåò âîîáùå. Ïîëó÷èëè ïîêðûòèå [a1, b1] èíòåðâàëàìè U(x).
Ïî òåîðåìå Áîðåëÿ-Ëåáåãà âûäåëèì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

U(x1) ∪ · · · ∪ U(xs) ⊃ [a1, b1] � êîíå÷íîå ÷èñëî îêðåñòíîñòåé ñ öåíòðîì â òî÷êàõ xk ∈ [a1, b1] ⇒

A - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ⇒ ïðîòèâîðå÷èå.

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû.

Îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà A îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îòðåçîê [a1, b1], â êîòîðîì ýòî ìíîæåñòâî ñî-

äåðæèòñÿ. �àçäåëèì ýòîò îòðåçîê ïîïîëàì. Õîòÿ áû îäíà èç ïîëó÷èâøèõñÿ ïîëîâèí ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå

ìíîæåñòâî òî÷åê èç A. Âûáèðàåì â êà÷åñòâå [a2, b2] òàêóþ ïîëîâèíó (åñëè â îáåèõ ïîëîâèíàõ ìíîæåñòâî

òî÷åê èç A � áåñêîíå÷íîå, òî áåð¼ì ëþáóþ èç ïîëîâèí). Çàòåì äåëèì ïîïîëàì îòðåçîê [a2, b2] è áåð¼ì â êà÷å-

ñòâå [a3, b3] òó åãî ïîëîâèíó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê èç A. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ,
ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ [an, bn]. Ïî òåîðåìå î âëîæåííûõ îòðåçêàõ,
ñóùåñòâóåò òî÷êà c, îáùàÿ äëÿ âñåõ îòðåçêîâ. Äîêàæåì, ÷òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà
A. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ Ůδ(c) è âûáåðåì íîìåð n òàê, ÷òîáû äëèíà îòðåçêà [an, bn] áûëà
ìåíüøå, ÷åì δ. Òîãäà ýòîò îòðåçîê ñîäåðæèòñÿ â Uδ(c) è ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê èç A. Íî ýòî
êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî c åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóåòå äâà ðàâíîñèëüíûõ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè.
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2. Ñ�îðìóëèðóéòå òåîðåìó Ëåáåãà-Áîðåëÿ. Áóäåò ëè îíà âûïîëíÿòüñÿ, åñëè îòðåçîê çàìåíèòü ìíîæåñòâîì A =
[a, b] ∪ {b + 2}?

Óïðàæíåíèÿ ê 1.3

Óïðàæíåíèå 1.3.1. Íàéäèòå òî÷íóþ âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíü ìíîæåñòâà A = (−2, 1) ∪ (2; 3) ∪ {5}.

Óïðàæíåíèå 1.3.2. Íàéäèòå âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè äëÿ ìíîæåñòâà A = [−2, 1] ∪ (2; 3) ∪ {5}.

Îòâåòû: 1.3.1 inf A = −2, supA = 5. 1.3.2 [−2, 1] ∪ [2; 3].

1.4 Ñ÷¼òíûå è íåñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî - ìíîæåñòâî, êîòîðîå ðàâíîìîùíî íàòóðàëüíîìó ðÿäó

Òåîðåìà 1.4.1. 1)Ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

2)Ñ÷åòíîå èëè êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ → ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1)Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíîãî ðÿäà ðàâíî-

ìîùíî N.

E ⊆ N - áåñêîíå÷íîå.

Íóæíî ïîñòðîèòü áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : N → E. Ñòðîèì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E ⊂ N ⇒ e1 = minE (E îãðàíè÷åííî ñíèçó);

E2 = E1\{e1} ⇒ ∃e2 = minE2

.

.

.

En = E\({e1} ∪ {e2} ∪ . . . {en−1}) ⇒ ∃en = minEn.

Èç ïðèíöèïà èíäóêöèè âûòåêàåò, ÷òî êàæäîìó ÷èñëó n ∈ N áóäåò ñîïîñòàâëåí ýëåìåíò en ∈ E. Îòîáðàæåíèå
f : N → E � î÷åâèäíî èíúåêòèâíî.

f : 1 → e1
f : 2 → e2
.

.

.

f : n→ en
. . .





⇒ f − èíúåêòèâíî

Ïîêàæåì, ÷òî f - ñþðúåêòèâíî, ò.å. f(N) = E.
Ïóñòü ∀e ∈ E. Ìíîæåñòâî {n ∈ N : n 6 e} � êîíå÷íî, íå ïóñòî. Òîãäà òåì áîëåå êîíå÷íî {n ∈ E : n 6 e} �
êîíå÷íî, ò.ê. ñîäåðæèòñÿ â ïðåäûäóùåì ìíîæåñòâå. Åñëè k � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ïîñëåäíåì ìíîæåñòâå, òî

e = ek.
2) Ïóñòü X̃1, X̃2, . . . , X̃n, . . . � ñ÷¼òíàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì îáúåäèíåíèå âñåõ

ìíîæåñòâ, òî íàì äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü êàæäûé ýëåìåíò, êîòîðûé âõîäèò â íåñêîëüêî ìíîæåñòâ X̃k ðîâíî îäèí

ðàç. Ïîýòîìó ìíîæåñòâà

X1 = X̃1,

X2 = X̃2\X̃1,

. . .

Xn = X̃n\(X̃1 ∪ X̃2 ∪ · · · ∪ X̃n−1),

. . .
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áóäóò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ è ∪X̃k = ∪Xk. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà Xn = {x1n, x2n, x3n, . . . , xmn , . . . } �

ñ÷¼òíû. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà êàêîå ëèáî

ìíîæåñòâà Xk � êîíå÷íû.

X1 : x11, x
2
1, x

3
1, . . . , x

m
1 , . . .

X2 : x12, x
2
2, x

3
2, . . . , x

m
2 , . . .

X3 : x13, x
2
3, x

3
3, . . . , x

m
3 , . . .

.

.

.

Xn : x1n, x
2
n, x

3
n, . . . , x

m
n , . . .

.

.

.

n

m

X1

X2

�èñ. 1.12: áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f

f : xmn → (m+ n− 2)(m+ n− 1)

2
+m - áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

Ï ð è ì å ð 1.4.1.

card(−1; 1) = cardR

Îïðåäåëåíèå 1.4.2. X è Y � ðàâíîìîùíû, èíà÷å áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå cardX=card Y , åñëè ∃f -

áèåêöèÿ f : X → Y .

Òåîðåìà 1.4.2. Ìíîæåñòâî R � íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì. Ò.å. cardN 6= cardR.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî R èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî cardN 6= card (0; 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, ò.å. ìû çàíóìåðîâàëè

âñå òî÷êè èíòåðâàëà (0; 1) ïðè ïîìîùè ÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Êàæäîé òî÷êå x ∈ (0; 1) ìû ñîïîñòàâëÿåì

÷èñëî x = 0, α1 α2 α3 . . . ïðè ýòîì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àè, êîãäà íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k âñå ÷èñëà

αs = 9 äëÿ ëþáîãî s > k çàïðåùåíû, ò.å. íåò ñëó÷àåâ 9 = αk = αk+1 = αk+2 = . . .. Äàííîå îãðàíè÷åíèå âïîëíå
åñòåñòâåííî, ò.ê. èíà÷å äîïóñêàåòñÿ íåîäíîçíà÷íîñòü âèäà 0, 123 = 0, 122(9).

Óïðàæíåíèå: Äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå â ñëó÷àå äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ � áèåêöèÿ.



1.4. Ñ÷¼òíûå è íåñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà. 23

x1 = 0, α1
1 α

2
1 α

3
1 . . .

x2 = 0, α1
2 α

2
2 α

3
2 . . .

.

.

.

xn = 0, α1
n α

2
n α

3
n . . .

.

.

.

ãäå αnm ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà èç èíòåðâàëà (0; 1), êîòîðàÿ íå ïðèíàäëåæèò âûïè-
ñàííîìó âûøå ñïèñêó. Îïðåäåëèì öè�ðó β1 6∈ {α1

1; 0, 9}, β2 6∈ {α2
2; 0, 9}, . . .βn 6∈ {αnn; 0, 9}, . . . . Òîãäà òî÷êà

x̄ = 0, β1β2 . . . βn . . .

òàêîâà, ÷òî x̄ ∈ (0, 1), íî ïðè ýòîì íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó {xn}+∞
n=1, ïîñêîëüêó x̄ 6= x1, òàê êàê β1 6= α1

1;

x̄ 6= x2, òàê êàê β2 6= α2
2; . . . ; x̄ 6= xn, òàê êàê βn 6= αnn.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóåòå îïðåäåëåíèå ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà.

2. Êàêóþ ìîùíîñòü èìååò èíòåðâàë (1; 5)?

Óïðàæíåíèÿ ê 1.4

Óïðàæíåíèå 1.4.1. Äîêàæèòå ñ÷¼òíîñòü ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë Z è ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q.

Îòâåòû: 1.4.1
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�ëàâà 2

Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü

2.1 Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåë �óíêöèè.

2.1.1 Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} (ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó A), åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N
(îíî îáû÷íî çàâèñèò îò ÷èñëà ε > 0 è ýòó çàâèñèìîñòü óêàçûâàþò òàê: N = N(ε) ) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |an −A| < ε.

x

a2

A

aN aN+2 a5a6aN+1

( )
aN+3aN+4 aN+5aN+6a1

�èñ. 2.1: Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè A â êîòîðóþ ïîïàäàþò âñå ýëåìåíòû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n > N .

Ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêîé ñèìâîëèêè îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ìîæíî çàïèñàòü òàê:

÷èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè

∀ε > 0 ∃N ∀n > N, n ∈ N |an −A| < ε. (2.1.1)

Òî, ÷òî ÷èñëî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, îáîçíà÷àþò òàê:

lim
n→+∞

an = A.

Ï ð è ì å ð 2.1.1. Äëÿ an ≡ A èìååì : limn→+∞ an = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íåðàâåíñòâî |an − A| = |A − A| = 0 < ε âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ

n.

Ï ð è ì å ð 2.1.2.

lim
n→+∞

1

n
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (2.1.1), òðåáóåòñÿ äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ε > 0 óêàçàòü ÷èñëî

N = N(ε) òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà n > N , n ∈ N ñëåäóåò íåðàâåíñòâî 1/n < ε. Íî ýòî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî òàêîìó: n > 1/ε. Ïîýòîìó âûáèðàåì N(ε) = [1/ε] + 1.

Ï ð è ì å ð 2.1.3. Äîêàæåì, ÷òî lim n+1
n = 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ∀ǫ > 0 íóæíî ïðåäúÿâèòü

òàêîå íàòóðàëüíîåN(ǫ), ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n > N(ǫ) áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |n+1
n −1| < ǫ.

Âûáåðåì N(ǫ) èç óñëîâèé

1. N(ǫ) ∈ N.

25
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2. N(ǫ) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |N(ǫ)+1
N(ǫ) − 1| = 1

N(ǫ) < ǫ.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî N(ǫ) > 1/ǫ. Òîëüêî íàì íóæíî íàòóðàëüíîå

÷èñëî, ïîýòîìó âûáåðåì N(ǫ) = [1/ǫ] + 1.
Ïðîâåðèì, ÷òî lim n+1

n = 1. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ∀ǫ > 0, ïîëîæèì N(ǫ) = [1/ǫ] + 1. Òîãäà äëÿ âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n > N(ǫ) áóäåò âûïîëíåíî |n+1

n − 1| = 1
n 6 1

N(ǫ) < ǫ.

2.1.2 Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà �óíêöèè.

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ů(a) òî÷êè a ∈ R. Ïîêà áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî |a|, |A| < +∞ êîíå÷íûå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) ïðè x → a, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò δ > 0 (îíî îáû÷íî çàâèñèò îò ÷èñëà ε > 0 è ýòó çàâèñèìîñòü óêàçûâàþò òàê: δ = δ(ε) ) òàêîå,
÷òî äëÿ âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 0 < |x− a| < δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)−A| < ε.

O

x

y

f x( )

a ±-

f a( )

A ²+

A ²-

a a ±+

A

�èñ. 2.2: Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a â êîòîðóþ ïîïàäàþò

âñå çíà÷åíèÿ f(x) èç ýòîé îêðåñòíîñòè.

Çàïèñü ýòîãî óñëîâèÿ â âèäå ëîãè÷åñêîé �îðìóëû òàêîâà:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x : 0 < |x− a| < δ |f(x)−A| < ε. (2.1.2)

Íåðàâåíñòâî |f(x) − A| < ε ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ f(x) ∈ Vε(A), íåðàâåíñòâà 0 < |x − a| < δ ðàâíîñèëüíû
óñëîâèþ Ůδ(a), ïîýòîìó çàïèñè (2.1.2) îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ìîæíî ïðèäàòü òàêóþ �îðìó

∀Vε(A) ∃ Ůδ(a) ∀x ∈ Ůδ(a) f(x) ∈ Vε(A).

Èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: limx→a f(x) = A, ëèáî f(x) → A ïðè x→ a.

Ï ð è ì å ð 2.1.4. Åñëè ∃ Ůδ(a) òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ Ůδ(a) âûïîëíåíî f(x) = A, òî limx→a f(x) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0. Òîãäà

∀x ∈ Ůδ(a) |f(x)−A| = |A−A| = 0 < ε,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ï ð è ì å ð 2.1.5. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî limx→a x = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0. Ïîäáåð¼ì δ > 0 òàê, ÷òîáû èç óñëîâèÿ 0 < |x− a| < δ ñëåäîâàëî íåðàâåíñòâî
|x− a| < ε. Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî âçÿòü δ = ε.
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Çàìå÷àíèå 4. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîêîëîòûå îêðåñò-

íîñòè òî÷êè a, íå ñîäåðæàùèå ñàìó ýòó òî÷êó. Ýòî âèäíî è èç íåðàâåíñòâà 0 < |x − a|, êîòîðîå îçíà÷àåò,
÷òî x 6= a. Ñàìî çíà÷åíèå �óíêöèè â òî÷êå a íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Áîëåå òîãî, �óíêöèÿ ìîæåò áûòü äàæå
íå îïðåäåëåíà â ýòîé òî÷êå.

Çàìå÷àíèå 5. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåëà �óíêöèè èìåþò ìíîãî îáùåãî. Ñîîò-

âåòñòâóþò äðóã äðóãó: ÷èñëà n è x, âåëè÷èíû an è f(x), óòâåðæäåíèÿ ∃N è ∃δ > 0, ∀n, n > N è ∀x,
0 < |x− a| < δ, íåðàâåíñòâà |an −A| < ε è |f(x)−A| < ε.

2.1.3 Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà è ðàâíîñèëüíûå åìó çàïèñè

Îïðåäåëåíèå 2.1.3. Ïóñòü {xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áóäåì ïèñàòü,÷òî

lim
n→∞

xn = A, |A| <∞

åñëè ∀ǫ > 0 ∃N = Nǫ ∈ N, ∀n > N : |xn −A| < ǫ.

Çàìå÷àíèå 6. Ñëåäóþùèå äâå ëîãè÷åñêèå çàïèñè ðàâíîñèëüíû:

∀ǫ > 0 ∃N = Nǫ ∈ N, ∀n > N : |xn −A| < ǫ. (2.1.3)

È

∀ǫ ∈ (0; 10−2) ∃N = Nǫ ∈ N, ∀n > N : |xn −A| < ǫ. (2.1.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (2.1.3) ñëàáåå, ïîñêîëüêó â (2.1.3) òðåáóåì âûïîëíåíèÿ ëîãè÷åñêîãî çàêëþ-

÷åíèÿ äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ǫ > 0, à â (2.1.4) òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ǫ, êîòîðûå ñòðîãî ìåíüøå ÷åì
10−2

. Ñëåäîâàòëüåíî èç (2.1.3) =⇒ (2.1.4).

Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå èç (2.1.4) =⇒ (2.1.3). Çàìåíèì ïàðàìåòð ǫ (2.1.4) íà ǫ1 (÷òîáû

îòëè÷àòü åãî îò ïàðàìåòðà ǫ â (2.1.3)). Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ǫ > 10−2
òîãäà óòâåðæäåíèå (2.1.3)

îñòà¼òñÿ â ñèëå. Ïîñêîëüêó (2.1.3) âåðíî ïðè ǫ1 = 10−3
, òî ñóùåñòâóåò òàêîé íàòóðàëüíûé íîìåð N1, ÷òî

äëÿ ëþáûõ n > N1 âûïîëíåíî |xn − A| < 10−3
. Íî òîãäà íà÷èíàÿ ñ ýòîãî íîìåðà N1 áóäåò âûïîëíåíî è

|xn −A| < 10−3 < ǫ. Òàêèì îáðàçîì óòâåðæäåíèå (2.1.4) =⇒ (2.1.3) äîêàçàíî.

Êîíå÷íî æå âìåñòî 10−2
â ýòîì çàìå÷àíèè ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, â òîì ÷èñëå

è ñêîëüêî óãîäíî ìàëîå. Ïîýòîìó ÷àñòî ÷òåíèå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà íà÷èíàþò ñëîâàìè "äëÿ ñêîëü óãîäíî

ìàëîãî ǫ > 0 ..."

Çàìå÷àíèå 7. Ëîãè÷åñêàÿ çàïèñü îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà (2.1.3) ðàâíîñèëüíà:

∀ǫ > 0 ∃N = Nǫ ∈ N, ∀n > N : |xn −A| < 104ǫ. (2.1.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (2.1.3) ñëàáåå, ïîñêîëüêó åñëè |xn −A| < ǫ, òî òîãäà âûïîëíåíî è |xn −A| <
104ǫ. Ñëåäîâàòåëüíî èç (2.1.3) =⇒ (2.1.5).

Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå èç (2.1.5) =⇒ (2.1.3). Çàìåíèì ïàðàìåòð ǫ (2.1.5) íà ǫ1 (÷òîáû

îòëè÷àòü åãî îò ïàðàìåòðà ǫ â (2.1.3)). Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå ǫ, ïî íåìó îïðåäåëèì ǫ1 = ǫ/104, òîãäà èç

(2.1.5) âûòåêàåò

∃N1 ∈ N, ∀n > N1 : |xn −A| < 104ǫ1 = ǫ.

Òî åñòü îïðåäåëåíèå ïðåäåëà (2.1.3)) âûïîëíÿåòñÿ ñ N = N1. Òàêèì îáðàçîì óòâåðæäåíèå (2.1.5) =⇒ (2.1.3)

äîêàçàíî.

Êîíå÷íî æå âìåñòî 104 â ýòîì çàìå÷àíèè ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
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Çàìå÷àíèå 8. Íà ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}+∞
n=1, {bn}+∞

n=1 ñîâïàäàþò íà÷èíàÿ

ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N∗
, ò.å. an = bn äëÿ ëþáîãî n > N∗

, òî èõ ïðåäåëû åñëè ñóùåñâóþò, òî ñîâïàäàþò

(ëèáî íå ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðåäåë an ñóùåñòâóåò, ò.å.

∀ǫ > 0 ∃N1 ∈ N, ∀n > N1 : |an −A| < ǫ.

Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå è ïðåäåë bn òîæå ñóùåñòâóåò è ðàâåí òîìó æå ÷èñëó. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå

ǫ > 0 òîãäà ñóùåñòâóåò N1 ∈ N, ∀n > N1 : |an − A| < ǫ. Åñëè ìû ïîëîæèì N = max{N1, N
∗}, òî äëÿ ëþáîãî

n > N1 áóäåò âûïîëíåíî |an −A| = |bn −A| < ǫ. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn
òîæå ñóùåñòâóåò è ðàâåí ÷èñëó A.

Ôàêò òîãî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn èìååò ïðåäåë, ðàâíûé A, òî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an èìååò

ïðåäåë, ðàâíûé A äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî.

Òàêèì îáðàçîì èçìåíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ëþáîì êîíå÷íîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ íà ïðåäåë âëèÿíèÿ

íå îêàçûâàåò. Â ÷àñòíîñòè, èç ïðåäûäóùåãî âûòåêàåò, ÷òî ìîæíî ïèñàòü â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà íå n > N , à

n > N .

Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Çàìå÷àíèå 9. Ñëåäóþùèå ëîãè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

• ∀ǫ > 0 ∃δ = δǫ > 0, ∀x : 0 < |x− a| < δ |f(x)−A| < ǫ.

• ∀ǫ ∈ (0; 10−2) ∃δ = δǫ > 0, ∀x : 0 < |x− a| < δ |f(x)−A| < ǫ.

• ∀ǫ > 0 ∃δ = δǫ > 0, ∀x : 0 < |x− a| < δ |f(x)−A| < 104ǫ.

2.1.4 Åäèíñòâåííîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðåäåëà

�óíêöèè.

Ñëåäóþùèå ïðîñòûå, íî âàæíûå òåîðåìû îçíà÷àþò, ÷òî óñëîâèÿ (2.1.1) äëÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è

(2.1.2) äëÿ ïðåäåëà �óíêöèè îïðåäåëÿþò ÷èñëî A åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Òåîðåìà 2.1.1. 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} èìååò ïðåäåë A, òî ýòîò ïðåäåë åäèíñòâåíåí (èíû-

ìè ñëîâàìè, äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà A1, A2 íå ìîãóò îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (2.1.1).

2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, òî îíà îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èñïîëüçóåì ìåòîä "îò ïðîòèâíîãî". Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà è ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà A1, A2,

ïðè÷¼ì A1 6= A2, (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A1 < A2), òàêèå, ÷òî

∀ε > 0 ∃N ∀n > N, n ∈ N |an − A1| < ε. (2.1.6)

∀ε > 0 ∃N ∀n > N, n ∈ N |an − A2| < ε. (2.1.7)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåðàâåíñòâà (2.1.6) è (2.1.7) ñòàëè ïðîòèâîðå÷èòü äðóã äðóãó, âûáåðåì äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî ε > 0, ìåíüøåå
ëèáî ðàâíîå, íàïðèìåð, ÷åì |A1 −A2|/2, íàïðèìåð ǫ = (A2 −A1)/2. Òîãäà èç (2.1.6) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî N1 òàêîå, ÷òî

ïðè n > N1, n ∈ N, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|an − A1| < ǫ =⇒ an < ǫ+ A1, (2.1.8)

à èç (2.1.7) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî N2 òàêîå, ÷òî ïðè n > N2, n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|an − A2| < ǫ =⇒ A2 − ǫ < an, (2.1.9)

Òîãäà åñëè ÷èñëî n ∈ N îäíîâðåìåííî áîëüøå, ÷åì N1 è N2, òî âûïîëíÿþòñÿ îáà íåðàâåíñòâà (2.1.8) è (2.1.9).

an < A1 + ǫ = (A1 + A2)/2 = A2 − ǫ < an.

Ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó � ïåðâûé ïóíêò òåîðåìû äîêàçàí.
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2. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïîëîæèì â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà (2.1.1) ÷èñëî ε = 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî
ïðè n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|an − A| < 1.

Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

−1 < an − A < 1, èëè A− 1 < an < A+ 1.

Âçÿâ â êà÷åñòâå C íàèáîëüøåå èç ÷èñåë |a1|, |a2|, . . . , |aN |, |A− 1|, |A+ 1| ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ n
|an| < C.

Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà �óíêöèè âïîëíå àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùåé òåîðåìå, èìååò òîò æå ñìûñë

è ïîõîæåå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî.

Òåîðåìà 2.1.2. Ïóñòü limx→a f(x) = A, çäåñü |a|, |A| <∞.

1. Ýòîò ïðåäåë A åäèíñòâåíåí ( èíûìè ñëîâàìè, äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà A1, A2 íå ìîãóò îäíîâðåìåííî

óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (2.1.2)).

2. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë, òî ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a â êîòîðîé �óíê-
öèÿ f(x) îãðàíè÷åíà.

2.1.5 Áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è áåñêîíå÷íî ìàëûå �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, åñëè

lim
n→∞

αn = 0. (2.1.10)

Ï ð è ì å ð 2.1.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn = 1
nγ , γ > 0 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (2.1.10), ñëåäóåò

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéòè ÷èñëî N òàê, ÷òîáû èç íåðàâåíñòâà n > N ñëåäîâàëî íåðàâåíñòâî 1/nγ < ε.
Íî ýòî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî ðàâíîñèëüíûì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçîâàòü ê íåðàâåíñòâàì

nγ > 1/ε, èëè n > 1/ γ
√
ε. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ÷èñëà N ìîæíî âçÿòü [1/ γ

√
ε] + 1.

Îïðåäåëåíèå 2.1.5. Ôóíêöèÿ α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a, åñëè

lim
x→a

α(x) = 0. (2.1.11)

Ï ð è ì å ð 2.1.7. Ôóíêöèÿ |x− a|γ , γ > 0 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íåðàâåíñòâî |x−a|γ < ε ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó |x−a| < ε1/γ . Âûáåðåì
â êà÷åñòâå ÷èñëà δ ÷èñëî ε1/γ . Òîãäà, êàê îòìå÷åíî âûøå, èç íåðàâåíñòâ 0 < |x−a| < ε1/γ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
|x− a|γ < ε, ÷òî êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî limx→a |x− a|γ = 0, ò.å. óñëîâèå (2.1.11) âûïîëíåíî.

Òåîðåìà 2.1.3. Óñëîâèå limn→∞ an = A ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn = an −A ÿâëÿ-

åòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå, îçíà÷àþùåå, ÷òî limn→∞ an = A è óñëîâèå, îçíà÷àþùåå, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn = an −A ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, îäíî è òî æå:

∀ε > 0 ∃N ∀n > N, n ∈ N |an −A| < ε.

Òåì ñàìûì, òåîðåìà 2.1.3 äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 10. Ïîñëå èçó÷åíèÿ äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà â ãîëîâû îáó÷àþùèõñÿ ÷àñòî ïðèõîäèò ìûñëü

ïðèìåíèòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1.3 òåîðåìó î ïðåäåëå ðàçíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îäíàêî

ýòîãî äåëàòü íå ñòîèò - äàëüøå òåîðåìó î ïðåäåëå ðàçíîñòè ìû äîêàçûâàåì, îïèðàÿñü êàê ðàç íà òåîðåìó

2.1.3, è åñëè ñäåëàòü òàê, êàê ãîâîðèëîñü âûøå, ïîëó÷èòñÿ "ïîðî÷íûé ëîãè÷åñêèé êðóã".

Òåîðåìà 2.1.4. Óñëîâèå limx→a f(x) = A ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî �óíêöèÿ α(x) = f(x) − A ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1.3. Îáà ýòèõ óñëîâèÿ èìåþò

âèä:

∀ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x : 0 < |x− a| < δ |f(x)−A| < ε.

Â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ ìû óñòàíîâèì î÷åíü ïîëåçíûå ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Ïåðåä �îðìóëèðîâêîé

òåîðåìû 2.1.5 íàì ïîòðåáóåòñÿ åù¼ îäíî îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.1.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {βn} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè âñå å¼ ÷ëåíû îãðàíè÷åíû

ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé. (Â ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëàõ ýòî óòâåðæäåíèå

âûãëÿäèò òàê: ∃C > 0 ∀ n |βn| 6 C.)

Òåîðåìà 2.1.5. Ïóñòü {αn}, {γn} � áåñêîíå÷íî ìàëûå, à {βn} � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αn + γn}, {αn − γn}, {αn · βn}, {αn · γn} ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αn} è {γn}, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò, ñîîòâåò-

ñòâåííî, ÷èñëà N1, N2 òàêèå, ÷òî ïðè n > N1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|αn| < ε/2. (2.1.12)

à ïðè n > N2 � íåðàâåíñòâî

|γn| < ε/2. (2.1.13)

Òîãäà åñëè âûáðàòü ÷èñëî N áîëüøèì, ÷åì îáà ÷èñëà N1, N2, òî ïðè n > N îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (2.1.12) è

(2.1.13). Âñïîìíèì, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: |a+ b| 6 |a|+ |b|, |a− b| 6 |a|+ |b|. Ïîýòîìó èç
(2.1.12) è (2.1.13) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî N òàê, ÷òî ïðè n > N

|αn + γn| 6 |αn|+ |γn| < ε/2 + ε/2 = ε

è

|αn − γn| 6 |αn|+ |γn| < ε/2 + ε/2 = ε.

Ïîýòîìó ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2.1.5 äîêàçàíû. Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òðåòüåãî. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî

âûáðàòü ÷èñëî N òàê, ÷òî ïðè n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|αn| < ε/C.

Ïîñêîëüêó ∀n, |βn| 6 C, òî ïîëó÷àåì:

|αnβn| <
ε

C
· C = ε.

Ýòî äîêàçûâàåò òðåòüå óòâåðæäåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî ÷åòâ¼ðòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè íåïîñðåäñòâåííî, à ìîæíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ îãðàíè÷åííîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà è ïðåìåíèòü òðåòüå óòâåðæäå-

íèå.

Îïðåäåëåíèå 2.1.7. Ôóíêöèÿ β(x), îïðåäåë¼ííàÿ â Ů(a) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé â Ů(a), åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ

êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x èç ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ů(a) âûïîëíåíî |β(x)| 6 C.

Òåîðåìà 2.1.6. Ïóñòü α(x), γ(x) � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x→ a �óíêöèè, à β(x) � îãðàíè÷åííàÿ �óíê-

öèÿ â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ůδ(a). Òîãäà �óíêöèè α(x) + γ(x), α(x) − γ(x), α(x) · β(x),
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α(x) · γ(x) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïðè x→ a.

Ýòà òåîðåìà âïîëíå àíàëîãè÷íà òåîðåìå 2.1.5.

2.1.6 Àðè�ìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëà.

Òåîðåìû ýòîãî ïàðàãðà�à îçíà÷àþò, ÷òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðåêðàñíî ñîãëàñóåòñÿ ñ àðè�ìåòè÷åñêèìè

îïåðàöèÿìè.

Òåîðåìà 2.1.7. Ïóñòü limn→∞ an = A, limn→∞ bn = B. Òîãäà:

1. limn→∞(an + bn) = A+B;

2. limn→∞(an − bn) = A−B;

3. limn→∞(an · bn) = A · B;

4. åñëè B 6= 0, òî limn→∞
an
bn

= A
B .

Ýòó òåîðåìó ìû îñòàâèì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñëåäóþùåé

òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.1.8. Ïóñòü limx→a f(x) = A, limx→a g(x) = B. Òîãäà:

1. limx→a(f(x) + g(x)) = A+B;

2. limx→a(f(x)− g(x)) = A−B;

3. limx→a(f(x) · g(x)) = A ·B;

4. åñëè B 6= 0, òî limx→a
f(x)
g(x) = A

B .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå 2.1.4 óñëîâèå limx→a f(x) = A ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî �óíêöèÿ

α(x) = f(x)−A ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a. Àíàëîãè÷íî, limx→a g(x) = B ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

�óíêöèÿ β(x) = g(x)− B ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a. Ïåðåïèøåì ýòè ðàâåíñòâà â âèäå

α(x) +A = f(x)

è

β(x) +B = g(x).

Òîãäà

f(x) + g(x) = A+B + α(x) + β(x). (2.1.14)

Ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 2.1.6, �óíêöèÿ α(x)+β(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a. Ñíîâà ïî
òåîðåìå 2.1.4, ðàâåíñòâî (2.1.14) îçíà÷àåò, ÷òî limx→a(f(x)+g(x)) = A+B. Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ
ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, òàê êàê

f(x)− g(x) = A−B + α(x)− β(x),

è �óíêöèÿ α(x) + β(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a.
Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ. Âî-ïåðâûõ,

f(x) · g(x) = (A+ α(x)) · (B + β(x)) = AB +Aβ(x) + Bα(x) + α(x)β(x).

Ôóíêöèè Aβ(x) è Bα(x) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïðè x → a ïî óòâåðæäåíèþ 3 òåîðåìû 2.1.7, �óíêöèÿ α(x) · β(x) � ïî

óòâåðæäåíèþ 4 ýòîé òåîðåìû. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.1.7: �óíêöèÿ Aβ(x)+Bα(x) ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a è å¼ ñóììà ñ �óíêöèåé α(x)·β(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a. Îñòàëîñü ïðèìåíèòü
òåîðåìó 2.1.5.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó ïîñëåäíåãî, ÷åòâ¼ðòîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ëåììà.
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Ëåììà 2. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû, åñëè B 6= 0, òî

lim
x→a

1

g(x)
=

1

B
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî âèäà

1

g(x)
=

1

B
+ γ(x),

ãäå γ(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x→ a �óíêöèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

1

g(x)
− 1

B
=

1

B + β(x)
− 1

B
=

−β(x)
(β(x) + B)B

,

è äîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a �óíêöèåé. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ

1

(β(x) + B)B
. (2.1.15)

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ůδ(a).
Òàê êàê �óíêöèÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x → a, äëÿ ε = |B|/2 ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ òàêîå, ÷òî åñëè 0 < |x − a| < δ, òî

|β(x)| < |B|/2. Îòêóäà |β(x) +B| > |B| − |β(x)| > |B| − |B|/2 = |B|/2 è
∣

∣

∣

∣

1

(β(x) + B)B

∣

∣

∣

∣

=
1

|β(x) +B| · |B|
<

2

B2
. (2.1.16)

Íî íåðàâåíñòâî (2.1.16) êàê ðàç îçíà÷àåò, ÷òî (2.1.15) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ůδ(a) �óíêöèåé.
Òåïåðü ìû ïðîñòî ïðèìåíèì ê áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a �óíêöèè β(x) è ê �óíêöèè (2.1.15) òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû

2.1.7. Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî �óíêöèÿ

−β(x)
(β(x) +B)B

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → a. Òåïåðü èç òåîðåìû 2.1.5 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÷åòâ¼ðòîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2.1.8 ïðèìåíèì óæå äîêàçàííûå òðåòüå óòâåðæäåíèå è ëåììó ê �óíê-

öèÿì f(x) è 1/g(x).

2.1.7 Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ.

Òåîðåìû ýòîãî ïàðàãðà�à ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà ìåæäó ÷ëåíàìè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èëè �óíêöèÿìè ñîõðàíÿþòñÿ.

Òåîðåìà 2.1.9. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íîìåð N0 òàêîé, ÷òî ïðè n > N0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà an 6 bn,
è ïóñòü limn→∞ an = A, limn→∞ bn = B. Òîãäà A 6 B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà "îò ïðîòèâíîãî". Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîïðåêè óòâåðæäåíèþ òåîðåìû,

A > B. (2.1.17)

Âîçüì¼ì ÷èñëî ε = (A− B)/2. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò,

∃N1 ∀n > N1 : |an −A| < ǫ =⇒ A− ǫ < an,

∃N2 ∀n > N2 : |bn −B| < ǫ =⇒ bn < B + ǫ.

Ïîëîæèì N êàê ìàêñèìóì èç ÷èñåë N0, N1, N2. Òîãäà n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâà

bn < B + ǫ =
A+ B

2
= A− ǫ < an,

Íî ýòè íåðàâåíñòâà ïðîòèâîðå÷àò óñëîâèþ, ñîãëàñíî êîòîðîìó an 6 bn. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî A > B,
íåâåðíîå, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 11. Áóäüòå âíèìàòåëüíû! Âñþäó â ýòîé òåîðåìå è ëåììå ðå÷ü øëà î íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâàõ!

Óòî÷íèì, ÷òî èìååòñÿ â âèäó. Åñëè â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû Âû çàìåíèòå íåðàâåíñòâî an 6 bn íåðàâåí-

ñòâîì an < bn, òî â çàêëþ÷åíèè òåîðåìû íåðàâåíñòâî A 6 B çàìåíèòü íåðàâåíñòâîì A < B íåëüçÿ!

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð: ïóñòü an ≡ 0, bn = 1/n. Òîãäà ïðè âñåõ n âåðíî íåðàâåíñòâî an < bn, íî limn→∞ an = A = 0,
limn→∞ bn = B = 0 è, ðàçóìååòñÿ, íåðàâåíñòâî A 6 B âûïîëíÿåòñÿ (ïîòîìó, ÷òî A = B) , à íåðàâåíñòâî A < B
íå âûïîëíÿåòñÿ.
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Òåîðåìà 2.1.10. Ïóñòü �óíêöèè f(x), g(x) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ůδ(a), è

∀x ∈ Ůδ(a) f(x) 6 g(x),

ïóñòü limx→a f(x) = A, limx→a g(x) = B. Òîãäà A 6 B.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1.9, ìû åãî íå ïðèâîäèì.

2.1.8 Òåîðåìû î "çàæàòûõ" ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 2.1.11. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íîìåð N0 òàêîé, ÷òî ïðè n > N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

an 6 cn 6 bn, (2.1.18)

è ïóñòü

lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = A, (2.1.19)

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cn} òàêæå èìååò ïðåäåë, ïðè÷¼ì limn→∞ cn = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ε > 0 òîãäà èç îïðåäåëåíèé ïîëó÷àåì

∃N1 = N1(ε) ∀n > N1, n ∈ N1 |bn −A| < ε =⇒ bn < A+ ǫ.

∃N2 = N2(ε) ∀n > N2, n ∈ N2 |an − A| < ε =⇒ A− ǫ < an.

Âûáðàâ â êà÷åñòâå N ëþáîå ÷èñëî, áîëüøåå, ÷åì N0, N1 è N2, ïîëó÷àåì, ÷òî

A− ǫ < an 6 cn 6 bn < A+ ǫ =⇒ |cn − A| < ǫ.

Îòêóäà

∀ε > 0 ∃N ∀n > N, n ∈ N |cn − A| < ε.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.1.12. Ïóñòü �óíêöèè f1(x), f(x), f2(x) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

Ůδ(a), è
∀x ∈ Ůδ(a) : f1(x) 6 f(x) 6 f2(x),

ïóñòü

lim
x→a

f1(x) = A, lim
x→a

f2(x) = A.

Òîãäà �óíêöèÿ f(x) òàêæå èìååò ïðåäåë ïðè x→ a, è limx→a f(x) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ǫ > 0. Òîãäà

∃ Ůδ1(a) : f1(Ůδ1 (a)) ⊂ V ǫ
A,

∃ Ůδ2(a) : f2(Ůδ2 (a)) ⊂ V ǫ
A.

Ïîëîæèì Ůδ(a) = Ůδ1(a) ∩ Ůδ2 (a). Òîãäà

∀x ∈ Ůδ(a) : A− ǫ 6 f1(x) 6 f(x) 6 f2(x) 6 A+ ǫ⇒ f(x) ∈ V ǫ
A.

Çàìå÷àíèå 12. Òåîðåìû 2.1.11 è 2.1.12 íàçûâàþò òåîðåìàìè î "çàæàòîé" ïåðåìåííîé.

2.1.9 Îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ïðåäåëà.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.8. Ïóñòü δ > 0 è f(x) îïðåäåëåíà äëÿ a < x < a+ δ. Ýòîò èíòåðâàë ìû áóäåì íàçûâàòü

ïðàâîé ïðîêîëîòîé δ-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a è îáîçíà÷àòü Ů+
δ (a). ×èñëî A áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëîì f(x)

ïðè ñòðåìëåíèè x ê ñïðàâà a (è îáîçíà÷àòü A = limx→a+0 f(x)), åñëè

∀ε > 0 ∃ δ ∀x : 0 < x− a < δ |f(x)−A| < ε. (2.1.20)

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî (2.1.20),

∀ε > 0 ∃ Ů+
δ (a) ∀x ∈ Ů+

δ (a) f(x) ∈ Vε(A). (2.1.21)

O

x

y

f x( )

a ±-

f a( )

A ²+

A ²-

a a ±+

A

O

x

y

f x( )

a ±-

f a( )

A ²+

A ²-

a a ±+

A

�èñ. 2.3: A = limx→a+0 f(x). �èñ. 2.4: A = limx→a−0 f(x).

Îïðåäåëåíèå 2.1.9. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà äëÿ a − δ < x < a. Ýòîò èíòåðâàë ìû áóäåì íàçûâàòü ëå-

âîé ïðîêîëîòîé δ-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a è îáîçíà÷àòü Ů−
δ (a). ×èñëî A áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëîì f(x) ïðè

ñòðåìëåíèè x ê ñëåâà a (è îáîçíà÷àòü A = limx→a+0 f(x)), åñëè

∀ε > 0 ∃δ ∀x : −δ < x− a < 0 |f(x)−A| < ε. (2.1.22)

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî (2.1.22),

∀ε > 0 ∃ Ů−
δ (a) ∀x ∈ Ů−

δ (a) f(x) ∈ Vε(A). (2.1.23)

Òåîðåìà 2.1.13. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ůδ(a). Òîãäà

lim
x→a

f(x) = A⇐⇒ lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a−0

f(x) = A,

ò.å. èç ñóùåñòâîâàíèÿ limx→a f(x) = A âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå îáîèõ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà, ïðè÷¼ì

A = limx→a+0 f(x) è A = limx→a−0 f(x) è îáðàòíî, åñëè ñóùåñòâóþò îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà, ðàâíûå

äðóã äðóãó, ò.å. A = limx→a+0 f(x) è A = limx→a−0 f(x), òî limx→a f(x) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè limx→a f(x) = A, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∀Vε(A) ∃ Ůδ(a) ∀x ∈ Ůδ(a) f(x) ∈ Vε(A).

Ïðàâàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü Ů+
δ (a) è ëåâàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü Ů−

δ (a) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîäìíî-

æåñòâà ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ůδ(a). Ïîýòîìó èç óñëîâèÿ x ∈ Ů+
δ (a) ñëåäóåò, ÷òî x ∈ Ůδ(a) è, çíà÷èò,

f(x) ∈ Vε(A). Ïîýòîìó óñëîâèå (2.1.21) âûïîëíÿåòñÿ è A = limx→a+0 f(x). Àíàëîãè÷íî, èç óñëîâèÿ x ∈ Ů−
δ (a)

ñëåäóåò óñëîâèå x ∈ Ůδ(a) è, çíà÷èò, f(x) ∈ Vε(A). Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.1.23) è A = limx→a−0 f(x).
Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Äîêàæåì îáðàòíîå. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Òîãäà, ñîãëàñíî óñëîâèþ (2.1.21),

∃ Ů+
η (a) ∀x ∈ Ů+

η (a) f(x) ∈ Vε(A). (2.1.24)
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Àíàëîãè÷íî, èç (2.1.23)

∃ Ů−
̺ (a) ∀x ∈ Ů−

̺ (a) f(x) ∈ Vε(A). (2.1.25)

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ÷èñëà δ ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå, ÷åì η è ̺. Òîãäà èç óñëîâèÿ x ∈ Ůδ(a),
ðàâíîñèëüíîãî íåðàâåíñòâàì 0 < |x − a| < δ, èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, íåðàâåíñòâàì a − δ < x < a + δ, ñëåäóåò,
÷òî ëèáî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà a− δ < x < a è, çíà÷èò, a− ̺ < x < a, ëèáî íåðàâåíñòâà a < x < a+ δ, è,
çíà÷èò, a < x < a+ η. È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå èç (2.1.24) è (2.1.25) ñëåäóåò. ÷òî f(x) ∈ Vε(A). Òåì ñàìûì,

ìû äîêàçàëè, ÷òî

∀Vε(A) ∃ Ůδ(a) ∀x ∈ Ůδ(a) f(x) ∈ Vε(A),

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî limx→a f(x) = A. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

×àñòî îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ïîíÿòèÿ ïðåäåëà �óíêöèè ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà ê áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûì

òî÷êàì. Â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãèÿ ìåæäó ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåëîì �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå

î÷åâèäíîé.

Îïðåäåëåíèå 2.1.10. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïðè x→ +∞ �óíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé ïðè íåêî-
òîðîì M íà ëó÷å (M,+∞), åñëè

∀ε > 0 ∃N ∀x > N |f(x)−A| < ε. (2.1.26)

Èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå: A = limx→+∞ f(x). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà N îïðåäåëèì N -îêðåñòíîñòü

áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êè +∞, êàê ëó÷ (N,+∞) è áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ UN (+∞). Òîãäà ýòî îïðåäåëåíèå
ìîæíî ïåðåïèñàòü òàêæå â âèäå

∀Vε(A) ∃UN (+∞) ∀x ∈ UN (+∞) f(x) ∈ Vε(A).

Äàííîå îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàäî òîëüêî çàìåíèòü n íà x, an
íà f(x). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì ïîíÿòèå ïðåäåëà f(x) ïðè x → −∞.

Îïðåäåëåíèå 2.1.11. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïðè x → −∞ �óíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé ïðè íåêîòîðîì M íà ëó÷å

(−∞;M), åñëè
∀ε > 0 ∃N ∀x < N |f(x)− A| < ε. (2.1.27)

Èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå: A = limx→−∞ f(x). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà N îïðåäåëèì N-îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé
òî÷êè −∞, êàê ëó÷ (N,−∞) è áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ UN (−∞). Òîãäà ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàêæå â âèäå

∀Vε(A) ∃UN (−∞) ∀x ∈ UN (−∞) f(x) ∈ Vε(A).

Íàêîíåö, åñëè �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà ïðè íåêîòîðûõ S, T íà îáúåäèíåíèè èíòåðâàëîâ (−∞, S) è (T,+∞), òî ìîæíî î÷åâèäíûì
îáðàçîì îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ïðåäåëà f(x) ïðè x→ ∞.

Îïðåäåëåíèå 2.1.12. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïðè x → ∞ �óíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé ïðè íåêîòîðûõ S, T íà

îáúåäèíåíèè èíòåðâàëîâ (−∞, S) è (T,+∞) åñëè

∀ε > 0 ∃N ∀ |x| > N |f(x)−A| < ε. (2.1.28)

Èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå: A = limx→∞ f(x). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà N îïðåäåëèì N-îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé
òî÷êè∞, êàê îáúåäèíåíèå ëó÷åé (−∞, N) è (N,+∞) è áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ UN (∞). Òîãäà îïðåäåëåíèå (2.1.28) ìîæíî ïåðåïèñàòü
òàêæå â âèäå

∀Vε(A) ∃UN (∞) ∀x ∈ UN (∞) f(x) ∈ Vε(A).

Çàìå÷àíèå 13. Ýòè îïðåäåëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà �óíêöèè òîëüêî âèäîì

ðàññìàòðèâàåìûõ îêðåñòíîñòåé. Äëÿ ýòèõ îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ ïðåäåëà íåòðóäíî äîêàçàòü ñîâåðøåííî àíà-

ëîãè÷íûå òåîðåìû îá èõ àðè�ìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ è î ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäàõ â íåðàâåí-

ñòâàõ. Ïîýòîìó òåîðåìû 2.1.8, 2.1.10, 2.1.12 îñòàíóòñÿ âåðíû, åñëè â èõ �îðìóëèðîâêàõ çàìåíèòü

ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ïðè x → a íà ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ïðè x → a + 0, x → a − 0, x → +∞,

x→ −∞, x→ +∞, ñîîòâåòñòâåííî!

Äðóãèì âàæíûì îáîáùåíèåì îáû÷íîãî ïîíÿòèÿ ïðåäåëà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.13. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî limn→∞ an = +∞, åñëè

∀M ∃N ∀n > N, n ∈ N an > M.

Îïðåäåëåíèå 2.1.14. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî limn→∞ an = −∞, åñëè

∀M ∃N ∀n > N, n ∈ N an < M.

Îïðåäåëåíèå 2.1.15. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî limn→∞ an = ∞, åñëè

∀M ∃N ∀n > N, n ∈ N |an| > M.

Ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ �óíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 2.1.16. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ů(a) òî÷êè
a ∈ R. �îâîðèì, ÷òî limx→a f(x) = +∞, åñëè

∀M ∃ Ůδ(a) ∀x ∈ Ůδ(a), f(x) > M.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèÿ limx→a f(x) =
−∞, limx→a f(x) = ∞.

O

x

y

f x( )

a ±-

f a( )

a a ±+

M

O

x

y

f x( )

a ±-

f a( )

a a ±+

M

�èñ. 2.5: A = limx→a f(x) = +∞. �èñ. 2.6: limx→a+0 f(x) = +∞.

Îïðåäåëåíèå 2.1.17. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðàâîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ů(a) òî÷êè a ∈ R.

�îâîðèì, ÷òî limx→a+0 f(x) = +∞, åñëè

∀M ∃ Ů+
δ (a) ∀x ∈ Ů+

δ (a), f(x) > M.

Óïðàæíåíèå 1. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ äëÿ limx→a+0 f(x) = −∞, limx→a+0 f(x) = ∞.

Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî äàòü äëÿ limx→a−0 f(x). Åäèíñòâåííîå èçìåíåíèå: çàìåíèòü Ů+
δ (a) íà Ů−

δ (a).

Îïðåäåëåíèå 2.1.18. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà ïðè íåêîòîðîìM íà ëó÷å (M,+∞). �îâîðèì, ÷òî limx→+∞ f(x) = +∞,

åñëè

∀M ∃ ŮN (+∞) ∀x ∈ ŮN (+∞), f(x) > M.

Îïðåäåëåíèå 2.1.19. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà ïðè íåêîòîðîìM íà ëó÷å (−∞,M). �îâîðèì, ÷òî limx→−∞ f(x) = +∞,

åñëè

∀M ∃ ŮN (−∞) ∀x ∈ ŮN (−∞), f(x) > M.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.20. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x), îïðåäåëåíà ïðè íåêîòîðûõ S, T íà îáúåäèíåíèè èíòåðâàëîâ (−∞, S) è T,+∞.

�îâîðèì, ÷òî limx→∞ f(x) = +∞, åñëè

∀M ∃ ŮN (∞) ∀x ∈ ŮN (∞), f(x) > M.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëîâ limx→+∞ f(x) = −∞, limx→−∞ f(x) = −∞, limx→∞ f(x) = −∞ ñëåäóåò â

ïðåäûäóùèõ òð¼õ îïðåäåëåíèÿõ çàìåíèòü íåðàâåíñòâî f(x) > M íåðàâåíñòâîì f(x) < M , à äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îïðåäåëå-

íèÿ ïðåäåëîâ limx→+∞ f(x) = ∞, limx→−∞ f(x) = ∞, limx→∞ f(x) = ∞ ñëåäóåò çàìåíèòü íåðàâåíñòâî f(x) > M íåðàâåíñòâîì

|f(x)| > M .

Ê áåñêîíå÷íûì ïðåäåëàì, ðàçóìååòñÿ, áåññìûñëåííî ïûòàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿòü òåîðåìó îá

àðè�ìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïðåäåëîâ. Ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó, êîòîðàÿ ïîçâîëèò íàì ïîëó÷èòü

ïðåäñòàâëåíèå îá àðè�ìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëîâ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé, ïîñêîëüêó èç ñêàçàííîãî âûøå ñ óáåäèòåëüíîñòüþ ñëåäóåò: âñå âàæíûå ñâîéñòâà ïðåäåëà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñïðàâåäëèâû è äëÿ ïðåäåëà �óíêöèè (è îáîáùåíèé ýòèõ ïðåäåëîâ), è îá-

ðàòíî.

Òåîðåìà 2.1.14. Ïóñòü limn→∞ an = +∞, limn→∞ bn = +∞. Òîãäà:

1. lim
n→∞

(an + bn) = +∞.

2. lim
n→∞

(an · bn) = +∞.

Çàìå÷àíèå 14. Ïðî âåëè÷èíû limn→∞(an − bn) è limn→∞(an/bn) â îáùåì ñëó÷àå íè÷åãî îïðåäåë¼ííîãî

ñêàçàòü íåëüçÿ (ýòî òàê íàçûâàåìûå "íåîïðåäåë¼ííîñòè"). Èíûìè ñëîâàìè, â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîãî

âèäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {an}, {bn} ýòè ïðåäåëû ìîãóò ëèáî íå ñóùåñòâîâàòü, ëèáî ïðèíèìàòü ïðîèç-

âîëüíûå çíà÷åíèÿ (îò −∞ äî +∞ âêëþ÷èòåëüíî äëÿ limn→∞(an − bn) è îò 0 äî +∞ âêëþ÷èòåëüíî äëÿ

limn→∞(an/bn)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

∀M ∃N ∀n > N, n ∈ N, an + bn > M.

Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

∀M ∃N1 ∀n > N1, n ∈ N, an > M/2. (2.1.29)

è

∀M ∃N2 ∀n > N2, n ∈ N, bn > M/2. (2.1.30)

Ïóñòü ÷èñëî N âûáðàíî áîëüøèì, ÷åì îáà ÷èñëà N1, N2. Òîãäà ñîãëàñíî (2.1.29), (2.1.30) îäíîâðåìåííî

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà an > M/2, bn > M/2, èç êîòîðûõ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî an + bn > M .

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî ñíîâà èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå

(2.1.29) è

∃N2 ∀n > N2, n ∈ N, bn > 2. (2.1.31)

Ïóñòü ÷èñëî N âûáðàíî áîëüøèì, ÷åì îáà ÷èñëà N1, N2. Òîãäà ñîãëàñíî (2.1.29),(2.1.31) îäíîâðåìåííî âû-

ïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà an > M/2, bn > 2, èç êîòîðûõ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî an ·bn > M . Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.1.10 Âû÷èñëåíèå ïðåäåëà limx→0
sinx
x
.

Ïðåäâàðèì âû÷èñëåíèå ïðåäåëà limx→0
sin x
x íåêîòîðîé èí�îðìàöèåé. Âî-ïåðâûõ, ýòî òèïè÷íûé ïðèìåð íåîïðå-

äåë¼ííîñòè (òèïà 0/0), ïîñêîëüêó òåîðåìà îá àðè�ìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïðåäåëà â ýòîì ñëó÷àå íå ìîæåò äàòü

îïðåäåë¼ííîãî îòâåòà.

Âî-âòîðûõ : ïðè ïåðâîì ÷òåíèè ýòîãî ïàðàãðà�à íå ìîæåò íå âîçíèêíóòü íåäîóì¼ííûé âîïðîñ: çà÷åì

íàì íóæåí èìåííî ýòîò ïðåäåë? ×åì îí òàê âàæåí? Îòâåò ïðîñòîé � ýòîò ïðåäåë, íîñÿùèé íàçâàíèå ïåðâîãî

çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà, èñïîëüçóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ òàêèõ âàæíûõ �óíêöèé, êàê sinx, cosx.
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Ïðè âòîðîì ÷òåíèè, óæå ïîñëå çíàêîìñòâà ñ �îðìóëîé Òåéëîðà èëè ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, ÷àñòåíüêî âîçíèêàåò èäåÿ èñ-

ïîëüçîâàòü êàêóþ-íèáóäü èç ýòèõ òåîðåì, áûñòðî ïîëó÷èâ â ðåçóëüòàòå ïðàâèëüíûé îòâåò. Ýòà èäåÿ ïðèâîäèò ê íåóäà÷àì íà

ýêçàìåíàõ. Äà, â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ óïîìÿíóòûõ âûøå òåîðåì, ðàçóìååòñÿ, áóäåò ïîëó÷åí âåðíûé îòâåò. Íî äëÿ èõ ïðè-

ìåíåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ çíàíèå âåëè÷èíû ïðîèçâîäíîé �óíêöèè sinx. À ïðè âû÷èñëåíèè ýòîé ïðîèçâîäíîé, êàê îòìå÷àëîñü

âûøå, èñïîëüçóåòñÿ âû÷èñëÿåìûé ïðåäåë. Ïîëó÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìûé "ïîðî÷íûé ëîãè÷åñêèé êðóã". (Åãî "ïîðî÷íîñòü"ñîñòîèò

â òîì, ÷òî íåêîòîðîå äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûâîäèòñÿ èç ïðåäïîñûëêè î òîì, ÷òî îíî óæå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì).

Òåîðåìà 2.1.15. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1-ûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë)

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ

sin x
x îïðåäåëåíà ïðè x 6= 0 è ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé, òàê êàê

sin(−x)
−x =

− sin x
−x = sin x

x . Ïîýòîìó, äîêàçàâ, ÷òî

lim
x→0+

sinx

x
= 1, (2.1.32)

ìû ïîëó÷èì, ÷òî è limx→0−
sin x
x = 1, è, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 2.1.13, ÷òî

lim
x→0

sinx

x
= 1.

�àññìîòðèì åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O � íà÷àëà êîîðäèíàò (ñì. ðèñóíîê 2.7). Ïðîâåä¼ì

ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå O è îáðàçóþùèì óãîë â x ðàäèàí ñ îñüþ Ox.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (2.1.32) ñíà÷àëà óñòàíîâèì, ÷òî ïðè

A
O

B

x

y

1

1

C

x

�èñ. 2.7:

0 < x < π/2 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1

2
sinx <

1

2
x <

1

2
tg x. (2.1.33)

êîòîðûå îçíà÷àþò, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà △OAB ìåíüøå, ÷åì ïëî-

ùàäü êðóãîâîãî ñåêòîðà OAB, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìåíüøå, ÷åì

ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà OAC (ñì. ðèñóíîê 2.7). Äåéñòâèòåëüíî,

S△OAB =
1

2
hB · OA =

1

2
sinx,

SOAB =
1

2
x · R2 =

1

2
x,

S△OAC =
1

2
AC · OA =

1

2
tg x.

�àçäåëèâ âñå âõîäÿùèå â íåðàâåíñòâî (2.1.33) âåëè÷èíû íà ïîëîæèòåëüíóþ â îáëàñòè 0 < x < π/2 âåëè÷èíó
(sinx)/2, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

1 <
x

sinx
<

1

cosx
.

Èç ïîëó÷åííîãî äâîéíîãî íåðàâåíñòâà, ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ âõîäÿùèõ â íèõ âåëè÷èí, ñëåäóåò, ÷òî

cosx < sin x
x < 1

↓ ↓ ↓
1 ↓ 1

1

(2.1.34)

Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî limx→0+ cosx = 1, òî òîãäà ïî òåîðåìå î çàæàòûõ �óíêöèÿõ áóäåò äîêàçàíî ðàâåíñòâî
(2.1.32), à âìåñòå ñ íèì è òåîðåìà. Èç ðàâåíñòâà cosx = 1− 2 · sin2 x2 âûòåêàåò

0 6 1− cosx = 2 · sin2 x2 6 x2

2
↓ ↓
0 0



2.1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåë �óíêöèè. 39

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî limx→0+ 1− cosx = 0.

limx→0+
sin x
x = 1

limx→0−
sin x
x = 1

}
⇒ lim

x→0

sinx

x
= 1

2.1.11 Êðèòåðèé Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.1.21. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}+∞
n=1 íàçîâ¼ì �óíäàìåíòàëüíîé, åñëè ∀ǫ > 0, ∃Nǫ ∈ N:

∀n,m > Nǫ |xn − xm| < ǫ.

Òåîðåìà 2.1.16 (Êðèòåðèé Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Ñïðàâåäëèâî

∃ (êîíå÷íûé) lim
n→∞

xn ⇐⇒ ∀ǫ > 0 ∃Nǫ ∈ N : ∀n,m > Nǫ |xn − xm| < ǫ

Çàìå÷àíèå 15. Èíûìè ñëîâàìè êðèòåðèé Êîøè ïîêàçûâàåò òî, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë òîãäà è

òîëüêî òîãäà, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} � �óíäàìåíòàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñëåâî íàïðàâî (⇒). Ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limn→∞ xn = A. Òîãäà

ǫ > 0 ∃Nǫ ∈ N ∀n > Nǫ : |xn −A| < ǫ

2

Ïóñòü m,n > N

|xn − xm| = |(xn −A)− (xm −A)| 6 |xn −A|+ |xm −A| < ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ

Äîêàæåì â îáðàòíóþ ñòîðîíó (⇐). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} � �óíäàìåíòàëüíàÿ, ò.å.

ǫ > 0 ∃N ∈ N ∀n,m > N : |xn − xm| < ǫ

3
.

Ñëåäîâàòåëüíî ∀n > N âûïîëíåíî

xN − ǫ

3
< xn < xN +

ǫ

3
.

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû

ak = inf
s>k

xs; bk = sup
s>k

xs.

Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

ak 6 ak+1 6 · · · 6 bk+1 6 bk.

Ïîëîæèì Ik = [ak; bk], Ik îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âëîæåííûõ îòðåçêîâ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå

÷èñëî A ∈ R, ÷òî A ∈ Ik(∀k ∈ N). Äîêàæåì:

∃ lim
n→∞

xn = A.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó an 6 xn 6 bn è an 6 A 6 bn äëÿ ëþáîãî n > N , òî

xN − ǫ

3
6 inf
s>N

xs = aN 6 an 6 xn 6 bn 6 bN = sup
s>N

xs 6 xN +
ǫ

3
.

Èç íåðàâåíñòâà aN 6 A 6 bN âûòåêàåò, ÷òî A è xn ïðèíàäëåæàò îòðåçêó JN (ǫ) = [xN − ǫ
3 , xN + ǫ

3 ]. Ñëåäîâà-
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aaaaa
x ²N- x ²N+an bnAxn

�èñ. 2.8:

òåëüíî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è xn äëÿ ëþáîãî n > N ìåíüøå äëèíû îòðåçêà JN (ǫ)1, ò.å.

|A− xn| 6 µ(JN (ǫ)) =
2ǫ

3
< ǫ.

Ï ð è ì å ð 2.1.8. Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = sinn◦
.

Èç òîãî, ÷òî �óíêöèÿ f(x) = sinx îãðàíè÷åíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, òî ïðåäåë åñëè áû è ñóùå-

ñòâîâàë, òî òîëüêî êîíå÷íûé. Äîêàæåì, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Êîøè, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî ïðåäåëà

limn→+∞ sinn◦
.

Îòðèöàíèå òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì

âèäå:

∃ ǫ > 0 ∀N ∈ N : ∃n = n(N),m = m(N) > Nǫ |xn − xm| > ǫ.

Ïîëîæèì ǫ = 1, òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíî íîìåðà N ñóùåñòâóþò n = n(N) = 360◦ ·N+90◦ è m = m(N) =
360◦ ·N − 90◦ òàêèå, ÷òî

|xn − xm| = | sin(360◦ ·N + 90◦)− sin(360◦ ·N − 90◦)| = 2 > 1 = ǫ.

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà limn→+∞ sinn◦
.

Ï ð è ì å ð 2.1.9. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = 1+ 1
2 +

1
3 + · · ·+ 1

n íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî

ïðåäåëà.

Äëÿ ýòîãî îïÿòü âîñïîëüçóåìñÿ îòðèöàíèåì òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}+∞
n=1 � �óíäàìåíòàëüíà.

Ïîëîæèì ǫ = 1/4, òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíî íîìåðà N ñóùåñòâóþò n = n(N) = N è m = m(N) = 2N
òàêèå, ÷òî

|xn − xm| =
∣∣∣ 1

N + 1
+

1

N + 2
+ · · ·+ 1

N +N

∣∣∣ > N · 1

2N
=

1

2
>

1

4
= ǫ.

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî ïðåäåëà limn→+∞
(
1 + 1

2 + 1
3 + · · ·+ 1

n

)
.

Çàìåòèì, ÷òî äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî äîêàçàòü:

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
= lnn+ γ +

1

2n
− 1

12n2
+

1

120n4
− 1

252n6
· · · =

= lnn+ γ +
1

2n
−

∞∑

k=1

B2k

2k · n2k
,

ãäå B2k � ÷èñëà Áåðíóëëè. Ê ýòîìó ðåçóëüòàòó ìû âåðí¼ìñÿ íåñêîëüêî ïîçæå. Çäåñü γ òàê íàçûâàåìàÿ

êîíñòàíòà Ýéëåðà γ = 0, 577215 . . . . 2

2.1.12 Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.

1

Äëèíó îòðåçêà [a, b] çäåñü è äàëåå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü µ([a, b]). Ïî îïðåäåëåíèþ áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî µ([a, b]) = b − a, ïðè
b > a.

2

Ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç èíòåãðàë:

γ = 1−
1
∫

0

{

1

x

}

dx = 1−
∞
∫

1

{x}
x2

dx,

ãäå {t} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà t.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.22. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷-

íûé lim
n→+∞

xn. Åñëè ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò ëèáî ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {xn}∞n=1 ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 2.1.17. Ïóñòü {xn}∞n=1 � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ (íåâîçðàñòàþùàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òîãäà

{xn}∞n=1 � ñõîäèòñÿ ⇐⇒ {xn}∞n=1 îãðàíè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó)

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ î÷åâèäíî (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ⇒ îãðàíè÷åíà)

⇐
∃ sup
n∈N

xn = S - òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü

Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè

ǫ > 0 ∃xN : xN 6 S < xN + ǫ

Èç ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ↑ âûòåêàåò, ÷òî ∀n > N

xN 6 xn 6 S < xN + ǫ.

Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ǫ ìû ïîäîáðàëè N ∈ N òàêîé, ÷òî ∀n > N âûïîëíåíî

|xn − S| < (xN + ǫ)− xN = ǫ. Ñëåäîâàòëüíî ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ýòî îçíà÷àåò: limn→+∞ xn = S.

Ï ð è ì å ð 2.1.10. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = n3

2n . Íàéäåì limn→+∞ xn. Ïîñêîëüêó

xn+1 =
(n+ 1)3

2n+1
=

(
n+ 1

n

)3

· 1
2
· xn → 1

2
· xn, n→ ∞,

òî ñóùåñòâóåò N ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N âûïîëíåíî

xn+1 < xn ⇒
{
xn ↓
xn > 0

=⇒ ∃ lim
n→∞

xn

Ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà limn→+∞ xn îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç s. Òåïåðü îñòàåòñÿ íàéòè ýòîò ïðåäåë
Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

xn+1 =

(
n+ 1

n

)3

· 1
2
· xn

â ïðåäåëå, ïîëó÷àåì s = 1 · 1
2 · s. Îòêóäà s = 0.

Çàìå÷àíèå 16. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ a > 0, b > 1 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

lnn≪ na ≪ bn ≪ n! n→ +∞.

Çäåñü ñèìâîë xn ≪ yn ïðè n→ +∞ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òîãî, ÷òî limn→+∞ xn/yn = 0.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.23. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðåäåë ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, îïðåäåëåíèå ñëåäóþùåå

1) lim
n→∞

xn = +∞ ∀C > 0 ∃N ∈ N ∀n > N xn > C.

2) lim
n→∞

xn = −∞ ∀C > 0 ∃N ∈ N ∀n > N xn < C.

3) lim
n→∞

xn = ∞ ∀C > 0 ∃N ∈ N ∀n > N |xn| > C.

Îïðåäåëåíèå 2.1.24. S � ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ∃{xnk
}, 1 6 n1 < n2 < · · · < nk < . . . òàêàÿ, ÷òî

lim
x→+∞

xnk
= S.

Îïðåäåëåíèå 2.1.25.

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(sup
k>n

xk)

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

( inf
k>n

xk)

Ï ð è ì å ð 2.1.11. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = (−1)n è äîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî

ïðåäåëà limn→+∞ xn, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Êîøè. Ïóñòü ǫ = 1 òîãäà ∀N ∈ N ñóùåñòâóþò n = N+1, m = N+2
òàêèå, ÷òî

|xN+1 − xN+2| = 2 > ǫ = 1.

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà limn→+∞ xn. Íàéä¼ì âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåë äàííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

sn = sup
k>n

xk = 1 limxn = 1,

in = inf
k>n

xk = −1 limxn = −1.

Òàêæå ïðåäúÿâèì ÷àñòè÷íûå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèé è

íèæíèé ïðåäåë

{x2k}∞k=1 lim
R→+∞

x2k = 1,

{x2k+1}∞k=1 lim
R→+∞

x2k+1 = −1.

Óòâåðæäåíèå 2.1.18.

∃ lim
n→∞

xn ⇔ lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn

2.1.13 ×èñëî e.

×èñëî e, êîòîðîå áóäåò îïðåäåëåíî íèæå, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ â ìàòåìàòèêå.

Òåîðåìà 2.1.19. Ñóùåñòâóåò

lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n
.

Çàìå÷àíèå 17. Äîêàçàòåëüñòâî íå òàêîå ïðîñòîå, ïîýòîìó èíîãäà, â óñëîâèÿõ íåõâàòêè âðåìåíè ïðè ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíó,

âîçíèêàåò "ãåíèàëüíàÿ"ìûñëü. Ïðåäåë âûðàæåíèÿ 1 + 1/n, ðàçóìååòñÿ, ðàâåí 1. Ïðèìåíèì-êà ìû òåîðåìó î ïðåäåëå ïðîèç-

âåäåíèÿ! Òîãäà èññëåäóåìûé ïðåäåë áóäåò ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ñîìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâåí 1. Çíà÷èò, îí ðàâåí
1! Íåâåðíîñòü ýòîãî ðàññóæäåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Òåîðåìà î ïðåäåëå ïðîèçâåäåíèÿ äîêàçàíà íàìè äëÿ 2 ñîìíîæèòå-



2.1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåë �óíêöèè. 43

ëåé. Å¼ ëåãêî äîêàçàòü, ïîâòîðíûì ïðèìåíåíèåì, äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî (íå çàâèñÿùåãî îò n) ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé. Íî â
èññëåäóåìîì ñëó÷àå ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé ðàñò¼ò âìåñòå ñ n è òåîðåìà î ïðåäåëå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèìåíèìà!

Ëåììà 3 (Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè). Ïóñòü x > −1. Òîãäà

(1 + x)n > 1 + nx, ∀n ∈ N

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî äîêàæåì ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

• Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû (íåðàâåíñòâà â äàííîì ñëó÷àå) ïðè ìèíèìàëüíîì íàòóðàëüíîì

íîìåðå, ïðè êîòîðîì âåðíà ãèïîòåçà. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî n = 1. Ïðè n = 1 íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ
â î÷åâèäíîå: 1 + x > 1 + x. Òàêèì îáðàçîì ïðè n = 1 ìû ïðîâåðèëè ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû.

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè n = k, ò.å. âûïîëíåíî (1 + x)k > 1 + kx, äëÿ x > −1.

• Äîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî òàêæå è ïðè n = k + 1. Òàê êàê 1 + x > 0, òî

(1 + x)k > 1 + kx =⇒
(1 + x)k · (1 + x) > (1 + kx)(1 + x) =⇒
(1 + x)k+1 > 1 + (k + 1)x+ kx2 > 1 + (k + 1)x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó 2.1.19. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn =

(
1 +

1

n

)n
, yn =

(
1 +

1

n

)n+1

.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ↓ óáûâàþùàÿ.

yn−1

yn
=

(1 + 1
n−1 )

n

(1 + 1
n )
n+1

=

(
n
n−1

)n

(n+1
n )n+1

=

(
n2

n2 − 1

)n
· n

n+ 1
=

=

(
1 +

1

n2 − 1

)n
· n

n+ 1
>

(
1 +

n

n2 − 1

)
n

n+ 1
=

n3 + n2 − n

n3 + n2 − n− 1
> 1 ⇒ yn ↓ .

Äîêàçàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn óáûâàþùàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó yn > 0, ïðèìåíÿåì òåîðåìó Áîëüöàíî-

Âåéåðøòðàññà, ñîãëàñíî êîòîðîé ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
n→+∞

yn.

Äàííûé ïðåäåë ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç e, ò.å.

e = lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n+1

.

Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn è ðàâåí òîìó æå ÷èñëó. Äåéñòâèòåëü-
íî, èç òåîðåìû îá àðè�ìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûòåêàåò.

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

yn

1 + 1
n

=
lim

n→+∞
yn

lim
n→+∞

(
1 + 1

n

) =
e

1
= e.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî xn ↑.
Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(
1 + 1

n

)n+p

• ïðè p > 1/2 ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè n ∈ N;

• ïðè p < 1/2 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N ∈ N äëÿ ëþáûõ n > N .
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Çàìå÷àíèå 18. Ïðèáëèæ¼ííîå çíà÷åíèå ÷èñëà e ≈ 2, 71828182845905 . . . .

Çàìå÷àíèå 19. ×èñëî e ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì, ò.å. ïðè åãî ïîäñòàíîâêå â ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè

ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå íå ðàâíî 0.

Çàìå÷àíèå 20. Èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà xn > yn è ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âûòåêàåò

0 < x1 < x2 < · · · < xn < · · · < e < . . . yn < · · · < y2 < y1.

Îòêóäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî äëÿ ÷èñëà e ìû ìîæåì íàõîäèòü åãî äåñÿòè÷íóþ çàïèñü âûáèðàÿ xn è yn òàê, ÷òîáû

ó xn è yn ñîâïàäàëî íóæíîå íàì êîëè÷åñòâî çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

2.1.14 ×èñëî e êàê ñóììà ðÿäà.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå xn = (1 + 1
n )
n
, en = 1 + 1 + 1

2! + · · ·+ 1
n! . Ïî �îðìóëå áèíîìà Íüþòîíà ïîëó÷àåì

(
1 +

1

n

)n
= 1 + n · 1

n
+
n(n− 1)

2!
· 1

n2
+ · · ·+ n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
· 1

nk
+ · · ·+ 1

nn
=

= 1+1+
1

2!
·
(
1− 1

n

)
+· · ·+ 1

k!
·
(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
+· · ·+ 1

n!
·
(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− n− 1

n

)
.

Äîêàæåì íåðàâåíñòâà

xn < en 6 e. (2.1.35)

Íåðàâåíñòâî xn < en âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèé. Ïðè �èêñèðîâàííîì k ∈ N è n > k ïîëó÷àåì:

1 + 1 +
1

2!
·
(
1− 1

n

)
+ · · ·+ 1

k!
·
(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
< xn.

Åñëè â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïåðåéòè ê ïðåäåëó (n → +∞), ïîëó÷èì òðåáóåìîå (2.1.35). Îñòà¼òñÿ ïåðåéòè

â íåðàâåíñòâå (2.1.35) ê ïðåäåëó (n → +∞), ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ ÷èñëî e â ðÿä.

e = lim
n→+∞

en = 1 + 1 +
1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+ · · · =

+∞∑

k=0

1

k!
.

Èç îöåíêè

0 < e− en 6

+∞∑

k=n+1

1

k!
=

1

n!

+∞∑

k=1

1

(n+ 1) . . . (n+ k)
<

1

n!

+∞∑

k=1

1

(n+ 1)k
=

1

n!
· 1

n+ 1
· 1

1− 1
n+1

=
1

n! · n,

âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî θn ∈ (0, 1), ÷òî

e = 1 + 1 +
1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+

θn
n! · n.

Òåîðåìà 2.1.20. ×èñëî e � èððàöèîíàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷èñëî e èððàöèîíàëüíî, òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëü-
íûå p, q, ÷òî e = p/q. Òîãäà ïî äîêàçàííîìó, ñïðàâåäëèâî:

e =
p

q
= 1 + 1 +

1

2!
+ · · ·+ 1

q!
+

θq
q! · q ⇐⇒

p · q! =
(
1 + 1 +

1

2!
+ · · ·+ 1

q!

)
· (q! · q) + θq ⇐⇒

θq = p · q!−
(
1 + 1 +

1

2!
+ · · ·+ 1

q!

)
· (q! · q).
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Íî äàííîå ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, ò.ê. â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå θq ∈ (0; 1), à âûðàæåíèå ñïðàâà ÿâëÿåòñÿ öåëûì
÷èñëîì. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Çàìå÷àíèå 21. Èç òðàíñöåíäåíòíîñòè ÷èñëà e êîíå÷íî æå áû âûòåêàëî, ÷òî ÷èñëî e � èððàöèîíàëüíî, íî

äîêàçàòåëüñòâî òðàíñöåíäåíòíîñòè ÷èñëà e çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè limn→+∞ xn = A è ïðåäåëà �óíêöèè limx→a f(x) = A, A ∈ R.

2. .

Óïðàæíåíèÿ ê 2.1

Óïðàæíåíèå 2.1.1. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà, äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x1 = 4; xn+1 =
√
6 + xn, n ∈ N, n > 2.

è íàäèòå ýòîò ïðåäåë.

Óïðàæíåíèå 2.1.2. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà, äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x1 = −4; xn+1 =
xn

2 + xn
, n ∈ N, n > 2.

è íàäèòå ýòîò ïðåäåë.

Óïðàæíåíèå 2.1.3. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

an = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n− 1
− lnn,

bn = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n− 1
+

1

n
− lnn,

ìîíîòîííû, à èìåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an âîçðàñòàåò, bn óáûâàåò. Äîêàæèòå, ÷òî limn→+∞ an = limn→+∞ bn
(Äàííûé ïðåäåë èçâåñòåí, êàê ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà).

Óïðàæíåíèå 2.1.4. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an =
(
1 + 7

n

)n
è íàéäèòå åãî (ïîëü-

çóÿñü òîëüêî ïðîéä¼ííûì ìàòåðèàëîì).

Óïðàæíåíèå 2.1.5. Cóùåñòâóåò ëè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n = 3cn−2−2cn−1, c1 = 2, c3 = 3, åñëè ñóùåñâòóåò,
òî íàéäèòå åãî.

Îòâåòû: 2.1.1 3. 2.1.2 0. 2.1.4 e7. Óêàçàíèå: ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn =
(
1 + 7

n

)n+7
, êîòîðàÿ

áóäåò óáûâàþùåé. 2.1.5 íå ñóùåñòâóåò. Óêàçàíèå: Äîêàæèòå, ÷òî |cn| > 1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåíÿåò çíàê, íà÷èíàÿ

ñ íåêîòîðîãî íîìåðà.
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2.2 Ïåðâûå ñâåäåíèÿ î ñõîäèìîñòè ðÿäà.

∞∑

n=1

an, an ∈ C.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. ×àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà íàçûâàåòñÿ

Sn =

n∑

k=1

ak.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. �ÿä

∑∞
n=1 an íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ

ñóìì

lim
n→∞

Sn.

Åñëè ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò èëè áåñêîíå÷åí ðÿä íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.2.3. Ïî àíàëîãèè ñ ðÿäîì ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn}+∞
n=1, ãäå bn äåéñòâèòåëüíûå

(èëè êîìïëåêñíûå) ñõîäÿùàÿñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limn→∞ bn, à èíà÷å ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{bn}+∞

n=1 íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ.

2.2.1 Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Òåîðåìà 2.2.1 (Êðèòåðèé êîøè î ñõîäèìîñòè ðÿäà).

( ∞∑

n=1

an - ñõîäèòñÿ

)
⇔
(

∀ǫ > 0 ∃N ∈ N ∀n > m > N
|am+1 + am+2 + · · ·+ an| < ǫ

)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê ÷àñòè÷íîé ñóììå

Sn =
∑n
k=1 ak. Òîãäà

∀ǫ > 0 ∃N ∈ N ∀n > m > N |Sn − Sm| < ǫ,

÷òî ïîëíîñòüþ ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.2.2 (Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè). Åñëè

∑+∞
n=1 an � ñõîäèòñÿ, òî limk→+∞ ak = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ïîëîæèòü n = N + 1, m = N . Òîãäà |aN+1| < ǫ

Ï ð è ì å ð 2.2.1. �àññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

+∞∑
n=1

1
n . Èñïîëüçóÿ îòðèöàíèå êðèòåðèÿ Êîøè äîêàæåì,

÷òî ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Ïóñòü ε = 1/2. Ïîëîæèì m = N , n = 2N , òîãäà

1

N
+

1

N + 1
+ · · ·+ 1

2N
> N · 1

2N
=

1

2
= ε.

Òàêèì îáðàçîì ãàðìîíè÷åñêèèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

2.2.2 Ïðèçíàê Äàëàìáåðà, Êîøè.
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Òåîðåìà 2.2.3 (Ïðèçíàê Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà). Ïîëîæèì

q = limn→+∞
n
√
|an|.

Òîãäà

a) q < 1 =⇒ ðÿä

∑∞
n=1 an ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

b) q > 1 =⇒ ðÿä

∑∞
n=1 an ðàñõîäèòñÿ.

) q = 1 =⇒ âîïðîñ î ñõîäèìîñòè îñòà¼òñÿ îòêðûòûì. Íàïðèìåð, ðÿä

∑
1
n � ðàñõîäèòñÿ, à ðÿä∑

1
n2 � ñõîäèòñÿ, õîòÿ äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ðÿäîâ ñïðàâåäëèâî, ÷òî q = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. b. Åñëè

limn→+∞
n
√
|an| > 1,

òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk}+∞
k=1 íàòóðàëüíîãî ðÿäà òàêàÿ, ÷òî limn→+∞ nk

√
|ank

| > 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , ÷òî äëÿ ëþáîãî k > N âûïîëíÿåòñÿ

nk

√
|ank

| >
1. Îòêóäà |ank

| > 1 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k > N . Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè íå âûïîëíåí, ò.å.

ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

a. Ïóñòü

q = limn→+∞
n
√
|an| < 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò q̃ ∈ (q; 1) òàêîå, ÷òî ∃N ∈ N ∀n > N n
√
|an| < q̃ < 1. Îòêóäà

|an| < (q̃)n, 0 < q̃ < 1.

Ïîñêîëüêó ðÿä

∑∞
n=1(q̃)

n
ñõîäèòñÿ (áåñêîíå÷íàÿ óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ), òî èç ïðèçíà-

êà ñðàâíåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî èñõîäíûé ðÿä òàêæå ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 2.2.4 (Ïðèçíàê Äàëàìáåðà ñõîäèìîñòè ðÿäà). Ïóñòü âñå an > 0, äëÿ âñåõ n ∈ N è ñóùåñòâóåò

q = lim
n→+∞

an+1

an
.

Òîãäà

a) q < 1 =⇒ ðÿä

∑∞
n=1 an ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

b) q > 1 =⇒ ðÿä

∑∞
n=1 an ðàñõîäèòñÿ.

) q = 1 =⇒ âîïðîñ î ñõîäèìîñòè îñòà¼òñÿ îòêðûòûì. Íàïðèìåð, ðÿä

∑ 1
n � ðàñõîäèòñÿ, à ðÿä∑

1
n2 � ñõîäèòñÿ, õîòÿ äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ðÿäîâ ñïðàâåäëèâî, ÷òî q = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. á)

∃n ∈ N, ∀n > N
an+1

an
> 1 ⇒ an+1 > an > 0

Ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó ñõîäèìîñòè ðÿä ðàñõîäèòñÿ

à)

q < q̃ < 1

∃N ∈ N : ∀n > N

∗





an+1

an
< q̃

aN+1

aN
< q̃

aN+2

aN+1
< q̃

· · ·
aN+k

aN+k−1
< q̃
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aN+k

aN
< (q̃)k

0 < aN+k < aN (q̃)k - ñõîäèòñÿ, òàê êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ è 0 < q̃ < 1 ⇒
⇒ aN+k

Òåîðåìà 2.2.5.

∑
ak,

∑
bk

Ïóñòü 0 6 ak 6 bk
Òîãäà, åñëè (B) - ñõîäèòñÿ ⇒ (A) - ñõîäèòñÿ, (A) - ðàñõîäèòñÿ ⇒ (B) - ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

|am+1 + am+2 + · · ·+ an| 6 |bm+1 + bm+2 + · · ·+ bn|
Ïî êðèòåðèþ Êîøè î ñõîäèìîñòè ðÿäà.

2.2.3 Òåîðåìà Òåïëèöà. Òåîðåìà Øòîëüöà.

Òåîðåìà 2.2.6 (Òåïëèöà). 


p11
p21 p22
p31 p32 p33
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.


 ,

pnk ∈ R, 1)pnk > 0, 2)
n∑
k=1

pnk = 1, 3) lim
n→∞

pnk = 0, 4){xn}∞n=1 : lim
n→∞

xn = a ∈ R. Òîãäà lim
n→∞

n∑
k=1

pnkxk =

lim
n→∞

xn = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}+∞
n=1, {xn− a}+∞

n=1 ñõîäÿòñÿ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåòM > 0 òàêàÿ, ÷òî
∀n ∈ N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |xn| 6M, |xn − a| 6M .

Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N1 : ∀n > N1 |xn − a| < ε
2 . Äëÿ �èêñèðîâàííîãî (óæå

âûáðàííîãî) ε > 0 ñóùåñòâóåò ∃N2 ∈ N : ∀n > N2 |pnk| < ε
2N1M

äëÿ âñåõ k = 1, . . .N1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N2 > N1. Òîãäà äëÿ âñåõ n > N2 ñïðàâåäëèâî

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

pnkxk − a

∣∣∣∣∣ = [2)] =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

pnk(xk − a)

∣∣∣∣∣ 6

6

N1∑

k=1

pnk|xk − a|+
n∑

k=N1+1

pnk|xk − a| 6M

N1∑

k=1

pnk +
ε

2

n∑

k=N1+1

pnk 6

6M ·N1 ·
ε

2N1M
+
ε

2

n∑

k=1

pnk =
ε

2
+
ε

2
= ε.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.2.7 (Øòîëüöà). Ïóñòü {xn}∞n=1, {yn}∞n=1 � çàäàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè âûïîëíåíû

óñëîâèÿ:

1. yn+1 > yn, n ∈ N;

2. limn→+∞ yn = +∞;

3. ñóùåñòâóåò limn→+∞
xn+1−xn

yn+1−yn ,
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òî

lim
n→+∞

xn
yn

= lim
n→+∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî y1 > 0, ò.ê. èíà÷å äîñòàòî÷íî ïåðåîïðåäå-
ëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn �îðìóëîé: ỹn = yn − y1.

Ïîëîæèì Xk = xk+1−xk

yk+1−yk , Pnk = yk+1−yk
yn+1

Òåïåðü èç óñëîâèÿ y1 > 0 âûòåêàåò, ÷òî åñëè äîîïðåäåëèòü èñõîäíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëÿìè, ò.å.

ïîëîæèòü x0 = y0 = 0, òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Òåïëèöà 1)Pnk > 0, n, k ∈ Z+ 2)

n∑
k=0

Pnk = 1,

3) lim
n→∞

Pnk = 0, 4) ñóùåñòâóåò limn→+∞Xn

è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

n∑
k=0

PnkXk = Xn. Îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Òåïëèöà.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóéòå ïðèçíàê Êîøè î ñõîäèìîñòè ðÿäà.

2. Ñ�îðìóëèðóéòå ïðèçíàê Äàëàìáåðà î ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Óïðàæíåíèÿ ê 2.2

Óïðàæíåíèå 2.2.1. Ïóñòü f : R 7→ R îáëàäàåò ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáóþ ðàñõîäÿùóþñÿ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {bn}+∞
n=1 �óíêöèÿ f ïåðåâîäèò â ðàñõîäÿùóþñÿ, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(bn)}+∞

n=1 � ðàñõîäèòñÿ. Áóäåò ëè

îòîáðàæåíèå f : R 7→ R èíúåêòèâíûì? Äîêàæèòå.

Îòâåòû: 2.2.1 Äà, èíúåêòèâíî.

2.3 Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è �óíêöèè (ïðîäîëæåíèå).

2.3.1 �àâíîñèëüíîñòü îïðåäåëåíèé ïðåäåëà �óíêöèè ïî Êîøè è ïî �åéíå.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1 (Ïðåäåëà ïî �åéíå). ∀{xn} ∈ R \ {a}, òàêîé, ÷òî xn → a ïðè (n → +∞), f(xn) → A
ïðè (n→ +∞), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë limx→a f(x) = A.

Òåîðåìà 2.3.1 (�àâíîñèëüíîñòü îïðåäåëåíèé ïî Êîøè è ïî �åéíå). Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà �óíêöèè ïî

Êîøè ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà �óíêöèè ïî �åéíå.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Ïóñòü limx→a f(x) = A â ñìûñëå Êîøè. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ǫ > 0. Òîãäà

∃ δ > 0 : f(Ůδ(a)) ⊂ Vǫ(A).

Åñëè {xn}+∞
n=1 ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî xn → a, xn 6= a, òîãäà âñå xn ∈ Ůδ(a), íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî íîìåðà ∀n > N . Îòêóäà âûòåêàåò

f(xn) ∈ Vǫ(A) ⇒ lim
n→+∞

f(xn) = A.

⇐ Äîêàæåì ìåòîäîì îò "ïðîòèâíîãî". Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) èìååò ïðåäåë ïðè x → a â ñìûñëå �åéíå, à â
ñìûñëå Êîøè íåò. Íàïèøåì îòðèöàíèå òîãî, ÷òî ïðåäåë â ñìûñëå Êîøè ðàâåí A.

∃ ǫ > 0, ∀δ > 0 ∃x ∈ Ůδ(a) : |f(x)−A| > ǫ.
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Ïîñêîëüêó ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè ëþáîì δ, òî ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå δ:

δ1 = 1 ∃x1 ∈ Ůδ1(a) : |f(x1)−A| > ǫ,

δ2 = 1
2 ∃x2 ∈ Ůδ2(a) : |f(x2)−A| > ǫ,

δ3 = 1
3 ∃x3 ∈ Ůδ3(a) : |f(x3)−A| > ǫ,

.

.

.

.

.

.

δn = 1
n ∃xn ∈ Ůδn(a) : |f(xn)−A| > ǫ,

.

.

.

.

.

.





=⇒ xn → a (n → +∞)
limn→+∞ f(xn) 6= A

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷åå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ï ð è ì å ð 2.3.1. Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà limx→0 sin
1
x . Äåéñòâèòåëüíî,

xn =
1

2πn
, n ∈ N, =⇒ sin

1

xn
= 0,

yn =
1

π/2 + 2πn
, n ∈ N, =⇒ sin

1

yn
= 1.

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäúÿâèëè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}+∞
n=1, {yn}+∞

n=1 òàêèå, ÷òî limn→+∞ xn = limn→+∞ yn =
0, íî ñ ðàçíûìè ïðåäåëàìè, òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà �óíêöèè ïî �åéíå ïðåäåëà limx→0 sin

1
x íå

ñóùåñòâóåò.

2.3.2 Ïðåäåë �óíêöèè ïî áàçå.

Îïðåäåëåíèå 2.3.2 (Áàçà). Ñîâîêóïíîñü ïîäìíîæåñòâ B ⊂ X íàçûâàåòñÿ Áàçîé B, åñëè

1) ∀B ∈ B, B 6= 0
2) ∀B1, B2 ∈ B, ∃B3 ⊂ B1 ∩B2

Ï ð è ì å ð 2.3.2.

Îáîçíà÷åíèå áàçû Ýëåìåíòû áàçû Îáîçíà÷åíèå ýëåìåíòà áàçû

x→ a Áàçà ïðîêîëîòûõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè a Ů(a) = {x ∈ R\{a} : a− δ1 < x < a+ δ2}
δ1, δ2 > 0

x→ a+ Áàçà ïðàâûõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè a Ů+(a) = {x ∈ R : a < x < a+ δ}
δ > 0

x→ ∞ Áàçà îêðåñòíîñòåé áåñêîíå÷íîñòè Ů(∞) = {x ∈ R : |x| > δ}
δ ∈ R

x→ +∞ Áàçà îêðåñòíîñòåé +∞ Ů(+∞) = {x ∈ R : x > δ}
δ ∈ R

x→ −∞ Áàçà îêðåñòíîñòåé −∞ Ů(−∞) = {x ∈ R : x < δ}
δ ∈ R

Îïðåäåëåíèå 2.3.3.

lim
B

f(x) = A

∀ǫ > 0 ∃B ∈ B : f(B) ⊂ Vǫ(A)
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Òåîðåìà 2.3.2 (Êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïî Áàçå).

(∃ êîíå÷íûé lim
B

f(x)) ⇔
(

∀ǫ > 0 ∃B ∈ B

ω(f,B) < ǫ

)

Îïðåäåëåíèå 2.3.4. Ââåä¼ì âàæíîå äëÿ àíàëèçà ïîíÿòèå êîëåáàíèå �óíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå B

ω(f,B) = sup
x1,x2∈B

|f(x1)− f(x2)|

Ï ð è ì å ð 2.3.3.

ω(x3, [−2; 1]) = 9

ω(x4, [−1; 2]) = 16

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒
ǫ > 0 ∃Bǫ ∈ B, ∀x ∈ Bǫ : |f(x)−A| < ǫ

3
Ïóñòü x1, x2 ∈ Bǫ. Òîãäà

|f(x1)− f(x2)| 6 |f(x1)−A|+ |A− f(x2)| <
ǫ

3
+
ǫ

3
< ǫ

⇐
ǫ = 1 ∃B̃1 ω(f, B̃1) < 1

ǫ = 1
2 ∃B̃2 ω(f, B̃2) <

1
2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ǫ = 1
n ∃B̃n ω(f, B̃n) <

1
n

B1 = B̃1 ω(f,B1) < 1

B2 ⊂ B1 ∩ B̃2 ω(f,B2) <
1
2

.

.

.

.

.

.

Bn ⊂ Bn−1 ∩ B̃n ω(f,Bn) <
1
n

B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ⊃ Bn ⊃ . . .

x1 ∈ B1

x2 ∈ B2

.

.

.

xn ∈ Bn
.

.

.

Ïîêàæåì, ÷òî {f(xn)}∞n=1 � �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

ǫ > 0, ∃Nǫ ∈ N
1

Nǫ
< ǫ, ∀n,m > Nǫ (ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè n > m)

|f(xn)− f(xm)| 6 ω(f,Bm) 6
1

m
<

1

Nǫ
< ǫ.

Ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ {f(xn)} ñóùåñòâóåò limn→∞ f(xn) = A. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò limB f(x) = A.

ǫ > 0 ∃N1 ∈ N, ∀n > N1 : |f(xn)−A| < ǫ

2

∃N2 ∈ N, ∀n > N2 : ω(f,Bn) <
ǫ

2

Ïóñòü N = max{N1, N2}. Äëÿ ∀x ∈ Bn, ãäå n > N

|f(x)−A| 6 |f(x)− f(xn)|+ |f(xn)−A| < ǫ

2
+
ǫ

2
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2.3.3 Òåîðåìû î êîìïîçèöèè ïðåäåëà �óíêöèè.

Ïðè èññëåäîâàíèè êîìïîçèöèè ïðåäåëà �óíêöèè âîçíèêàåò ãèïîòåçà, âåðíî ëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

�èïîòåçà. Ïóñòü

1. limy→b g(y) = A;

2. limx→a f(x) = b.

Âåðíî ëè, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò limx→a g(f(x)) = A?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòâåò îòðèöàòåëåí. Ñìîòðè íèæå ïðèâåäåííûå ïðèìåðû 2.3.4, 2.3.5. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò

äâà ñïîñîáà: ëèáî óñèëèâàòü ïåðâîå óòâåðæäåíèå (íàïðèìåð, òðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòü "âíåøíåé"�óíêöèè,

ëèáî óñèëèâàòü âòîðîå óòâåðæäåíèå î "âíóòðåííåé"�óíêöèè).

Òåîðåìà 2.3.3. Ïóñòü g : Y → R, BY � áàçà â Y , f : X → Y , BX � áàçà â X è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1. limBY g(y) = A;

2. ∀By ∈ BY ∃Bx ∈ BX f(Bx) ⊂ By.

Òîãäà ñóùåñòâóåò limBX g(f(x)) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∀ǫ > 0 ∃By ∈ BY g(By) ⊂ Vǫ(A)

∃Bx ∈ BX f(Bx) ⊂ By

Îòêóäà g(f(Bx)) ⊂ g(By) ⊂ Vǫ(A)

Òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2.3.4. Ïóñòü "âíåøíÿÿ"�óíêöèÿ g(y) áóäåò îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êå b, �óíêöèÿ f(x) áóäåò îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êå a è ñóùåñòâóåò

ïðåäåë limx→a f(x) = b, ò.å. âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1. limy→b g(y) = g(b);

2. limx→a f(x) = b.

Òîãäà ñóùåñòâóåò limx→a g(f(x)) = g(b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíå÷íî, ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé, íî òåì íå ìåíåå ïðèâåä¼ì å¼

äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè g â òî÷êå b èìååì

∀Vǫ(g(b)) ∃Wδ(b) : g(Wδ(b)) ⊂ Vǫ(g(b)).

Òåïåðü èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà äëÿ �óíêöèè f(x) â òî÷êå a ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ǫ = δ âûïîëíåíî

∃ Ůδ∗(a) : f(Ůδ∗(a)) ⊂Wδ(b).

Ï ð è ì å ð 2.3.4. Ïîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâî 2 â òåîðåìå 2.3.3 îñëàáèòü íåëüçÿ. Ïîëîæèì g(y) = | sign y|,

f(x) =

{
x · sin 1

x , x 6= 0
10 , x = 0
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî limy→0 g(y) = 1, limx→0 f(x) = 0, è ïðè ýòîì limx→0 g(f(x)) � íå ñóùåñòâóåò.

BY ∋ By = {y ∈ R : y ∈ (−δ; 0) ∪ (0; δ)}
BX ∋ Bx = {x ∈ R : x ∈ (−δ; 0) ∪ (0; δ)}

Ïîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâî

∀By ∈ BY ∃Bx ∈ BX f(Bx) ⊂ By

çäåñü íå âûïîëíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ïðîêîëîòûå îêðåñòíîñòè By íå ñîäåðæàò 0, à ëþáàÿ îêðåñòíîñòü

f(Bx) ñîäåðæèò íîëü.

Ï ð è ì å ð 2.3.5. Ïóñòü g(y) = | sign y| è f(x) ≡ 0. Òîãäà

lim
y→0

g(y) = 1, lim
x→0

f(x) = 0,

è ïðè ýòîì limx→0 g(f(x)) = 0.

Òåîðåìû î êîìïîçèöèè íóæíû, êîãäà òðåáóåòñÿ ïðîèçâåñòè çàìåíó ïåðåìåííîãî ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà.

Ïîêàæåì, êàê âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2.3.3 äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ñëåäóþùèé ïðåäåë.

Ï ð è ì å ð 2.3.6. Âû÷èñëèòü

lim
x→1/9

1− cos(9x− 1)

(9x− 1)2
=

1

2
.

g(y) = 1−cos y
y2 , y → 0 By ∈ BY

f(x) = 9x− 1 , x→ 1
9 Bx ∈ BX

Ïîñêîëüêó

1. limy→0 g(y) =
1
2 ,

2. ∀By = Ůδ(0) ∃Bx = Ů δ
9

(
1
9

)
. Òîãäà âûïîëíåíî f(Bx) = By.

Òàêèì îáðàçîì îáà óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3.3 âûïîëíåíû, ïîýòîìó limx→1/9 g(f(x)) = 1/2.

2.3.4 Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x
= e;

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x
= e;

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x > 0. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

(
1 + 1

[x]+1

)[x]
<
(
1 + 1

x

)x
<
(
1 + 1

[x]

)[x]+1

Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ïðè x→ +∞ îò âûðàæåíèé ñòîÿùèõ ïî êðàÿì ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà.

Íàì óæå èçâåñòíî, ÷òî

lim
n→+∞

(
1 +

1

n+ 1

)n
= e, lim

n→+∞

(
1 +

1

n

)n+1

= e.

Îïðåäåëèì "âíåøíþþ"�óíêöèþ g1(x) è "âíóòðåííþþ"�óíêöèþ f(x)

g1 : n→
(
1 +

1

n+ 1

)n
, f : x→ [x]
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Òàêèì îáðàçîì âûïîëíåíî ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû 2.3.3, ò.å. limn→∞ g1(n) = e. Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
è âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü BN = {n ∈ N : n > N}, Bx = {x ∈ R : x > N + 1}. Ïîñêîëüêó f(Bx) ⊂ BN ,
òî âûïîëíåíî è âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû 2.3.3. Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî

lim
x→+∞

g1(f(x)) = lim
x→+∞

(
1 +

1

[x] + 1

)[x]

= e.

Îïðåäåëèì òåïåðü "âíåøíþþ"�óíêöèþ g2(x) è "âíóòðåííþþ"�óíêöèþ f(x), ñëåäóþùèì îáðàçîì

g2 : n→
(
1 +

1

n

)n+1

, f : x→ [x]

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3.3. Îòêóäà

lim
x→+∞

g2(f(x)) = lim
x→+∞

(
1 +

1

[x]

)[x]+1

= e.

Òàêèì îáðàçîì íàìè äîêàçàíî

(
1 + 1

[x]+1

)[x]
<
(
1 + 1

x

)x
<
(
1 + 1

[x]

)[x]+1

↓ ↓ ↓
e ↓ e

e

Òîãäà ïî òåîðåìå î çàæàòîé ïåðåìåííîé âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïðè x→ +∞ îò �óíêöèè, ñòîÿùåé

ïîñåðåäèíå íåðàâåíñòâà, ò.å.

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x
= e.

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî òàêîå æå óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå, êîãäà x→ −∞. Äåéñòâèòåëüíî

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x
= lim

t→+∞

(
1− 1

t

)−t
= lim
t→+∞

(
t

t− 1

)t
=

= lim
t→+∞

(
1 +

1

t− 1

)t
= lim

t→+∞

(
1 +

1

t− 1

)t−1

· lim
t→+∞

(
1 +

1

t− 1

)
= e · 1 = e.

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ǫ > 0. Òîãäà

∃δ1 > 0 : ∀x > δ1

∣∣∣
(
1 +

1

x

)x
− e
∣∣∣ < ǫ,

∃δ2 > 0 : ∀x < −δ2
∣∣∣
(
1 +

1

x

)x
− e
∣∣∣ < ǫ.

Ïîëîæèì δ = max{δ1, δ2}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x, òàêîãî, ÷òî |x| > δ áóäåò âûïîëíåíî |(1 + 1
x )
x − e| < ǫ, ÷òî è

äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e.

2.3.5 Ñèìâîëû Ëàíäàó.

Ïóñòü �óíêöèè f(x), g(x) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ů(a) (ðàçóìååòñÿ , ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü ïðàâûå, ëåâûå îêðåñòíîñòè òî÷êè, à òàêæå îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûõ òî÷åê).
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Îïðåäåëåíèå 2.3.5. �àâåíñòâî f(x) = o(g(x)) ïðè x → a (ïðîèçíîñèòñÿ: f(x) åñòü o-ìàëîå îò g(x) ïðè
x→ a), îçíà÷àåò ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x→ a �óíêöèÿ α(x) òàêàÿ, ÷òî f(x) = α(x)g(x).

Ï ð è ì å ð û 2.3.1. 1. x2 = o(x) ïðè x→ 0 (â ýòîì ñëó÷àå α(x) = x);

2. x = o(x2) ïðè x→ +∞ (â ýòîì ñëó÷àå α(x) = 1/x);

3. xm = o(xn) ïðè x→ 0, åñëè m > n;

4. xm = o(xn) ïðè x→ +∞, åñëè m < n;

Òî, ÷òî �óíêöèÿ α(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a ìîæíî çàïèñàòü òàê: α(x) = o(1) ïðè x→ a;

Çàìå÷àíèå 22. Ýòî îïðåäåëåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîæíî ïåðåíåñòè è íà ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1)

1
n = o

(
1√
n

)
, n→ ∞. Çäåñü α(n) = 1√

n
;

2) n2 = o(n4), n→ ∞. Çäåñü α(n) = 1
n2 .

Îïðåäåëåíèå 2.3.6. �àâåíñòâî f(x) = O(g(x)) ïðè x→ a ïðè (ïðîèçíîñèòñÿ: f(x) åñòü O -áîëüøîå îò g(x)
ïðè x→ a), îçíà÷àåò ÷òî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ ïðè x→ a �óíêöèÿ γ(x) òàêàÿ, ÷òî f(x) = γ(x)g(x).

Çàìå÷àíèå 23. È ýòî îïðåäåëåíèå, êàê è ïðåäûäóùåå, íåïîñðåäñòâåííî ïåðåíîñèòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 2.3.5. Ïóñòü f1(x) = o(g(x)), f2(x) = o(g(x)), g1(x) = O(g(x)), g2(x) = O(g(x)) ïðè x→ a (ëèáî
x→ a+ 0, x→ a− 0, x→ +∞, x→ −∞, x→ ∞; òåîðåìà âåðíà è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé). Òîãäà:

1. f1(x) + f2(x) = o(g(x)),

2. f1(x) − f2(x) = o(g(x)),

3. f1(x) · f2(x) = o(g2(x)),

4. g1(x) + g2(x) = O(g(x)),

5. g1(x) − g2(x) = O(g(x)),

6. g1(x) · g2(x) = O(g2(x)),

7. f1(x) + g1(x) = O(g(x)),

8. f1(x) − g1(x) = O(g(x)), g1(x) − f1(x) = O(g(x)),

9. f1(x) · g1(x) = o(g2(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äàíî, ÷òî f1(x) = α1(x)g(x), f2(x) = α2(x)g(x), ãäå α1(x), α1(x) � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x → a �óíêöèè.
Âñïîìíèì ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ (òåîðåìà 2.1.6). Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, α1(x) + α2(x), α1(x) − α2(x), α1(x) · α2(x) �
áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x→ a �óíêöèè. Ïîýòîìó ïåðâûå òðè ïóíêòà òåîðåìû ñðàçó ñëåäóþò èç ðàâåíñòâ

f1(x) + f2(x) = (α1(x) + α2(x)) · g(x),
f1(x) − f2(x) = (α1(x)− α2(x)) · g(x),
f1(x) · f2(x) = (α1(x) · α2(x)) · g2(x).

Ñëåäóþùèå òðè ïóíêòà òàêæå î÷åâèäíû, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå îãðàíè÷åííûõ ïðè x → a �óíêöèé

ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïðè x → a �óíêöèÿìè. Ïóíêòû 7) è 8) ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî ñóììà è ðàçíîñòü áåñêîíå÷íî ìàëîé

ïðè x → a �óíêöèè è îãðàíè÷åííîé ïðè x → a �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïðè x → a �óíêöèÿìè. Íàêîíåö, ïóíêò

9) âûòåêàåò èç òåîðåìû î áåñêîíå÷íî ìàëûõ �óíêöèÿõ, ãëàñÿùåé, ÷òî ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → a �óíêöèè è

îãðàíè÷åííîé ïðè x → a �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a �óíêöèåé.
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Òåîðåìà 2.3.6. 1. Åñëè f(x) = o(g(x)) ïðè x→ a, òî f(x) = O(g(x)) ïðè x→ a;

2. Åñëè f(x) = o(g(x)) ïðè x→ a, g(x) = o(h(x)) ïðè x→ a, òî f(x) = o(h(x)) ïðè x→ a;

3. Åñëè f(x) = o(g(x)) ïðè x→ a, g(x) = O(h(x)) ïðè x→ a, òî f(x) = o(h(x)) ïðè x→ a;

4. Åñëè f(x) = O(g(x)) ïðè x→ a, g(x) = o(h(x)) ïðè x→ a, òî f(x) = o(h(x)) ïðè x→ a;

5. Åñëè f(x) = O(g(x)) ïðè x→ a, g(x) = O(h(x)) ïðè x→ a, òî f(x) = O(h(x)) ïðè x→ a;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = α(x)g(x). Óòâåðæäåíèå 1) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x → a
âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïðè x→ a. Ïóñòü g(x) = β(x)h(x). Òîãäà

f(x) = α(x)β(x)h(x).

�àññìîòðèì �óíêöèþ α(x)β(x). Òîãäà â ñëó÷àÿõ 2),3) è 4) ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → a. Â ñëó÷àå 5)

�óíêöèÿ α(x)β(x), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïðè x→ a. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èòàê, íàìè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ:

Îïðåäåëåíèå 2.3.7. 1. �àâåíñòâî f(x) = o(g(x)) ïðè x→ a (ïðîèçíîñèòñÿ: f(x) åñòü o-ìàëîå îò g(x) ïðè
x→ a), îçíà÷àåò ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x→ a�óíêöèÿ α(x) òàêàÿ, ÷òî f(x) = α(x)g(x).

2. �àâåíñòâî f(x) = O(g(x)) ïðè x → a ïðè (ïðîèçíîñèòñÿ: f(x) åñòü O -áîëüøîå îò g(x) ïðè x → a),
îçíà÷àåò ÷òî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ ïðè x→ a �óíêöèÿ γ(x) òàêàÿ, ÷òî f(x) = γ(x)g(x).

3. �àâåíñòâî f(x) ∼ g(x) ïðè x→ a ïðè (ïðîèçíîñèòñÿ: f(x) àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà g(x) ïðè x→ a),
îçíà÷àåò ÷òî ñóùåñòâóåò ïðè x→ a �óíêöèÿ γ(x) òàêàÿ, ÷òî limx→a γ(x) = 1 è f(x) = γ(x)g(x).

4. �àâåíñòâî f(x) ≍ g(x) ïðè x → a ïðè (ïðîèçíîñèòñÿ: f(x) îäíîãî ïîðÿäêà ñ g(x) ïðè x → a), îçíà÷àåò
÷òî ñóùåñòâóåò ïðè x→ a �óíêöèÿ γ(x) òàêàÿ, ÷òî limx→a γ(x) = K, |K| ∈ (0;+∞) è f(x) = γ(x)g(x).

2.4 Íåïðåðûâíîñòü.

2.4.1 Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé. Êëàññè�èêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà â U(a). Áóäåì íàçûâàòü ýòó �óíêöèþ íåïðåðûâíîé â òî÷êå

a, åñëè limx→a f(x) = f(a).

(Òî, ÷òî �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a, ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ òàê: f(x) ∈ C(a). Ýòà çàïèñü áóêâàëüíî
îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ �óíêöèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó �óíêöèé, íåïðåðûâíûõ â òî÷êå a.)

Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü èíà÷å:

f(a) = lim
x→a

f(x) ⇔ f( lim
x→a

x) = lim
x→a

f(x).

Íàì áóäóò òàêæå íóæíû ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà è ñëåâà.

Îïðåäåëåíèå 2.4.2. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà â U+(a) (ñîîòâåòñòâåííî, U−(a)). Áóäåì íàçûâàòü ýòó �óíê-

öèþ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a ñïðàâà (ñîîòâåòñòâåííî, ñëåâà), åñëè limx→a+0 f(x) = f(a) (ñîîòâåòñòâåííî,
limx→a−0 f(x) = f(a)).

Ïî òåîðåìå 2.1.13 íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå a ðàâíîñèëüíà îäíîâðåìåííîé íåïðåðûâíîñòè â ýòîé òî÷êå ñïðàâà
è ñëåâà.

Îïðåäåëåíèå 2.4.3. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà â òî÷êå a è íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â ýòîé òî÷êå. Òîãäà

ãîâîðÿò, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà �óíêöèè f(x).

Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà â U(a). Ëîãè÷åñêè âîçìîæíû 4 ñëó÷àÿ.
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O

x

y

a O

x

y

a

�èñ. 2.9: Íåïðåðûâíîñòü �èñ. 2.10: Óñòðàíèìûé ðàçðûâ

1. Ñóùåñòâóþò limx→a+0 f(x) è limx→a−0 f(x), ïðè÷¼ì limx→a+0 f(x) = limx→a−0 f(x) = f(a). Òîãäà, êàê
îòìå÷àëîñü âûøå, f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a (ñì. ðèñ. 2.9).

2. Ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå limx→a+0 f(x) è limx→a−0 f(x), ïðè÷¼ì limx→a+0 f(x) = limx→a−0 f(x) 6= f(a)
(ñì. ðèñ. 2.10). Òîãäà òî÷êó a íàçûâàþò òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà �óíêöèè f(x).

3. Ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå limx→a+0 f(x) è limx→a−0 f(x), ïðè÷¼ì limx→a+0 f(x) 6= limx→a−0 f(x) (ñì. ðèñ.
2.11). Òîãäà a íàçûâàþò òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà �óíêöèè f(x).

4. Íå ñóùåñòâóåò èëè áåñêîíå÷åí õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ limx→a+0 f(x) èëè limx→a−0 f(x) (ñì. ðèñ. 2.12).
Òîãäà a íàçûâàþò òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà �óíêöèè f(x).

O

x

y

a

x

y

1

-1

1/2 1

f x( )

�èñ. 2.11: �àçðûâ ïåðâîãî ðîäà �èñ. 2.12: �àçðûâ âòîðîãî ðîäà

Îïðåäåëåíèå 2.4.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå X , íåïðåðûâíà íà

ìíîæåñòâå X , åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.4.5. Êîëåáàíèåì �óíêöèè â òî÷êå íàçîâ¼ì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó: ω(f, a) = limδ→0 ω(f, Ůδ(a)).

Ëåììà 4 (Ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè). �àâíîñèëüíûå óòâåðæäåíèÿ

1. f(x) ∈ C(a).

2. ∀ǫ > 0 ∃δ > 0 : ∀x : |x− a| < δ ⇒ |f(x) − f(a)| < ǫ.

3. f(a) = limx→a f(x).
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4. limx→a f(x) = f(limx→a x).

5. ∀ǫ > 0 ∃Uδ(a) f(Uδ(a)) ⊂ Vǫ(f(a)).

6. ω(f, a) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîñíîâàòü òðåáóåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî 6, ò.ê. âñå îñòàëüíûå î÷åâèäíû. Èç êðè-

òåðèÿ Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà: f ∈ C(a) âûòåêàåò ∀ǫ > 0 ∃Uδ(a) ω(f,Uδ(a)) < ǫ. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî ω(f, a) = 0.

Òåîðåìà 2.4.1 (Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé). Ñïðàâåäëèâî

1. f, g ∈ C(a) ⇒ α · f + β · g ∈ C(a).

2. f, g ∈ C(a) ⇒ f · g ∈ C(a).

3. f, g ∈ C(a), g(a) 6= 0 ⇒ f
g ∈ C(a).

4. f ∈ C(a) ⇒ ∃Uδ(a) : f(x) îãðàíè÷åíà â Uδ(a).

5. f ∈ C(a), f(a) 6= 0 ⇒ ∃Uδ(a) ∀x ∈ Uδ(a) : f(x) > 0 ëèáî f(x) < 0.

6.

f : X → Y f ∈ C(a)
g : Y → R g ∈ C(b)
b = f(a)



 g(f(x)) ∈ C(a)

Äîêàçàòåëüñòâî. • Óòâåðæäåíèÿ 1),2),4),5) âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà è òåîðåìû îá àðè�ìåòè-

÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïðåäåëà.

• 3) Åñëè g(a) 6= 0, òîãäà èç äîêàçàííîãî ñâîéñòâà 5) äàííîé òåîðåìû, âûòåêàåò g(x) 6= 0 â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè Uδ(a).
• 6) Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå êîìïîçèöèè limx→a g(f(x)) = g(b) = g(f(a)).

2.4.2 Îãðàíè÷åííîñòü íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà îòðåçêå, ñóùåñòâîâàíèå ìàêñè-

ìàëüíîãî ýëåìåíòà.

Òåîðåìà 2.4.2 (Áîëüöàíî-Êîøè).

f(x) ∈ C[a, b]

f(a) = A
f(b) = B

}
⇒ ∀C èç îòðåçêà ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A,B

∃c ∈ [a, b] : f(c) = C

Ëåììà 5.

γ ∈ C[a, b]
γ(a) < 0
γ(b) > 0



⇒ ∃c ∈ (a, b)

γ(c) = 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïåðåäåëííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî γ(a) < 0 è γ(b) > 0. �àññìîòðèì ñåðåäèíó îòðåçêà [a; b], åñëè

γ

(

a + b

2

)

= 0,

òî ëåììà äîêàçàíà, ïîñêîëüêó íàéäåíà òî÷êà c = (a + b)/2 íà èíòåðâàëå (a; b), ãäå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî γ(c) = 0. Åñëè

γ

(

a + b

2

)

6= 0,

òî ðàññìîòðèì íîâûé îòðåçîê [a1; b1] ⊂ [a; b] òàêîé, ÷òî îäíà èç òî÷åê a1, b1 ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé îòðåçêà, à äðóãàÿ ëèáî

ñîâïàäàåò ñ a ëèáî b, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà �óíêöèè γ(x) âûáèðàåì èç óñëîâèÿ, ÷òîáû â òî÷êàõ a1, b1 �óíêöèÿ ïðèíèìàëà

ðàçíûå çíàêè (ñì ðèñ. 2.14), à èìåííî γ(a1) < 0 è γ(b1) > 0.
Ïðîäîëæàÿ äàííîå ïîñòðîåíèå îòðåçêîâ [ak; bk] (ñì. ðèñ. 2.13-2.16) ìû ïðèéäåì ê òîìó, ÷òî,
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�èñ. 2.13: Îòðåçîê [a; b]. �èñ. 2.14: Ïîñòîðîåíèå îòðåçêà [a1; b1].
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�èñ. 2.15: Ïîñòîðîåíèå îòðåçêà [a2; b2]. �èñ. 2.16: Ïîñòîðîåíèå îòðåçêà [a3; b3].

• ëèáî â êàêîé-òî ìîìåíò γ(ak) = 0 ëèáî γ(bk) = 0, íî òîãäà ëåììà äîêàçàíà. Ïîñêîëüêó íàéäåí íóëü �óíêöèè γ(x),

• ëèáî âñå γ(ak) < 0 è γ(bk) > 0.

Òîãäà âîçíèêàåò ñèñòåìà ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ

[a1, b1] ⊂ [a2, b2] ⊂ [a2, b2] · · · ⊂ [ak, bk ] ⊂ [ak+1, bk+1] . . . ,

µ([ak , bk]) =
b− a

2k
→ 0, k → +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî ïî ëåììå î ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêàõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c ∈ (a, b), ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì

[ak; bk]. Ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî k ∈ N áóäåò âûïîëíåíî γ(ak) < 0, γ(bk) > 0. Ïîñêîëüêó

c = lim
k→+∞

ak = lim
k→+∞

bk,

òî ââèäó íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè γ(x) ñïðàâåäëèâî

γ(c) = lim
k→+∞

γ(ak) 6 0

γ(c) = lim
k→+∞

γ(bk) > 0







⇒ γ(c) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

γ(x) = f(x)− C è ïðèìåíÿåì ïðåäûäóùóþ ëåììó

Òåîðåìà 2.4.3.

f ∈ C[a, b] ⇒ f - îãðàíè÷åíà íà [a, b]

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ äëÿ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé âûòåêàåò, ÷òî åñëè f ∈ C(x), òî ñó-

ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Uδ(x) òàêàÿ, ÷òî |f(Uδ(x))| 6 C. Èíòåðâàëû Uδ(x) îáðàçóþò ïîêðûòèå îòðåçêà [a, b].
Âûäåëÿåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

Uδ1(x1), . . .Uδk(xk)
[m1,M1] [mk,Mk]

Ïîëîæèì m = min{m1, . . . ,mk}, M = max{M1, . . . ,Mk} ⇒. Òîãäà

∀x ∈ [a, b] m 6 f(x) 6M
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Òåîðåìà 2.4.4 (Âåéåðøòðàññà). Åñëè �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, òî îíà äîñòèãàåò ñâîèõ max è

min çíà÷åíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåâåðíî (ò.å. max çíà÷åíèå íà îòðåçêå íå äîñòèãàåòñÿ)

M = sup
x∈[a,b]

f(x)

γ(x) =
1

M − f(x)
∈ C[a, b] ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, îíà îãðàíè÷åíà íà [a, b]

Íî

1

M − f(x)
→ +∞,

òàê êàê M = sup f(x). Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå êîëåáàíèÿ �óíêöèè â òî÷êå.

2. Áóäåò ëè âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: f ∈ C(a; b) =⇒ f � îãðàíè÷åíà íà (a; b).

3. Áóäåò ëè âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: f ∈ C(a; b) =⇒ f äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà (a; b).

Óïðàæíåíèÿ ê 2.4

Óïðàæíåíèå 2.4.1. Èññëåäóéòå �óíêöèþ f(x) íà íåïðåðûâíîñòü è òî÷êè ðàçðûâà, åñëè

f(x) =

{

x ·
(

1
sinx

+ 2x−2
√

3

x−
√

3

)

, x 6= πn, x 6=
√
3, n ∈ Z,

1, x ∈ {
√
3, {πn}n∈Z}.

Îòâåòû: 2.4.1

√
3 � óñòðàíèìûé ðàçðûâ, x = πn, n ∈ Z\{0} � ðàçðûâû âòîðîãî ðîäà, âñå îñòàëüíûå òî÷êè

(âêëþ÷àÿ x = 0) òî÷êè íåïðåðâíîñòè.

2.5 Ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.5.1. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùåé íà ïðîìåæóòêå X , åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2
èç ýòîãî ïðîìåæóòêà, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó x1 < x2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x1) 6 f(x2). Îíà
íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà ïðîìåæóòêå X , åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 èç ýòîãî ïðîìåæóòêà, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ íåðàâåíñòâó x1 < x2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x1) < f(x2). Àíàëîãè÷íî, �óíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ
íåâîçðàñòàþùåé íà ïðîìåæóòêå X , åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 èç ýòîãî ïðîìåæóòêà, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-
ñòâó x1 < x2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x1) > f(x2). Îíà íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé íà ïðîìåæóòêå X , åñëè

äëÿ ëþáûõ x1, x2 èç ýòîãî ïðîìåæóòêà, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó x1 < x2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
f(x1) > f(x2).

Îáùåå íàçâàíèå äëÿ âîçðàñòàþùèõ, óáûâàþùèõ, íåâîçðàñòàþùèõ, íåóáûâàþùèõ �óíêöèé íà ïðîìåæóò-

êå � ìîíîòîííûå �óíêöèè. Ïðè ýòîì âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå �óíêöèè ÷àñòî íàçûâàþò ñòðîãî ìîíî-

òîííûìè.

Ï ð è ì å ð 2.5.1. �àññìîòðèì öåëóþ ÷àñòü öèñëà x. �ðà�èê �óíêöèè [x] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóñî÷íî

ïîñòîÿííóþ �óíêöèþ � íåóáûâàþùóþ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè (ñì. ðèñ. 2.20) ñî ñ÷¼òíûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà.

Òåîðåìà 2.5.1. Ïóñòü f � ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ íà R. Òîãäà òî÷åê ðàçðûâà ìîíîòîííîé �óíêöèè íå

áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî.
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�èñ. 2.17: �ðà�èê íåóáûâà-

þùåé �óíêöèè (�óíêöèÿ ïî-

ñòîÿííà íà [a; b]).

�èñ. 2.18: �ðà�èê âîçðàñòà-

þùåé �óíêöèè.

�èñ. 2.19: �ðà�èê óáûâàþùåé

�óíêöèè.
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�èñ. 2.20: �ðà�èê �óíêöèè [x](öåëàÿ ÷àñòü öèñëà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f ↑ (ò.å. �óíêöèÿ f ñòðîãî ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàåò).

limx→x0−0 f(x) = A åñëè x0 − òî÷êà ðàçðûâà, òî A < B
limx→x0+0 f(x) = B

Íà èíòåðâàëå (A;B) ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà âèäà rk = m
n . Òàêèì îáðàçîì êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà

ìîæíî ñîïîñòàâèòü õîòÿ áû îäíó ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷åê ðàçðûâà íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî.

Òåîðåìà 2.5.2. Ïóñòü f � ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ íà R. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû

1. f ∈ C[a, b].

2. Ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [f(a), f(b)] (èëè îòðåçêå [f(b), f(a)]),
åñëè f íåâîçðàñòàþùàÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f ↑ (ò.å. �óíêöèÿ f ñòðîãî ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàåò).

1. ⇒ 2. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. f ∈ C[a, b] è ñóùåñòâóåò C ∈ [f(a), f(b)] òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ [a, b],
f(x) 6= C. Ïîëîæèì

A = {x ∈ [a, b] : f(x) < C}, B = {x ∈ [a, b] : f(x) > C}.
Òîãäà supA = inf B = c ∈ [a, b].

f(c) 6 C
f(c) > C

}
⇒ f(c) = C.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷åå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

2.⇒ 1. Ò.å. f ↑ è ïðèíèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [f(a), f(b)]. Ïðåäïîëîæèì c ∈ (a, b) �
òî÷êà ðàçðûâà �óíêöèè f(x), ò.å. f(c− 0) 6∈ f(c+ 0). Ñïðàâåäëèâî

∀x ∈ [a, c) f(x) 6 f(c− 0)
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∀x ∈ (c, b] f(x) > f(c+ 0)

Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò C ∈ (f(c− 0); f(c+ 0))\{f(c)} òàêàÿ, ÷òî C /∈ [f(a), f(b)]. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå

ñ óòâåðæäåíèþ î òîì, ÷òî ïðèíèìàëèñü âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ.

2.5.1 Íåïðåðûâíîñòü ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé.

Íàïîìíèì, îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 2.5.2. Ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè � �óíêöèè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî

÷èñëà àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è êîìïîçèöèé èç ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé

àëãåáðàè÷åñêèå:

•ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ xα, α ∈ R,

• òðàíñöåíäåíòíûå:

ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ ax, a > 0, a 6= 1 è ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿ loga x, a > 0, a 6= 1, x > 0,

òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè.

Â ÷àñòíîñòè, ê ýëåìåíòàðíûì �óíêöèÿì îòíîñÿòñÿ ìíîãî÷ëåíû P (x) = anx
n+ · · ·+ a1x+ a0 è ðàöèîíàëüíûå

�óíêöèè, ò.å. îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ P (x)/Q(x).

Òåîðåìà 2.5.3. Ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè íåïðåðûâíû âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå îíè îïðåäåëåíû. (Â ñëó÷àå �óíêöèé

arcsinx, arccos x â òî÷êàõ x = 1, x = −1 ðå÷ü èä¼ò î íåïðåðûâíîñòè ñëåâà è, ñîîòâåòñòâåííî, ñïðàâà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ýòà òåîðåìà ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû î ëîêàëüíûõ ñâîéñòâàõ íåïðå-

ðûâíûõ �óíêöèé. Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ âî âñåõ òåõ òî÷êàõ, ãäå çíàìåíàòåëü îïðåäåëÿþùåé ýòó �óíêöèþ

äðîáè îòëè÷åí îò 0 � òîæå.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî íàì èçâåñòíû îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé (íàïðèìåð, èç êóðñà ñðåäíåé øêî-

ëû) è îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòèõ �óíêöèé, â ÷àñòíîñòè, ìû çíàåì, ãäå îíè îïðåäåëåíû, êàêîâû ìíîæåñòâà ïðè-

íèìàåìûõ èìè çíà÷åíèé, à òàêæå ïðîìåæóòêè èõ âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ. Íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå

óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 6. Ïóñòü f(x) ñòðîãî ìîíîòîííà (ò.å. ñòðîãî âîçðàñòàåò èëè ñòðîãî óáûâàåò ) íà ïðîìåæóòêå (ò.å. îòðåçêå

[A,B], èëè èíòåðâàëå (A,B), èëè ïîëóèíòåðâàëå [A,B) èëè (A,B], ïðè÷¼ì íå èñêëþ÷àþòñÿ ðàâåíñòâà A = −∞ è B = +∞).

Òîãäà îíà ìîæåò èìåòü òîëüêî òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè. Ïóñòü a� ëþáàÿ òî÷êà ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîìåæóòêà. Òîãäà íà

ïðîìåæóòêå (A, a] çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x) îãðàíè÷åíû ñâåðõó ÷èñëîì f(a). Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Âåéåðøòðàññà, ïîëó÷àåì,
÷òî ñóùåñòâóåò limx→a−0 f(x). Àíàëîãè÷íî, íà ïðîìåæóòêå [a, b) çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x) îãðàíè÷åíû ñíèçó ÷èñëîì f(a). Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò limx→a+0 f(x). Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå a ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó ýòèõ äâóõ îäíîñòîðîííèõ
ïðåäåëîâ ÷èñëó f(a). Åñëè æå ýòè ïðåäåëû íå ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî â ýòîé òî÷êå � ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà.

Ñëåäñòâèå èç ëåììû 2.5.1. Ôóíêöèÿ f(x), ñòðîãî ìîíîòîííàÿ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå, òîãäà è òîëüêî òîãäà íåïðåðûâíà

âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî ïðîìåæóòêà, êîãäà ìíîæåñòâî å¼ çíà÷åíèé ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòêîì ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, íàëè÷èå òî÷êè ðàçðûâà a ó ìîíîòîííîé �óíêöèè ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äåéñòâèòåëüíûå

÷èñëà limx→a−0 f(x) è limx→a+0 f(x) � ðàçëè÷íûå è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòîé �óíêöèè íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïðîìåæóòêîì.

I. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ y = ax, a > 0, a 6= 1 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé, îïðåäåëåíà íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé è ìíîæåñòâîì å¼ çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê (0; +∞). Ïî ñëåäñòâèþ ëåììû, îíà íåïðåðûâíà íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé.

II. Ôóíêöèÿ y = sinx âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [−π/2;π/2]. Ìíîæåñòâî å¼ çíà÷åíèé îáðàçóåò ïðîìåæóòîê [−1, 1]. Ïî ñëåä-
ñòâèþ ëåììû, îíà íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå [−π/2;π/2]. Ôîðìóëà sin(x+ π) = − sinx è òåîðåìà 2.5.3 ïîçâîëÿþò óòâåð-
æäàòü, ÷òî sinx íåïðåðûâíà è íà ïðîìåæóòêå [π/2; 3π/2]. Òàê êàê sin(π/2) = 1, �óíêöèÿ sinx íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå
[−π/2; 3π/2]. Ýòîò ïðîìåæóòîê èìååò äëèíó 2π, ò.å. äëèíó ïåðèîäà sinx. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ ýòîãî ïðîìåæóòêà
îäèíàêîâû (sin(−π/2) = −1, sin(3π/2) = −1), �óíêöèÿ sinx íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.

III. Ñíîâà ïî òåîðåìå î ëîêàëüíûõ ñâîéñòâàõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé è �îðìóëå cos x = sin(π/2−x) ïîëó÷àåì, ÷òî y = cos x �
íåïðåðûâíàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè �óíêöèÿ.

IV. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ëîêàëüíûõ ñâîéñòâàõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, ïîëó÷àåì, ÷òî �óíêöèÿ y = tg x íåïðåðûâíà íà âñåé

ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ò.å. ïðè x 6= π/2 + πn, n ∈ Z.

V. Àíàëîãè÷íî, �óíêöèÿ y = tg x íåïðåðûâíà íà âñåé ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ò.å. ïðè x 6= πm, m ∈ Z.
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O

x

y

sin( )x

¼/2

1

-1

¼ 2¼ O

x

y

cos( )x

¼/2

1

-1

¼- /2¼

�èñ. 2.21: sinx. �èñ. 2.22: cosx.

Äàëåå âñïîìíèì ïîíÿòèå îáðàòíîé �óíêöèè. Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) ìîíîòîííà (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, âîçðàñòàåò) íà ïðî-

ìåæóòêå X. Òîãäà êàæäîå ñâî¼ çíà÷åíèå îíà ïðèíèìàåò ðîâíî îäèí ðàç è ìîæíî ãîâîðèòü î âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè

ìåæäó òî÷êàìè x ïðîìåæóòêà X è òî÷êàìè y èç ìíîæåñòâà Y ïðèíèìàåìûõ åþ çíà÷åíèé. Îáîçíà÷èì ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ìû,

çíàÿ y, íàõîäèì x, ÷åðåç x = f−1(y). Ýòî � òàê íàçûâàåìîå îáðàòíîå ïðàâèëî. Åñëè ïîìåíÿòü â í¼ì ìåñòàìè áóêâû x è y, òî
ïîëó÷èòñÿ îáðàòíàÿ �óíêöèÿ y = f−1(x). Ïðèìåðîì ìîãóò ñëóæèòü �óíêöèè y = ex, å¼ îáðàòíîå ïðàâèëî x = ln y è îáðàòíàÿ

�óíêöèÿ y = lnx.

O x

y

tg( )x

¼/2 ¼ 3 /2¼ O

x

y

ctg( )x

¼/2 ¼

�èñ. 2.23: tg x. �èñ. 2.24: ctg x.

Ëåììà 7. Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà íà X. Òîãäà å¼ îáðàòíàÿ �óíêöèÿ ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà íà

Y . (Èñïîëüçîâàíû ââåä¼ííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî äîêàçàííîìó âûøå ñëåäñòâèþ èç ëåììû, Y � òîæå ïðîìåæóòîê. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, y = f(x)
âîçðàñòàåò íà X (ñëó÷àé óáûâàíèÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèÿ x1, x2 ∈ X, x1 < x2 ðàâíîñèëüíû òîìó,

÷òî y1 = f(x1) < y2 = f(x2). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y = f−1(x) � âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

ïðîìåæóòîê Y , à ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé � ïðîìåæóòîê X. Ïî ñëåäñòâèþ èç ïðåäûäóùåé ëåììû y = f−1(x) � íåïðåðûâíàÿ

�óíêöèÿ.

VI. Èç ýòîé ëåììû ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî �óíêöèÿ y = lnx íåïðåðûâíà íà (0,+∞), �óíêöèè y = arcsinx, y = arccos x íåïðå-

ðûâíû íà [−1, 1], �óíêöèè y = arctg x, y = arcctg x íåïðåðûâíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

VII. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñòåïåííóþ �óíêöèþ y = xα. Ïðè ëþáîì α îíà îïðåäåëåíà ïðè x > 0 (ðàçóìååòñÿ, ïðè íàòóðàëüíûõ
α îíà îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ α � ïðè x 6= 0 è ò.ä.; ìû íå áóäåì îòäåëüíî èçó÷àòü

çäåñü ÷àñòíûå ñëó÷àè áîëåå øèðîêîé, ÷åì x > 0 îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ). Òîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå y = xα = eα lnx

è íåïðåðûâíîñòü ñòåïåííîé �óíêöèè ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ïîêàçàòåëüíîé è ëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèè.

2.6 �àâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü è òåîðåìà Êàíòîðà.
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O

x

y

a <a
x
, 1

1

a <a<
x
, 0 1

O

x

y

1

log ( ), 0 1a x <a<

log ( ), 1a x <a

�èñ. 2.25: ax.
�èñ. 2.26: loga x.

O

x

y

arcsin( )x

¼/2

1-1

- /2¼

arccos( )x
¼

O

x

y

arctg( )x

¼/2

- /2¼

arcctg( )x
¼

�èñ. 2.27: arcsinx. �èñ. 2.28: arctg x.

Îïðåäåëåíèå 2.6.1 (�àâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå A è ïèñàòü f ∈ UC(A), åñëè âûïîëíåíî

∀ǫ > 0 ∃δ > 0 ∀x1, x2 ∈ A : |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ǫ.

Çàìå÷àíèå 24. Ñðàçó èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò, ÷òî åñëè �óíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, òî îíà íåïðå-

ðûâíà f ∈ UC(A) ⇒ f ∈ C(A).

Ï ð è ì å ð 2.6.1. Ïóñòü f(x) = sinx. Ïîêàæåì, ÷òî f(x) ∈ UC(R). Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ǫ > 0. Òîãäà
äëÿ δ = ǫ èìååì

∀ x1, x2 : |x1 − x2| < δ =⇒ | sinx1 − sinx2| = 2

∣∣∣∣sin
x1 − x2

2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣cos

x1 + x2
2

∣∣∣∣ 6

6 2

∣∣∣∣sin
x1 − x2

2

∣∣∣∣ 6 |x1 − x2| < δ = ǫ.

Ïðåäïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íàïèñàííî ââèäó òîãî, ÷òî | sinx| 6 |x|. Ýòîò �àêò íàìè äîêàçàí ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ïåðâîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà limx→0

sin x
x = 1.

Ëîãè÷åñêàÿ çàïèñü òîãî, ÷òî �óíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå A (ò.å.

f /∈ UC(A)), çàïèñûâàåòñÿ òàêèì îáðàçîì

∃ǫ > 0 ∀δ > 0 ∃x1, x2 ∈ A : |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| > ǫ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè óäàåòñÿ ïîäîáðàòü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}+∞
n=1, {yn}+∞

n=1, ãäå âñå ýëåìåíòû ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé xn ∈ A, yn ∈ A, îáëàäàþò ñâîéñòâîì, ÷òî |xn − yn| → 0 ïðè (n → ∞), íî ïðè ýòîì
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|f(xn) − f(yn)| > C > 0. Òîãäà �óíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå A (ò.å.

f /∈ UC(A)).

Ï ð è ì å ð 2.6.2. Ïóñòü f1(x) = 1
x . Ïîêàæåì, ÷òî f1(x) ∈ C(0; 1), íî f1(x) /∈ UC(0; 1). Äåéñòâèòåëüíî,

íåïðåðûâíîñòü äàííîé �óíêöèè íà èíòåðâàëå (0; 1) î÷åâèäíà. Ïîëîæèì xn = 1
n+1 , yn = 1

n òîãäà |xn−yn| → 0,
íî ïðè ýòîì |f1(xn) − f1(yn)| = 1, ÷òî äîêàçûâàåò �àêò òîãî, ÷òî �óíêöèÿ f1(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå (0; 1).

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ïîñòðîåííàÿ �óíêöèÿ, îáëàäàëà ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè, íî ïðè ýòîì íå ÿâ-

ëÿëàñü ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî îíà áûëà íåîãðàíè÷åííîé. Ïîêàæåì, ÷òî

ñóùåñòâóþò (ñì. ðèñ. 2.29) îãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå �óíêöèè íà R, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíûìè íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.

Ï ð è ì å ð 2.6.3.

f(x) = sinx2

f ∈ C(R)
|f | 6 1, ∀x ∈ R



⇒ f /∈ UC(R)

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x

y

1

-1

5

f x( ) sin( )= x
2

10

�èñ. 2.29: Íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà R, íî f /∈ UC(R).

xn =

√
π

2
+ 2πn yn =

√
2πn.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî:

|xn − yn| → 0 (n→ +∞),

|f(xn)− f(yn)| = 1

Òåîðåìà 2.6.1 (Êàíòîðà).

f ∈ C[a; b] ⇔ f ∈ UC[a; b]

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇐ î÷åâèäíî, ò.ê. âûòåêàåò ñðàçó èç îïðåäåëåíèé.

⇒ Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ǫ > 0. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îòðåçêà [a; b]. Èç íåïðåðûâíîñòè
�óíêöèè f ∈ C(x) ñëåäóåò ω(f, x) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Uδ(x) òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî

ω(f,Uδ(x)) < ǫ.

�àññìîòðèì ñ êàæäîé òî÷êîé x îòðåçêà [a; b] îêðåñòíîñòü Uδ/2(x). Äàííûå îêðåñòíîñòè îáðàçóþò ïîêðûòèå

îòðåçêà [a; b] èíòåðâàëàìè. Âûäåëèì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

Uδ1/2(x1) . . .Uδk/2(xk)
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[a, b] ⊂ ∪kl=1Uδl/2(xl)

Ïîëîæèì δ∗ = min{ δ12 , . . . , δk2 }. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x′, x′′ : |x′ − x′′| < δ∗ âûïîëíåíî

• ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Uδm/2(xm) ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x′;

• |x′′ − xm| < |x′′ − x′|+ |x′ − xm| < δ∗ + δm
2 6 δm.

Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî x′ ∈ Uδm(xm) è x′′ ∈ Uδm(xm). Îòêóäà

ω(f,Uδm(xm)) < ǫ⇒ |f(x′)− f(x′′)| < ǫ.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè íà ìíîæåñòâå.

2. Â òåðìèíàõ ε, δ ñ�îðìóëèðóéòå óñëîâèå òîãî, ÷òî �óíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíî-

æåñòâå A.

Óïðàæíåíèÿ ê 2.6

Óïðàæíåíèå 2.6.1. Èññëåäóéòå íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ñëåäóþùèå �óíêöèè: a) f(x) = sin x3
íà R; b)

g(x) = sin3 x íà R; ) h(x) = earctg x
íà R; d) j(x) = elnx

íà (0; +∞).

Îòâåòû: 2.6.1 ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü áóäåò äëÿ �óíêöèé b), ). Äëÿ îñòàëüíûõ �óíêöèé íà óêàçàííûõ

ìíîæåñòâàõ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íå áóäåò.



�ëàâà 3

Äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè îäíîãî

ïåðåìåííîãî.

3.1 Äè��åðåíöèðóåìîñòü.

3.1.1 Îïðåäåëåíèå äè��åðåíöèðóåìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f äè��åðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå a è ïèñàòü f ∈ D(a), åñëè
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà A, òàêàÿ ÷òî

f(x)− f(a) = A(x − a) + o(x − a), x→ a.

Êîíñòàíòà A íàçûâàåòñÿ ïðîçâîäíîé �óíêöèè f â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(a). Ïðè ýòîì âåëè÷èíà A(x−
a) = f ′(a)(x− a) íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëîì �óíêöèè.

O

x

y

a

f x( )

y f a f x x a= ( )+ ( )( - )’

�èñ. 3.1: Äëÿ äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè ðàçíîñòü f(x)− f(a)−A(x− a) åñòü o(x− a), x→ a.

Èíà÷å ãîâîðÿ, îïðåäåëåíèå äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè f â òî÷êå a ðàâíîñèëüíî

f(a+ h)− f(a) = f ′(a)h+ o(h), h → 0.

Ïîäåëèâ íà h îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì

f(a+ h)− f(a)

h
= f ′(a) + o(1), h→ 0,

à ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïî h→ 0 èìååì

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÷àñòî áåðóò çà îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé.

67
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Ïðèðàùåíèå �óíêöèè y = f(x) â òî÷êå a ÷àñòî îáîçíà÷àþò ∆y èëè ∆f(a), à ïðèðàùåíèå x− a = ∆x. Ïðè ýòîì

x− a→ 0 ⇐⇒ ∆x→ 0 è x− a 6= 0 ⇐⇒ ∆x 6= 0,

ïîýòîìó �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé çàïèñûâàþò â îäíîì èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a

∆f(a)

∆x
= lim

x→a

∆y

∆x
= lim

∆x→0

∆y

∆x
.

Äè��åðåíöèàë �óíêöèè y = f(x) â òî÷êå a ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü d f(a). Òàêèì îáðàçîì,

d f(a) = f ′(a)(x− a) = f ′(a)∆x.

Åñëè â êà÷åñòâå �óíêöèè ðàññìîòðåòü ñàìó ïåðåìåííóþ âåëè÷èíó x, òî ∆x = dx, ïîýòîìó ÷àñòî ïèøóò d f(a) =

f ′(a) dx. Ýòó �îðìóëó ÷àñòî èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé: f ′(a) = df(a)
dx

. Èç îïðåäåëåíèÿ äè�-

�åðåíöèðóåìîñòè ñëåäóåò, ÷òî äè��åðåíöèàë �óíêöèè f(x) â òî÷êå a ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé (åñëè îí íå ðàâåí íóëþ

òîæäåñòâåííî) ëèíåéíîé (îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé ∆x) ÷àñòüþ ïðèðàùåíèÿ ∆y è ÷òî èìååò ìåñòî �îðìóëà

∆y = d f(a) + o(∆x), ∆x→ 0.

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ñ åãî ïîìîùüþ ñòðîÿò-

ñÿ ìíîãèå âàæíåéøèå ìîäåëè ïðèðîäíûõ ïðîöåññîâ. Ìû âåðí¼ìñÿ ê ìíîãî÷èñëåííûì ïðèëîæåíèÿì ïðîèçâîäíîé

íåñêîëüêî ïîçæå.

Óòâåðæäåíèå 3.1.1. Èç óñëîâèÿ äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè f(x) â òî÷êå a âûòåêàåò å¼ íåïðåðûâ-

íîñòü â ýòîé òî÷êå, ò.å. f ∈ D(a) ⇒ f ∈ C(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ äè��åðåíöèðóåìîñòè ïîëó÷àåì

lim
h→0

(f(a+ h)− f(a)) = 0 ⇐⇒ f(a) = lim
x→a

f(x)

Ï ð è ì å ð 3.1.1. Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ f(x) = |x| íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, íî ïðè ýòîì íå

äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå 0. Äåéñòâèòåëüíî,

lim
h→0

|0 + h| − |0|
h

= lim
h→0

|h|
h

⇒ ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò

Ï ð è ì å ð 3.1.2. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè f(x) = sinx. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, ïîëó÷àåì:

(sinx)′ = lim
h→0

sin(x+ h)− sinx

h
= lim

h→0

2 cos 2x+h
2 sin h

2

h
= cosx

Ï ð è ì å ð 3.1.3. Áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

f(x) =
+∞∑

n=1

sinnx

n
, x ∈ (−π;π),

îíà íå äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå 0, è èìååò ïðîèçâîäíûå ðàâíûå êîíñòàíòàì íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ

(−π; 0) è (0;π). Çäåñü ìû ýòî äîêàçûâàòü íå áóäåì ïîòîìó, ÷òî âïîñëåäñòâèè ýòî áóäåò âûòåêàòü èç îáùèõ

ñîîáðàæåíèé.

Òàêæå ìîæíî ïîñòðîèòü �óíêöèþ âñþäó íåïðåðûâíóþ íà ÷èñëîâîé îñè, íî ïðè ýòîì íå äè��åðåíöèðó-

åìóþ íè â îäíîé òî÷êå

1

.

f(x) ∈ C(R), f(x) /∈ D(x0), ∀x0 ∈ R.

1

Òàêèìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè f(x) =
∑+∞

n=1
sin((n+1)!x)

n!
, f1(x) =

∑+∞
n=1 a

n sin(bnx), f2(x) =
∑+∞

n=1 a
n cos(bnx) ïðè

óñëîâèè, ÷òî 0 < a < 1 è ab > 1. Â áîëåå îáùåì âèäå �óíêöèÿìè âñþäó íåïðåðûâíûìè, íî ïðè ýòîì íèãäå íåäè��åðåíöèðóåìûìè

ÿâëÿþòñÿ

fϕ(x) =

+∞
∑

n=1

anϕ(bnx),

ãäå 0 < a < 1, ab > 1, ϕ � ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî minϕ(x) = 0, maxϕ(x) = 1, à òàêæå ϕ ∈ Lip 1, ò.å. ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî íåðàâåíñòâî |ϕ(x)− ϕ(y)| 6 C|x− y| âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R.
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Òåîðåìà 3.1.2. Ïóñòü f, g ∈ D(a).

1. (f + g)′ = f ′ + g′ â òî÷êå x = a.

2. (f · g)′ = f ′ · g + g′ · f â òî÷êå x = a.

3. Åñëè g(a) 6= 0, òî ( fg )
′ = f ′·g−g′·f

g2 â òî÷êå x = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèé f(x) è g(x) â òî÷êå x = a ïîëó÷àåì

(f + g)(a+ h)− (f + g)(a) = (f(a+ h)− f(a)) + (g(a+ h)− g(a)) =

= (f ′(a) · h+ o(h)) + (g′(a) · h+ o(h)) = (f ′(a) + g′(a)) · h+ o(h), h→ 0.

2) Îïÿòü, èñïîëüçóÿ äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèé f(x) è g(x) â òî÷êå x = a

f(a+ h)g(a+ h)− f(a)g(a) = (f(a+ h)− f(a))g(a+ h) + (g(a+ h)− g(a))f(a) =

= (f ′(a)h+ o(h))(g(a) + o(1)) + (g′(a)h+ o(h))f(a) =

= (f ′(a)g(a) + f(a)g′(a))h+ o(h), h→ 0.

3) Èç äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè g(x) â òî÷êå x = a âûòåêàåò å¼ íåïðåðûâíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî èç

óñëîâèÿ g(a) 6= 0 è ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ íåïðåðûâíîé �óíêöèè âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè a
â êîòîðîé g(x) 6= 0. Äëÿ âñåõ òî÷åê a+ h èç ýòîé îêðåñòíîñòè ñïðàâåäëèâî

(
f

g

)
(a+ h)−

(
f

g

)
(a) =

f(a+ h)g(a)− f(a)g(a+ h)

g(a+ h)g(a)
=

1

g(a+ h)g(a)
· (f(a+ h)g(a)− f(a)g(a+ h)) .

Îöåíèì ïî îòäåëüíîñòè êàæäûé èç ìíîæèòåëåé â ïðîèçâåäåíèè.

1

g(a)g(a+ h)
=

1

g2(a)
−
(

1

g2(a)
− 1

g(a)g(a+ h)

)
=

1

g2(a)
− g(a+ h)− g(a)

g2(a)g(a+ h)
=

=
1

g2(a)
− g′(a)h+ o(h)

g2(a)g(a) · (1 + o(1))
=

1

g2(a)
+O(h) =

1

g2(a)
+ o(1), h→ 0.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâîì g(a+h) = g(a)·(1+o(1)) ïðè h→ 0, êîòîðîå âûòåêàåò èç íåïðåðûâíîñòè
�óíêöèè g(x) â òî÷êå a.

f(a+ h)g(a)− f(a)g(a+ h) = (f(a+ h)− f(a))g(a)− f(a)(g(a+ h)− g(a)) =

= (f ′(a)h+ o(h))g(a)− (g′(a)h+ o(h))f(a) =

= (f ′(a)g(a)− f(a)g′(a))h+ o(h), h→ 0.

Îòêóäà

(
f

g

)
(a+ h)−

(
f

g

)
(a) =

(
1

g2(a)
+ o(1)

)
·
(
(f ′(a)g(a)− f(a)g′(a))h+ o(h)

)
=

=
f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)

g2(a)
· h+ o(h), h→ 0.

Òåîðåìà 3.1.3 (Î äè��åðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé �óíêöèè). Ïóñòü f : X → Y , f ∈ D(x), g : Y → X,

g ∈ D(y), y = f(x). Òîãäà g ◦ f ∈ D(x) è

(g ◦ f)′(x) = g′(y) · f ′(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äè��åðåíöèðóåìîñòè

f(x+ h)− f(x) = f ′(x)h+ o(h), h→ 0,

g(y + t)− g(y) = g′(y)t+ o(t), t→ 0,

ãäå

o(t) = γ(t) · t, lim
t→0

γ(t) = 0.

Ôóíêöèþ γ(t) äîîïðåäåëÿåì (åñëè íå îïðåäåëåíà) â íóëå γ(0) = 0. Ïîëîæèì

t = f(x+ h)− f(x) → 0, h→ 0.

Ïîñêîëüêó f(x+ h)− f(x) = f ′(x)h+ o(h) = O(h), h→ 0, òî

t = O(h), h→ 0,

γ(t) = γ(O(h)) = o(1), h→ 0.

Òîãäà

g(f(x+ h))− g(f(x)) = g(y + t)− g(y) = g′(y)t+ γ(t)t =

= g′(y) · (f(x+ h)− f(x)) + o(1) ·O(h) =
= g′(y) · (f ′(x)h + o(h)) + o(h) = g′(y) · f ′(x) · h+ o(h), h→ 0.

èíâàðèàíòíîñòü �îðìû ïåðâîãî äè��åðåíöèàëà

Ïóñòü y = f(x), z = g(y), �óíêöèè f(x) ∈ D(a), g(y) ∈ D(b), b = f(a). Ïîñêîëüêó dy = f ′(a) dx, ìû ïî òåîðåìå

î ñëîæíîé �óíêöèè ïîëó÷àåì dz = g′(b)f ′(a) dx = g′(b) dy.

Çàìå÷àíèå 25. Ýòà ïðîñòàÿ �îðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè äè��åðåíöèàëà �óíêöèè z = g(y)
â òî÷êå y = b �îðìà äè��åðåíöèàëà, ò.å. dz = g′(b)dy îñòà¼òñÿ òîé æå ñàìîé êàê â ñëó÷àå, êîãäà ïåðåìåí-
íàÿ y ñ÷èòàåòñÿ íåçàâèñèìîé, òàê è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé. Â ýòîì è ñîñòîèò

èíâàðèàíòíîñòü �îðìû ïåðâîãî äè��åðåíöèàëà.

3.1.2 Äè��åðåíöèðóåìîñòü îáðàòíîé �óíêöèè. Ïðàâèëî Ëåéáíèöà.

Òåîðåìà 3.1.4 (Î äè��åðåíöèèðîâàíèè îáðàòíîé �óíêöèè). Ïóñòü �óíêöèè f : X 7→ Y , f−1 : Y 7→ X
âçàèìíîîáðàòíû è f ∈ D(x0) è f

′(x0) 6= 0, f−1 ∈ C(y0), ãäå y0 = f(x0). Òîãäà f
−1 ∈ D(y0) è áîëåå òîãî

(f−1(y0))
′ =

1

f ′(x0)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî y0 = f(x0) ðàâíîñèëüíî x0 = f−1(y0). Ïîëîæèì t =
f(x0 + h)− f(x0), ò.å. y0 + t = f(x0 + h). Òîãäà ñïðàâåäëèâî

t→ 0 ⇐⇒ h→ 0.

Äåéñòâèòåëüíî, èç íåïðåðûâíîñòè f â òî÷êå x0 âûòåêàåò, ÷òî èç h → 0 âûòåêàåò t → 0, à èç ðàâåíñòâà

h = f−1(y0 + t)− f−1(y0) è íåïðåðûâíîñòè f
−1

â òî÷êå y0 âûòåêàåò, ÷òî èç t→ 0 ñëåäóåò h→ 0.

lim
t→0

f−1(y0 + t)− f−1(y0)

(y0 + t)− y0
= lim

h→0

(x0 + h)− x0
f(x0 + h)− f(x0)

Îêîí÷àòåëüíî èìååì

lim
h→0

(x0 + h)− x0
f(x0 + h)− f(x0)

= lim
h→0

1
f(x0+h)−f(x0)

h

=
1

limh→0
f(x0+h)−f(x0)

h

=
1

f ′(x0)
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3.1.3 Ïðîèçâîäíûå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé.

Íà÷í¼ì ñ òðèâèàëüíîãî óòâåðæäåíèÿ:

Ïðîèçâîäíàÿ ïîñòîÿííîé �óíêöèè ðàâíà 0 â ëþáîé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïîñòîÿííîé �óíêöèè y = c
èìååì: ∆y = 0 è lim∆x→0

∆y
∆x = lim∆x→0

0
∆x = 0. (Èç ýòîãî âûòåêàåò âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñâîéñòâà 3

òåîðåìû 3.1.2: (cf(x))′ = cf ′(x).)

Ïðîèçâîäíàÿ ex.

Ïî îïðåäåëåíèþ,

(ex)′ = lim
∆x→0

ex+∆x − ex

∆x
= ex lim

∆x→0

e∆x − 1

∆x
= ex

(çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè íàéäåííûé ðàíåå lim∆x→0
e∆x−1
∆x = 1).

Ïðîèçâîäíàÿ ln x.

Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé �óíêöèè,

(lnx)′ =
1

ey
=

1

x

(òàê êàê y = lnx, x = ey; ìû èñïîëüçîâàëè òàêæå âû÷èñëåííóþ ïðîèçâîäíóþ äëÿ ex).

Ïðîèçâîäíàÿ xa.

Èìååì ðàâåíñòâî y = xa = ea ln x ïðè x > 0. Òîãäà

(xa)′ = (ea lnx)′ = ea ln x(a lnx)′ = aea lnx/x = axa/x = axa−1.

Ïðîèçâîäíàÿ sinx.

Èñïîëüçóåì �îðìóëó äëÿ ðàçíîñòè ñèíóñîâ è óæå äîêàçàííîå ðàâåíñòâî limt→0
sin t
t = 1, ïî îïðåäåëåíèþ

ïîëó÷àåì

(sinx)′ = lim
∆x→0

sin(x+∆x)− sinx

∆x
= lim

∆x→0

2 sin(∆x/2) cos(x+∆x/2)

∆x
= cosx lim

∆x→0

sin(∆x/2)

∆x/2
= cosx.

Ïðîèçâîäíàÿ cosx.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé �óíêöèè íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ äëÿ êîñèíóñà

(cosx)′ =
(
sin
(π
2
− x
))′

= cos
(π
2
− x
)
·
(π
2
− x
)′

= − sinx.

Ïðîèçâîäíûå arcsinx, arccosx.

Èç ðàâåíñòâ y = arcsinx ïðè x ∈ (−1, 1) è x = sin y äëÿ y ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
íàõîäèì: cos y =

√
1− x2. Ïî òåîðåìå î

ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé �óíêöèè

(arcsinx)′ =
1

(sin y)′
=

1

cos y
=

1√
1− x2

.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì:

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

.
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Ïðîèçâîäíûå tg x, ctg x.

Âû÷èñëèì äàííûå ïðåäåëû ïðè ïîìîùè òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé ÷àñòíîãî:

(tg x)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

cosx · cosx− sinx · (− sinx)

cos2 x
=

cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì:

(ctg x)′ =
1

sin2 x
.

Ïðîèçâîäíûå arctg x, arcctgx.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâíîñèëüíûìè äëÿ y ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
ðàâåíñòâàìè y = arctgx è x = tg y. Íàõîäèì:

(arctg x)′ =
1

(tg y)′
=

1
1

cos2 y

= cos2 y =
1

1 + tg2 y
=

1

1 + x2
.

Äëÿ arcctg x íàõîäèì:

(arcctg x)′ = − 1

1 + x2
.

3.1.4 Ïðèëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé.

�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.

Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå a. �àññìîòðèì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó ïëîñ-

êîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (a, f(a)) è èìåþùóþ óãëîâîé êîý��èöèåíò f ′(a), ò.å. èìåþùóþ óðàâíåíèå

y = f ′(a)(x − a) + f(a).

Ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ íàêëîííîé êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó y = f(x) â òî÷êå (a, f(a)). Ïðè ýòîì óãëîâîé

O

x

y

a

f x( )

y f a f x a= ( )+ ( )( - )’ a

�èñ. 3.2: �ðà�èê êàñàòåëüíîé.

êîý��èöèåíò f ′(a) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäåë óãëîâûõ êîý��èöèåíòîâ ñåêóùåé, ò.å. ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé

òî÷êè ãðà�èêà (a, f(a)) è (a +∆x, f(a + ∆x)). Â ýòîì ñìûñëå ãîâîðÿò, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ñåêóùåé.

Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ.

Ïóñòü t � òåêóùåå âðåìÿ, îòñ÷¼ò êîòîðîãî íà÷àò â ìîìåíò t0, s(a) � ïóòü, ïðîéäåííûé ê ìîìåíòó âðåìåíè a.
Òîãäà çà âðåìÿ îò a äî a+∆t ïðîéäåí ïóòü ∆s = s(a+∆t)− s(a). Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü íà ýòîì îòðåçêå ðàâíà

∆s(a)/∆t. Ïðåäåë ýòîé âåëè÷èíû ïðè ∆t → 0 íàçûâàåòñÿ ìãíîâåííîé ñêîðîñòüþ. Îí ðàâåí s′(a).
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3.1.5 Ïðîèçâîäíûå è äè��åðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

Ïóñòü y = f(x) ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (a, b). Òîãäà êàæäîé òî÷êå x ∈ (a, b)
ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âåëè÷èíó f ′(x). Åñëè ïîëó÷åííàÿ ïðè ýòîì �óíêöèÿ ñàìà èìååò ïðîèçâîäíóþ

(f ′(x))′, òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ íàçûâàåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè y = f(x) è îáîçíà÷àåòñÿ f ′′(x), ò.å.
f ′′(x) = (f ′(x))′. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ f ′′′(x) = (f ′′(x))′, ..., è ò.ä., f (n)(x) = (f (n−1)(x))′.

Òåîðåìà 3.1.5. Ïóñòü ñóùåñòâóþò u(n)(x), v(n)(x). Òîãäà äëÿ ëþáûõ ïîñòîÿííûõ α, β èìååì:

(αu(x) + βv(x))(n) = αu(n)(x) + βv(n)(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè �îðìóë (cf(x))′ = cf ′(x) è (u(x)+
v(x))′ = u′(x) + v′(x).

Äëÿ �îðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé òåîðåìû íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç êîìáèíàòîðèêè. Ôàê-

òîðèàë ÷èñëà n (îáîçíà÷åíèå � n!) îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: 0! = 1, n! = 1 · 2 · 3 · · · · · (n − 1) · n ïðè

n > 1. Îáîçíà÷èì (
n

m

)
=

n!

m!(n−m)!
,

ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëåíà ïðè n > m è íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m. Îíà ðàâíà ÷èñëó
ñïîñîáîâ, êîòîðûì ìîæíî âûáðàòü m ýëåìåíòîâ ñðåäè äàííûõ n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ

íå ó÷èòûâàåòñÿ. Äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé òàêæå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Cmn . Î÷åâèäíî,
(
n
m

)
=
(

n
n−m

)
.

Ëåììà 8.

Cmn + Cm−1
n = Cmn+1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Cmn + Cm−1
n =

n!

m!(n−m)!
+

n!

(m− 1)!(n−m+ 1)!
=

n!

(m− 1)!(n−m)!

(
1

m
+

1

n−m+ 1

)
=

=
n!

(m− 1)!(n−m)!
· (n+ 1)

m(n−m+ 1)
=

(n+ 1)!

m!(n−m+ 1)!
= Cmn+1.

Òåîðåìà 3.1.6 (Ëåéáíèöà). Ïóñòü ñóùåñòâóþò u(n)(x), v(n)(x). Òîãäà

(u(x)v(x))(n) =

n∑

m=0

(
n

m

)
u(m)(x)v(n−m)(x), n ∈ N

(ïîä îáîçíà÷åíèåì f (0)
ïîíèìàåì f(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äëÿ n = 1 èìååì:

(u(x) · v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

C0
1u

′(x)v(x) + C1
1u(x)v

′(x),

ïîñêîëüêó C0
1 = C1

1 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî òåîðåìà âåðíà ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè n > 1, ò.å. ÷òî

(u(x)v(x))(n) =

n∑

m=0

Cmn u
(m)(x)v(n−m)(x)
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è äîêàæåì, ÷òî îíà îñòàíåòñÿ âåðíà ïðè çàìåíå ÷èñëà n íà n+ 1. Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ îò ëåâîé

è ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà:

(u(x)v(x))(n+1) =
(
(u(x)v(x))(n)

)′
=

(
n∑

m=0

Cmn u
(m)(x)v(n−m)(x)

)′

Ïîëó÷àåì

(u(x)v(x))(n+1) =
n∑

m=0

(
n

m

)(
u(m)(x)v(n−m)(x)

)′
=

=

n∑

m=0

Cmn

(
u(m+1)(x)v(n−m)(x) + u(m)(x)v(n−m+1)(x)

)
.

Â ïîñëåäíåé ñóììå ïðîèçâåä¼ì ïåðåãðóïïèðîâêó ñëàãàåìûõ, îáúåäèíèâ ÷ëåíû , ñîäåðæàùèå u(m)(x)v(n−m+1)(x).
Äëÿ ýòîãî â îäíîé ñóìì ïðîèçâåä¼ì çàìåíó èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ s = m+ 1.

n∑

m=0

Cmn u
(m+1)(x)v(n−m)(x) +

n∑

m=0

Cmn u
(m)(x)v(n−m+1)(x) =

Cnnu
(n+1)v +

n−1∑

m=0

Cmn u
(m+1)v(n−m) + C0

nuv
(n+1) +

n∑

m=1

Cmn u
(m)v(n−m+1) =

u(n+1)v +

n∑

s=1

Cs−1
n u(s)v(n−s+1) +

n∑

m=1

Cmn u
(m)v(n−m+1) + uv(n+1).

Åñëè îïÿòü ïåðåîáîçíà÷èòü s ÷åðåç m ïîëó÷èì ñóììó

u(n+1)v +

n∑

m=1

(
Cmn + Cm−1

n

)
u(m)(x)v(n−m+1)(x) + uv(n+1).

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 8, ñîãëàñíî êîòîðîé ýòà ñóììà ðàâíà

n+1∑

m=0

Cmn+1u
(m)(x)v(n−m+1)(x),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 26. Ïî÷òè òàêèì æå ñïîñîáîì, èñïîëüçóÿ ëåììó 8, ìîæíî äîêàçàòü èçâåñòíóþ �îðìóëó áèíîìà

Íüþòîíà:

(a+ b)n =
n∑

m=0

Cmn a
mbn−m.

Çàìå÷àíèå 27. Åù¼ îäíî âàæíîå çàìå÷àíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë

(
n
m

)
(òàêæå íîñÿùèõ íàçâàíèå áè-

íîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ââèäó íàïèñàííîé âûøå �îðìóëû áèíîìà) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòûì

àëãîðèòìîì. �àññìîòðèì òàê íàçûâàåìûé òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

. . .
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Åãî ñòðîêè íóìåðóåì, íà÷èíàÿ ñ íóëåâîé. Ïðè ýòîì â êàæäîé ñëåäóþùåé ñòðîêå ýëåìåíò, ñòîÿùèé

ìåæäó äâóõ ýëåìåíòîâ ïðåäûäóùåé ñòðîêè, ðàâåí ñóììå ýòèõ ýëåìåíòîâ. Ñîãëàñíî äîêàçàííîé ëåììå 8,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò ñ íîìåðîì m èç ñòðîêè ñ íîìåðîì n ýòîãî òðåóãîëüíèêà, ðàâåí êàê ðàç Cmn .

Ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå, ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå äè��åðåíöèàëà n-ãî ïîðÿäêà.
Äè��åðåíöèàë df(x) = f ′(x) dx �óíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå, ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü, êàê �óíêöèþ îò x, âíîâü îïðåäåë¼ííóþ íà ýòîì ïðîìåæóòêå. Åñëè ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äè��åðåí-

öèðóåìîé, òî îïðåäåëèì å¼ âòîðîé äè��åðåíöèàë ðàâåíñòâîì d2f(x) = d(df(x)) = (f ′(x)dx)′dx = f ′′(x)dx2.
Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ: (dx)2 = dx2. Åñëè Âû çàõîòèòå ïðîäè��åðåíöèðîâàòü

�óíêöèþ x2, òî ïðèä¼òñÿ ïèñàòü d(x2). Â ñëó÷àå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x âåëè÷èíà dx íå çàâèñèò îò x è,

ïîýòîìó, âòîðîé äè��åðåíöèàë îò x, êàê äè��åðåíöèàë ïîñòîÿííîé �óíêöèè, ðàâåí 0, ò.å. d2x = 0. Åñëè æå x,
â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò íåêîòîðîé ïåðåìåííîé, òî d2f(x) = d(df(x)) = d(f ′(x))dx+f ′(x)d(dx) =
f ′′(x)dx2 + f ′(x)d2x. Òàêèì îáðàçîì, óæå âòîðîé äè��åðåíöèàë íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè �îð-

ìû .

Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî åñëè (n − 1)-ûé äè��åðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ äè��å-

ðåíöèðóåìîé �óíêöèåé îò x, òî ìîæíî îïðåäåëèòü dnf(x), êàê dnf(x) = d(dn−1f(x)). Ïðè ýòîì â ñëó÷àå

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ïîëó÷àåì �îðìóëó:

dnf(x) = d(dn−1f(x)) = d(f (n−1)dxn−1) = (f (n−1)dxn−1)′dx = f (n)(x)dxn.

Èç ýòîé �îðìóëû ñëåäóåò ðàâåíñòâî, ÷àñòî èñïîëüçóåìîå â êà÷åñòâå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà

n:

f (n)(x) =
dnf(x)

dxn
.

Ñâîéñòâà äè��åðåíöèàëà n-ãî ïîðÿäêà ñðàçó ñëåäóþò èç ñâîéñòâ ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà n, íà ýòîì ìû íå

áóäåì çäåñü ñïåöèàëüíî îñòàíàâëèâàòüñÿ.

3.1.6 Ýëàñòè÷íîñòü è å¼ ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ïóñòü �óíêöèÿ y îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x, äè��åðåíöèðóåìà â
òî÷êå x è y(x) 6= 0. Ýëàñòè÷íîñòüþ �óíêöèè y â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Ex(y) =
x

y
· y′ (3.1.1)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî x 6= 0, òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó

△y
y

:
△x
x
, (3.1.2)

êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ y â ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùåãî îòíîñèòåëüíîãî
èçìåíåíèÿ x; íàïðèìåð, ïðîöåíòíîå èçìåíåíèå ñïðîñà íà òîâàð â ðåçóëüòàòå îäíîïðîöåíòíîãî èçìåíåíèÿ öåíû
ýòîãî òîâàðà. Òîãäà èç (3.1.1) è (3.1.2) ñëåäóåò, ÷òî

Ex(y) = lim
△x→0

(△y
y

:
△x
x

)
.

1. Åñëè y > 0, òî y′/y = (ln y)′ ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé �óíêöèè.

2. Åñëè y < 0, òî y′/y = (−y)′/(−y) = (ln(−y))′, ïîýòîìó ïðè y < 0, Ex(y) = x · (ln(−y))′.

Ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëó (3.1.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Ex(y) =

{
x · (ln y)′, ïðè y > 0,

x · (ln(−y))′, ïðè y < 0.

Îáå ýòè �îðìóëû ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó: Ex(y) = x · (ln |y|)′.
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Òåîðåìà 3.1.7. 1) Åñëè u, v � �óíêöèè, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû ýëàñòè÷íîñòè Ex(u) è Ex(v), òî:

Ex(uv) = Ex(u) + Ex(v),

Ex(u/v) = Ex(u)− Ex(v).

2) Åñëè äëÿ �óíêöèè y = y(x), îïðåäåë¼ííîé íà èíòåðâàëå X, ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ �óíêöèÿ x = x(y),
ïðè÷¼ì y äè��åðåíöèðóåìà íà ýòîì èíòåðâàëå X è íè â îäíîé òî÷êå x èíòåðâàëà íå âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî y′(x) = 0, òî äëÿ âñåõ x 6= 0, y 6= 0 îïðåäåëåíû âåëè÷èíû Ex(y) è Ey(x), ïðè÷¼ì Ey(x) = 1/Ex(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå óòâåðæäåíèÿ äàííîé òåîðåìû âûòåêàþò èç ñîîòíîøåíèé

Ex(uv) = x · (ln |uv|)′ = x · (ln |u|)′ + x · (ln |v|)′ = Ex(u) + Ex(v),

Ex(u/v) = x · (ln |u/v|)′ = x · (ln |u|)′ − x · (ln |v|)′ = Ex(u)− Ex(v).

Äàëåå, ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé �óíêöèè

y

x
· x′y =

y

x · y′x
=

1
x
y · y′x

,

÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.1.1) äà¼ò Ey(x) = 1/Ex(y).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì öåíîâóþ ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà.

2

Ïóñòü P � ïåðâîíà÷àëüíàÿ öåíà òîâàðà,

Q � ïåðâîíà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî ïîëó÷àåìîé ïðîäóêöèè, ò.å. ïåðâîíà÷àëüíûé ñïðîñ, △P � èçìåíåíèå öåíû,

△Q � ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíåíèå ñïðîñà. Îáû÷íî ïðè ïîâûøåíèè öåíû, ò.å. ïðè △P > 0, ñïðîñ íà òîâàð
ñîêðàùàåòñÿ, ò.å. △Q < 0, ïîýòîìó

△Q
△P < 0 =⇒ △Q

Q
:
△P
P

< 0

è, ïî òåîðåìå î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ, EP (Q) 6 0.
Âåëè÷èíà ýëàñòè÷íîñòè â çàâèñèìîñòè îò öåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíóþ õàðàêòåðèñòèêó ñïðîñà íà

òîâàð. Ñïðîñ ÿâëÿåòñÿ ýëàñòè÷íûì, åñëè EP (Q) < −1. Ïðè÷¼ì óìåíüøåíèå öåí íà 1% âûçûâàåò óâåëè÷åíèå

ñïðîñà ìåíüøå, ÷åì íà 1%. Ïðè ñïðîñå ñ åäèíè÷íîé ýëàñòè÷íîñòüþ, ò.å. EP (Q) = −1, ïðîöåíò óâåëè÷åíèÿ
ñïðîñà ðàâåí ïðîöåíòó óìåíüøåíèÿ öåí òîâàðà.

Òåîðåìà 3.1.8. Ïóñòü R(P ) = P · Q(P ) � âûðó÷êà îò ðåàëèçàöèè ïî öåíå P ïðîäóêöèè â îáú¼ìå Q(P ).
Ïóñòü Q(P ) � äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ.

• Åñëè EP (Q) < −1, ò.å. åñëè ñïðîñ ýëàñòè÷åí, òî ñ ðîñòîì öåí âûðó÷êà óìåíüøàåòñÿ, à ñ óìåíü-

øåíèåì öåí � âîçðàñòàåò.

• Åñëè EP (Q) > −1, ò.å. åñëè ñïðîñ íåýëàñòè÷åí, òî ñ ðîñòîì öåí âûðó÷êà ðàñò¼ò, ñ óìåíüøåíèåì

öåí âûðó÷êà óìåíüøàåòñÿ.

• Åñëè EP (Q) = −1, òî âûðó÷êà íå ìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì öåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî

R′ = Q + PQ′ = Q

(
1 +

P

Q
Q′
)

= Q(1 + EP (Q)).

Îòêóäà ìû âèäèì, ÷òî çíàê R′
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì âûðàæåíèÿ 1 + EP (Q), ò.å. âûðó÷êà R �

óâåëè÷èâàåòñÿ, åñëè EP (Q) > −1 è íàîáîðîò R � óìåíüøàåòñÿ, åñëè EP (Q) < −1. Ïðè EP (Q) = −1 âûðó÷êà
íå ìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì öåí.

2

Ñïðîñ ïðèíÿòî õàðàêòåðèçîâàòü òàê íàçûâàåìîé ýëàñòè÷íîñòüþ (ïëàâíîñòüþ, ìÿãêîñòüþ). Ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà �� ïîêàçà-

òåëü ñòåïåíè ÷óâñòâèòåëüíîñòè (ðåàêöèè) ïîòðåáèòåëåé ê èçìåíåíèÿì öåíû òîâàðà.

Ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ìîæåò áûòü ñâÿçàíà íå òîëüêî ñ èçìåíåíèåì öåíû íà òîâàð, íî è ñ èçìåíåíèåì äîõîäîâ ïîêóïàòåëåé.

Ïîýòîìó ðàçëè÷àþò ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî öåíå è ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà ïî äîõîäàì. Ìû ðàññìîòðèâàåì ïåðâûé âàðèàíò.

�åàêöèÿ ïîòðåáèòåëåé íà èçìåíåíèå öåíû íà òîâàð ìîæåò áûòü ñèëüíîé, ñëàáîé è íåéòðàëüíîé. Êàæäàÿ èç íèõ ïîðîæäàåò

ñîîòâåòñòâóþùèé ñïðîñ: ýëàñòè÷íûé, íåýëàñòè÷íûé, åäèíè÷íûé. Âîçìîæíû âàðèàíòû, êîãäà ñïðîñ îêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî

ýëàñòè÷íûì èëè ñîâåðøåííî íåýëàñòè÷íûì.
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Ï ð è ì å ð û 3.1.1. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ýëàñòè÷íûõ è íåýëàñòè÷íûõ òîâàðîâ.

1. EP (Q) = 0. Ñîâåðøåííî íåýëàñòè÷íûå òîâàðû: ïðåäìåòû ïåðâîé íåîáõîäèìîñòè � ñîëü, ñàõàð, ñïè÷êè, ïðîäóêòû ïèòàíèÿ,

òðàíñïîðòíûå óñëóãè.

2. EP (Q) ∈ (−1; 0). Âçàèìîäîïîëíÿþùèå òîâàðû (êî�å � ñëèâêè, øàøëûê � ñîóñ). Íåýëàñòè÷íûé ñïðîñ. Ïðè èçìåíåíèè

öåíû íà 1% ñïðîñ èçìåíÿåòñÿ ìåíåå, ÷åì íà 1%. Ïàäåíèå öåíû ïðèâåäåò ê ñíèæåíèþ âûðó÷êè

3. EP (Q) = −1. Âûðó÷êà ìàêñèìàëüíàÿ. Ïðè èçìåíåíèè öåíû íà 1% ñïðîñ èçìåíÿåòñÿ òîæå íà 1%. Ìàêñèìàëüíàÿ âûðó÷êà.

4. EP (Q) < −1. Âçàèìîçàìåíÿþùèå òîâàðû (òîâàðû êîíêóðåíòîâ). Ýëàñòè÷íûé ñïðîñ. Ïðè èçìåíåíèè öåíû íà 1% ñïðîñ

èçìåíÿåòñÿ áîëåå, ÷åì íà 1%. Ïàäåíèå öåíû ïðèâåäåò ê ðîñòó âûðó÷êè

5. EP (Q) = −∞. Ñîâåðøåííî ýëàñòè÷íûå òîâàðû: ïðåäìåòû ðîñêîøè.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. ×åìó ðàâíà ïðîèçâîäíàÿ îò �óíêöèé arctg x, arcsin x?

Óïðàæíåíèÿ ê 3.1

Óïðàæíåíèå 3.1.1. Ôóíêöèÿ y(x) çàäàííà óðàâíåíèåì

y3 + y2x+ x2y − x3 = 16.

Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ýòîé �óíêöèè â òî÷êàõ, ãäå y = x

Îòâåòû: 3.1.1 1/6.

3.2 Ýêñòðåìóìû. Òåîðåìû Ôåðìà, �îëëÿ, Ëàãðàíæà, Êîøè.

3.2.1 Òåîðåìà Ôåðìà.

Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â U(a).

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Áóäåì íàçûâàòü òî÷êó a òî÷êîé ñòðîãîãî ìàêñèìóìà �óíêöèè y = f(x), åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůδ(a) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) < f(a).

O

x

y

f x( )

a

f a( )

O

x

y

f x( )

x2x1

�èñ. 3.3: Ê òåîðåìå Ôåðìà. �èñ. 3.4: Äâå òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Àíàëîãè÷íî, áóäåì íàçûâàòü òî÷êó a òî÷êîé ñòðîãîãî ìèíèìóìà �óíêöèè y = f(x),
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ůδ(a) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) > f(a).

Îïðåäåëåíèå 3.2.3. Áóäåì íàçûâàòü òî÷êó a òî÷êîé ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) �óíêöèè y = f(x), åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Uδ(a) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) 6 f(a) (f(x) > f(a)).

Îáùåå íàçâàíèå òî÷êè ìàêñèìóìà è òî÷êè ìèíèìóìà � òî÷êà ýêñòðåìóìà.
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Òåîðåìà 3.2.1 (Ôåðìà). Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â U(a) è ïóñòü a � òî÷êà ýêñòðåìóìà

ýòîé �óíêöèè. Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò f ′(a), òî f ′(a) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïèøåì óñëîâèå äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè â òî÷êå a

f(a+ h)− f(a) = h(f ′(a) + α(h)),

ãäå α(h) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ �óíêöèÿ ïðè h → 0. Ïðåäïîëîæèì f ′(a) 6= 0, íàïðèìåð, f ′(a) > 0. Òîãäà ââèäó
ðàâåíñòâà limh→0 α(h) = 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ůδ òî÷êè a â êîòîðîé çíàê âûðàæåíèÿ f ′(a) + α(h) áóäåò
ñîâïàäàòü ñî çíàêîì f ′(a) > 0. Îòêóäà

f(a+ h)− f(a) =

{
> 0, ïðè 0 < h < δ,

< 0, ïðè − δ < h < 0.

Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî a òî÷êà ýêñòðåìóìà.

Çàìå÷àíèå 28. Ýòà òåîðåìà äà¼ò íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Îäíàêî íå âñåãäà â òî÷êå ýêñòðåìóìà

ñóùåñòâóåò f ′(a). Íàïðèìåð, äëÿ �óíêöèè y = |x| òî÷êà x = 0, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà,

îäíàêî, îíà íå èìååò ïðîèçâîäíîé â ýòîé òî÷êå.

Ï ð è ì å ð 3.2.1. Òåîðåìà Ôåðìà íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàííèÿ ýêñòðåìóìà, äàæå

â ñëó÷àå äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè. Íàïðèìåð, �óíêöèÿ f(x) = x3 âñþäó äè��åðåíöèðóåìà. Äëÿ íå¼

âûïîëíåíî f ′(0) = 0 íî ïðè ýòîì x0 = 0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà.

3.2.2 Òåîðåìà �îëëÿ.

Òåîðåìà 3.2.2 (�îëëü).

f ∈ C[a, b]
f ∈ D(a, b)
f(a) = f(b)



⇒ ∃c ∈ (a, b) f ′(c) = 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèÿ ïðèíèìàåò íà ýòîì îò-

ðåçêå ñâî¼ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå m è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèåM . Åñëè m =M , òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ

y = f(x) ïðîñòî ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà [a, b] è f ′(c) = 0 äëÿ âñåõ c ∈ (a, b). Åñëè m 6=M , òî õîòÿ áû îäíî èç

ýòèõ çíà÷åíèé äîëæíî ïðèíèìàòüñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå c ∈ (a, b). Òî÷êà c ∈ (a, b) ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

ýêñòðåìóìà è, ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò f ′(c). Ïî òåîðåìå Ôåðìà ïîëó÷àåì: f ′(c) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

O

x

y

f x( )

ba

f a( )

c O

x

y

f x x( )=

1

�èñ. 3.5: Ê òåîðåìå �îëëÿ. �èñ. 3.6: Ïðèìåð.
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Çàìå÷àíèå 29. Âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâåííû, ò.å. ïðè èõ îòáðàñûâàíèè çàêëþ÷åíèå òåîðåìû ìîæåò

ñòàòü íåâåðíûì.

Ï ð è ì å ð û 3.2.1. �àçáåð¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:

1. Äëÿ �óíêöèè (ñì. ðèñ. 3.6)

y =

{
x, x ∈ [0, 1),

0, x = 1.

íàðóøåíî óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè íà îòðåçêå (îñòàëüíûå âûïîëíåíû). Å¼ ïðîèçâîäíàÿ âñþäó íà èíòåð-

âàëå (0, 1) ðàâíà 1.

2. y = |x|, x ∈ [−1, 1]. Íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äè��åðåíöèðóåìîñòè íà èíòåðâàëå (−1, 1) (íåò ïðîèçâîäíîé
â òî÷êå x = 0), îñòàëüíûå óñëîâèÿ âûïîëíåíû. Òî÷êè, â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 0, íåò.

3. y = x, x ∈ [0, 1]. Íàðóøåíî óñëîâèå ðàâåíñòâà çíà÷åíèé â êîíöàõ îòðåçêà. ïðîèçâîäíàÿ âñþäó íà èíòåð-
âàëå ðàâíà 1.

Ñëåäñòâèå 3.2.1. Ïóñòü y = f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â U(a) è èìååò â ýòîé îêðåñòíîñòè íåïðåðûâíûå
ïðîèçâîäíûå f ′(x), . . . , f (n)(x), à f (n+1)(x) ïóñòü ñóùåñòâóåò õîòÿ áû â U(a). Ïóñòü òî÷êà b ïðèíàäëåæèò
U(a) è ïóñòü f(a) = f ′(a), . . . , f (n)(a) = f(b) = 0. Òîãäà ìåæäó òî÷êàìè a è b ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c, ÷òî
f (n+1)(c) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî a < b. �àññìîòðèì îòðåçîê [a, b]. Ôóíêöèÿ y = f(x) óäîâëåòâîðÿåò íà ýòîì
îòðåçêå âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû �îëëÿ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà b1 ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî f ′(b1) = 0. Åñëè n = 0, òî óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî. Ïóñòü n > 1. �àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèþ f ′(x) íà îòðåçêå [a, b1]. Ïî óñëîâèþ, ýòà �óíêöèÿ íåïðåðûâíà âî âñåé

îêðåñòíîñòè U(a), çíà÷èò, è íà îòðåçêå [a, b1]. Êðîìå òîãî, f ′′(x) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû íà èíòåðâàëå (a, b1). Ê �óíêöèè f ′(x)
íà îòðåçêå [a, b1] ïðèìåíÿåì òåîðåìó �îëëÿ. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, ñóùåñòâóåò òî÷êà b2 ∈ (a, b1) òàêàÿ, ÷òî f ′′(b2) = 0. Åñëè
n = 1, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Äëÿ n > 2 ïðîäîëæàåì äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íî. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì

òî÷êè bi, i = 1, 2, . . . , n òàêèå, ÷òî f(i)(bi) = 0. �àññìîòðèì îòðåçîê [a, bn] è �óíêöèþ f(n)(x). Îíà íåïðåðûâíà íà ýòîì îòðåçêå

ïî óñëîâèþ, èìååò f(n)(x) ïðîèçâîäíóþ íà èíòåðâàëå (a, bn) è f(n)(a) = f(n)(bn) = 0 . Ïî òåîðåìå �îëëÿ, íà èíòåðâàëå (a, bn)
ñóùåñòâóåò òî÷êà c òàêàÿ, ÷òî f(n+1)(c) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3.2.3 Òåîðåìû î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ

Òåîðåìà 3.2.3 (Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ).

f ∈ C[a, b]
f ∈ D(a, b)

}
⇒ ∃c ∈ (a, b) f(b)− f(a) = f ′(c)(b − a)

O

x

y

f x( )

ba

f a( )

c

f b( )

�èñ. 3.7: Ê òåîðåìå Ëàãðàíæà.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ

3

F (x) =

∣∣∣∣
f(x)− f(a) x− a
f(b)− f(a) b− a

∣∣∣∣ = (b− a)(f(x) − f(a))− (x − a)(f(b)− f(a))

3

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A =

(

a11 a12
a21 a22

)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê |A| = a11 · a22 − a12 · a21. Èç îïðåäåëåíèÿ ëåãêî ñëåäóþò

ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äëÿ îïðåäåëèòåëåé:
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Ýòà �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, ò.ê. f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] ïî óñëîâèþ, à ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ
(x − a)(f(b) − f(a)), î÷åâèäíî, âñþäó íåïðåðûâíà. Êðîìå òîãî, îíà äè��åðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b) è
F ′(x) = (b− a)f ′(x) − (f(b)− f(a)). Äëÿ F (x) ñïðàâåäëèâî:

F (a) = F (b) = 0
F ∈ C[a, b]
F ∈ D(a, b)



⇒ (ïî ò. �îëëÿ) ∃c ∈ (a, b) : F ′(c) = 0

f ′(c)(b− a)− (f(b)− f(a)) = 0

Ñëåäñòâèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìîíîòîííîñòüþ �óíêöèè

Ñëåäñòâèå 3.2.2.

f ∈ D[a, b]
f ′(x) > (<)0 (∀x ∈ [a, b])

}
⇒ f ↑ (↓) íà [a, b]

Äîêàçàòåëüñòâî.

a 6 x1 < x2 6 b

Ïî ò. Ëàãðàíæà c ∈ (x1, x2)

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1) > (<)0

Ñëåäñòâèå 3.2.3.

f ∈ D[a, b]
f ′(x) > (6)0 (∀x ∈ [a, b])

}
⇒ f − íåóáûâàþùàÿ(íåâîçðàñòàþùàÿ) íà [a, b]

�àâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíîé íà ñåãìåíòå âëå÷¼ò å¼ ïîñòîÿíñòâî

Ñëåäñòâèå 3.2.4.

f ∈ D[a, b], òîãäà (f = const) ⇔ (f ′(x) = 0, ∀x ∈ [a, b])

Äîêàçàòåëüñòâî.

⇒ - î÷åâèäíî

⇐

a 6 x1 < x2 6 b

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1) = 0

1. Åñëè îäèí ñòîëáåö (ñòðî÷êà) ñîñòîèò èç íóëåé, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,

∣

∣

∣

∣

0 a
0 b

∣

∣

∣

∣

= 0 · b −
a · 0 = 0.

2. Åñëè â ìàòðèöå åñòü äâà îäèíàêîâûõ ñòîëáöà (ñòîðî÷êè), òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû òàêæå ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,

∣

∣

∣

∣

a a
b b

∣

∣

∣

∣

= a · b− a · b = 0.

(Äàííûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé ñïðàâåäëèâû è â ñëó÷àå ìàòðèöû ïîðÿäêà n× n).
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Îòñóòñòâèå ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà è óñòðàíèìûõ ðàçðûâîâ ó ïðîèçâîäíîé (äëÿ �óíêöèè äè�-

�åðåíöèðóåìîé â êàæäîé òî÷êå ñåãìåíòà).

Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû.

Ëåììà 9. Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ f(x) âñþäó íà èíòåðâàëå (c, c + δ),
ãäå δ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è, êðîìå òîãî, èìååò ïðàâóþ ïðîèçâîäíóþ f ′

+(c). Òîãäà, åñëè
ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) èìååò â òî÷êå c ïðàâûé ïðåäåë f ′(c + 0) = limx→c+0 f

′(x), òî ýòîò ïðåäåë ñîâïàäàåò ñ

ïðàâîé ïðîèçâîäíîé f ′
+(c), ò.å.

f ′
+(c) = f ′(c+ 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâîé ïðîèçâîäíîé f ′
+(c) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà

lim
x→c+0

f(x) − f(c)

x− c
.

Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâíûé íóëþ ïðåäåë limx→c+0(f(x) − f(c)) = 0, ò. å. �óíêöèÿ y = f(x)
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå c ñïðàâà.

Ôèêñèðóåì ëþáîå x èç èíòåðâàëà (c, c + δ). Òàê êàê �óíêöèÿ y = f(x) äè��åðåíöèðóåìà (à çíà÷èò,

è íåïðåðûâíà) âñþäó íà óêàçàííîì èíòåðâàëå è, êðîìå òîãî, íåïðåðûâíà â òî÷êå ñ ñïðàâà, òî äëÿ ýòîé

�óíêöèè âûïîëíåíû íà îòðåçêå [c, x] âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ξ ∈ [c, x]
òàêàÿ, ÷òî

f(x)− f(c)

x− c
= f ′(ξ).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó x→ c+ 0 (à ñëåäîâàòåëüíî è ξ → c+ 0) â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå, ïîëó÷àåì:

f ′
+(c) = lim

ξ→c+0
f ′(ξ).

Ïðèìåíÿÿ òîëüêî ÷òî äîêàçàííóþ ëåììó â êàæäîé òî÷êå c íåêîòîðîãî èíòåðâàëà (a, b), ìû ïðèäåì ê

ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:

Ñëåäñòâèå 3.2.5. Åñëè �óíêöèÿ f(x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ âñþäó íà èíòåðâàëå (a, b), òî ýòà ïðî-
èçâîäíàÿ f(x) íå ìîæåò èìåòü íà ýòîì èíòåðâàëå íè òî÷åê óñòðàíèìîãî ðàçðûâà, íè òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî

ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå c èíòåðâàëà (a, b) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðàâûé è
ëåâûé ïðåäåëû �óíêöèè f ′(x), òî f ′(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå c â ñèëó äîêàçàííîé ëåììû, ïîñêîëüêó

f ′(c+ 0) = f ′(c− 0) = f ′(c).

Ï ð è ì å ð 3.2.2. �àçðûâû âòîðîãî ðîäà âñ¼ æå âîçìîæíû äëÿ �óíêöèè, êîòîðàÿ äè��åðåíöèðóåìà â

êàæäîé òî÷êå, íàïðèìåð îòðåçêà [−1; 1]. Ïîëîæèì,

f(x) =

{
x2 sin 1

x , x 6= 0

0, x = 0.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ â êàæäîé òî÷êå äåéñòâèòåëüíîé îñè âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:

f ′(x) =

{
2x sin 1

x − cos 1
x , x 6= 0,

0, x = 0.

Ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò ïðåäåë f ′(x+ 0), òî ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x = 0 èìååò ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà.
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Ï ð è ì å ð 3.2.3. �àçðûâû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ïðîèçâîäíîé âñ¼ æå âîçîæíû, åñëè íå òðåáîâàòü óñëîâèå äè�-

�åðåíöèðóåìîñòè â êàæäîé òî÷êå ñåãìåíòà, íàïðèìåð îòðåçêà [−1; 1]. Ýòî ìû ìîæåì çàìåòèòü íà �óíêöèè

f(x) = |x|, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî:

f ′(x) =

{
1, x > 0,

−1, x < 0,

íî â íóëå ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f(x) = |x|, êàê íàì èçâåñòíî íå ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 3.2.4 (Êîøè î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ).

f, g ∈ C[a, b]
f, g ∈ D(a, b)
g′(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b)



⇒ ∃c ∈ (a, b)

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ

F (x) =

∣∣∣∣
f(x)− f(a) g(x)− g(a)
f(b)− f(a) g(b)− g(a)

∣∣∣∣ = (g(b)− g(a))(f(x)− f(a))− (g(x)− g(a))(f(b)− f(a)).

Ýòà �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è äè��åðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b), ïðè÷¼ì

F ′(x) = (g(b)− g(a))f ′(x)− g′(x)(f(b)− f(a)).

Êðîìå òîãî,

F ∈ C[a, b]
F ∈ D(a, b)
F (a) = F (b) = 0



⇒ (ïî ò. �îëëÿ) ∃c ∈ (a, b) : F ′(c) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (g(b)− g(a))f ′(c) = (f(b)− f(a))g′(c).

Ïîêàæåì, ÷òî g(b)− g(a) 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî g(b)− g(a) = 0, òî ïî òåîðåìå
�îëëÿ, ïðèìåí¼ííîé ê �óíêöèè g(x), ñóùåñòâîâàëà áû òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî g′(c) = 0, ÷òî íåâîçìîæíî
ïî óñëîâèþ. Ïîñêîëüêó, èç óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî g′(c) 6= 0, òî ðàçäåëèâ ðàâåíñòâî F ′(c) = 0 íà îòëè÷íóþ îò

íóëÿ êîíñòàíòó g′(c)(g(b)− g(a)) ïîëó÷àåì, ÷òî f(b)−f(a)
g(b)−g(a) = f ′(c)

g′(c) , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 30. �àçóìååòñÿ, òåîðåìà Ëàãðàíæà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Êîøè, ñîîò-

âåòñòâóþùèé g(x) = x.

3.3 Ôîðìóëà Òåéëîðà.

Äëÿ �óíêöèè f ∈ Dn(x0) îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà

Pn(x;x0) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû íàéä¼ì ðàçíîñòü ìåæäó f(x)− Pn(x;x0), à ýòó ðàçíîñòü áóäåì íàçûâàòü îñòàòêîì

îò ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà è îáîçíà÷àòü ÷åðåç Rn(f, x, x0). Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâî f(x) = Pn(x;x0)+
Rn(f, x, x0).

Òåîðåìà 3.3.1 (Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â îáùåì âèäå).

ϕ, f (n) ∈ C[x, x0] èëè [x0, x]

ϕ, f (n) ∈ D(x, x0) èëè (x0, x)
ϕ′(x) 6= 0 ∀x ∈ (x, x0) èëè (x0, x)
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Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, ëåæàùàÿ ìåæäó òî÷êàìè x0 è x, òàêàÿ, ÷òî

f(x)− Pn(x;x0) =
(ϕ(x) − ϕ(x0))f

(n+1)(c)

ϕ′(c) · n! (x− c)n.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ

F (t) = f(x)− Pn(x; t) = f(x)−
(
f(t) +

f ′(t)

1!
(x− t) +

f ′′(t)

2!
(x− t)2 + · · ·+ f (n)(t)

n!
(x − t)n

)
.

ϕ, F ∈ D(x, x0) èëè (x0, x)
ϕ, F ∈ C[x, x0] èëè [x0, x]
ϕ′(x) 6= 0, ∀x ∈ (x, x0) èëè (x0, x)



⇒ (ïî ò. Êîøè) ∃c ∈ (x, x0) èëè (x0, x)

F (x0)− F (x)

ϕ(x0)− ϕ(x)
=
F ′(c)

ϕ′(c)

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (t)

F ′(t) = −
(
f ′(t) +

(
f ′′(t)

1!
(x − t)− f ′(t)

)
+

(
f ′′′(t)

2!
(x− t)2 − f ′′(t)

1!
(x− t)

)
+ · · ·+

(
f (n+1)(t)

n!
(x− t)n − f (n)(t)

(n− 1)!
(x− t)n−1

))
= −f

(n+1)(t)

n!
(x− t)n

Îòêóäà

f(x)− Pn(x;x0)− 0

ϕ(x0)− ϕ(x)
=

−f (n+1)(c)(x − c)n

n!ϕ′(c)
.

Ñëåäîâàòåëüíî

f(x) =

(
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

)
+
ϕ(x) − ϕ(x0)

ϕ′(c)n!
f (n+1)(c)(x − c)n.

Òàêèì îáðàçîì íàéäåí îñòàòîê ðÿäà Òåéëîðà:

Rn(f, x, x0) =
ϕ(x) − ϕ(x0)

ϕ′(c)n!
f (n+1)(c)(x − c)n.

Ñëåäñòâèå 3.3.1 (Îñòàòîê â �îðìå Êîøè). Ïîäñòàâèì â ðàçëîæåíèå òåðåìû 3.3.1 �óíêöèþ ϕ(t) = x−t, íà �óíêöèþ f òðåáóåì
óñëîâèÿ èç òåîðåìû. Òîãäà îñòàòîê çàïèøåòñÿ â âèäå

Rn =
f(n+1)(c)

n!
(x− c)n(x− x0).

Ñëåäñòâèå 3.3.2 (Îñòàòîê â �îðìå Ëàãðàíæà). Ïîäñòàâèì â ðàçëîæåíèå òåðåìû 3.3.1 �óíêöèþ ϕ(t) = (x− t)n+1
, íà �óíêöèþ

f òðåáóåì óñëîâèÿ èç òåîðåìû. Òîãäà îñòàòîê çàïèøåòñÿ â âèäå

Rn =
f(n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

Ñëåäñòâèå 3.3.3 (Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â �îðìå Øëåìèëüõà-�îøà). Ïîäñòàâèì â ðàçëîæåíèå òåðåìû 3.3.1 �óíêöèþ ϕ(t) = (x−t)α,
α > 0. Äàííàÿ �óíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíóþ ϕ′(t) = −α(x − t)α−1 6= 0 íà èíòåðâàëå ìåæäó x è x0 ïîýòîìó âñå óñëîâèÿ òåðåìû

íà ϕ(t) âûïîëíåíû. Íà �óíêöèþ f(t) òðåáóåì óñëîâèÿ èç òåîðåìû. Òîãäà îñòàòîê çàïèøåòñÿ â âèäå

Rn =
1

α

(

x− x0

x− c

)α

(x− c)n+1 · f
(n+1)(c)

n!
.

Ïðèìå÷àíèå. 1. Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà x − x0 = dx,
f ′(x0)(x − x0) = df(x0), . . . , f

(n)(x0)dx
n = dnf(x0), f

(n+1)(c)dxn+1 = dn+1f(c), äîêàçàííóþ �îðìóëó

Òåéëîðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∆f(x0) = df(x0) +
d2f(x0)

2
+ · · ·+ dnf(x0)

n!
+
dn+1f(c)

(n+ 1)!
.
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2. Òàê êàê òî÷êà ξ ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè x0 è x, ñóùåñòâóåò ÷èñëî 0 < θ < 1 òàêîå, ÷òî ξ = x0+ θ(x−x0).

3. Â ñëó÷àå x0 = 0 äîêàçàííàÿ �îðìóëà ïðèîáðåòàåò âèä:

f(x) = f(0) + f ′(0)(x) +
f ′′(0)

2
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn+1.

Îáû÷íî �îðìóëà Òåéëîðà ïðè a = 0 ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ëþáîé �îðìå íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Ìà-

êëîðåíà.

3.3.1 �àçëîæåíèå îñíîâíûõ �óíêöèé â ðÿä Òåéëîðà (ðÿä Ìàêëîðåíà)

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. �àçëîæåíèå �óíêöèè â ðÿä Òåéëîðà â íóëå x = x0 íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä

Ìàêëîðåíà.

Ï ð è ì å ð 3.3.1. �àçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèþ f(x) = ex â íóëå x0 = 0. Ïîñêîëüêó

f (n)(x) = ex, f (n)(0) = 1, f (n+1)(c) = ec,

òî ðÿä Ìàêëîðåíà ñ îñòàòêîì â �îðìå Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+

ec

(n+ 1)!
xn+1 c ∈ (0;x).

Äëÿ x ∈ [−A;A] îöåíèì îñòàòîê ðÿäà

|Rn(ex)| =
∣∣∣∣

ec

(n+ 1)!
xn+1

∣∣∣∣ 6 eA
An+1

(n+ 1)!
→ 0, (n→ +∞).

Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ex ïðåäñòàâèìà ñâîèì áåñêîíå÷íûì ðÿäîì íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ò.å.

ex =

∞∑

k=0

xk

k!
, x ∈ R.

Ï ð è ì å ð 3.3.2. �àçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèþ f(x) = sinx â íóëå x0 = 0. Ïîñêîëüêó

f (n)(x) = sin
(
x+

πn

2

)

è

f (2k)(0) = 0, f (2k+1)(0) = (−1)k,

òî ðÿä Ìàêëîðåíà ñ îñòàòêîì â �îðìå Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä

sinx =
x

1!
− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+

sin(c+ π
2 (2n+ 2))

(2n+ 2)!
x2n+2

Äëÿ x ∈ [−A;A] îöåíèì îñòàòîê ðÿäà

|R2n+2(sinx)| 6
A2n+2

(2n+ 2)!
→ 0, (n→ +∞).

Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî sinx ïðåäñòàâèìà ñâîèì áåñêîíå÷íûì ðÿäîì íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ò.å.

sinx =

∞∑

k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
, x ∈ R.

Êàê âèäíî èç êàðòèíêè 3.8 ïîëèíîìû Òåéëîðà, ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè âñå ëó÷øå ïðèáëèæàþò �óíêöèþ sinx.

Íà êàðòèíêå èçîáðàæåíû ìíîãî÷ëåíû P1(x) = x, P3(x) = x− x3

3! , P5(x) = x− x3

3! +
x5

5! , P7(x) = x− x3

3! +
x5

5! − x7

7! .
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x

y

1

-1

0

sin( )x

¼¼/2

P x1( )

P3( )x

P5( )x

P7( )x

�èñ. 3.8: Ïîëèíîìû Òåéëîðà äëÿ sinx.

Ï ð è ì å ð 3.3.3. �àçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèþ f(x) = cosx â íóëå x0 = 0. Ïîñêîëüêó

f (n)(x) = cos(x +
πn

2
)

è

f (2k+1)(0) = 0, f (2k)(0) = (−1)k,

òî ðÿä Ìàêëîðåíà ñ îñòàòêîì â �îðìå Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
− · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+

cos(c+ π
2 (2n+ 2))

(2n+ 2)!
x2n+2

Äëÿ x ∈ [−A;A] îöåíèì îñòàòîê ðÿäà

|R2n+2(cos x)| 6
A2n+2

(2n+ 2)!
→ 0, (n→ +∞).

Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî cosx ïðåäñòàâèìà ñâîèì áåñêîíå÷íûì ðÿäîì íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ò.å.

cosx =

∞∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!
, x ∈ R.

Ï ð è ì å ð 3.3.4. Äëÿ α 6= Z+ ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèþ f(x) = (1 + x)α â íóëå x0 = 0. Íàéä¼ì
n -óþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè f(x):

f (n)(x) = α(α− 1) . . . (α− n+ 1)(1 + x)α−n.

Îòêóäà

f (n)(0) = α(α − 1) . . . (α − n+ 1).

�àçëîæåíèå â ðÿä Ìàêëîðåíà ñ îñòàòêîì â �îðìå Êîøè ïðèíèìàåò âèä:

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α − 1)

2!
x2 + · · ·+ α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn +

α(α − 1) . . . (α− n)

n!
(1 + c)α−n−1x(x − c)n.

Ïóñòü |x| < 1; c ∈ (0;x) èëè (x; 0). Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ψ(c) = x−c
1+c ìîíîòîííà ìåæäó 0 è x, à òàêæå ψ(x) = 0,

òî

|ψ(c)| =
∣∣∣∣
x− c

1 + c

∣∣∣∣ 6 |ψ(0)| = |x|.

|Rn((1 + x)α)| 6
∣∣∣∣
α(α − 1) . . . (α− n)

n!

∣∣∣∣ · (1 + c)α−1 · |x|n+1,

ãäå c ∈ (0;x) èëè c ∈ (x; 0) â çàâèñèìîñòè îò çíàêà x. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå q ∈ (0; 1) è ïîëîæèì

C(α, q) = max
{
(1− q)α−1, (1 + q)α−1

}
.
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Ïîñêîëüêó (1 + c)α−1 6 C(α, q), òî äëÿ |x| 6 q < 1 ñïðàâåäëèâî

∣∣∣∣
α(α − 1) . . . (α− n)

n!

∣∣∣∣ · (1 + c)α−1 · |x|n+1 6 C(α, q) qn+1
∣∣∣α
(
1− α

1

)(
1− α

2

)
. . .
(
1− α

n

)∣∣∣ .

Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó ñïðàâà, ïîëó÷åííóþ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ÷åðåç an. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ an âûïîëíåíî
an → 0(n→ +∞). Ñïðàâåäëèâî

an+1 = q

∣∣∣∣1−
α

n+ 1

∣∣∣∣ an.

Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãîN áóäåò âûïîëíåíî q
∣∣∣1− α

n+1

∣∣∣ < 1, ñëåäîâàòåëüíî ∀n > N áóäåò 0 6 an+1 < an. Îòêóäà

ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà î ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà lim an = A.
Íàéä¼ì åãî.

A = q · A⇒ A = 0.

Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî îñòàòîê ðÿäà Òåéëîðà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → +∞. Òàêèì îáðàçîì ïðèõîäèì ê

�îðìóëå

(1 + x)α =

+∞∑

n=0

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn, |x| < 1, α /∈ Z+.

Ï ð è ì å ð 3.3.5. Íàéä¼ì ðÿä Òåéëîðà �óíêöèè f(x) = ln(1+x) â íóëå x0 = 0. Íàéä¼ì n -óþ ïðîèçâîäíóþ

�óíêöèè f(x):

f ′ = (1 + x)−1,

f ′′ = −(1 + x)−2,

f ′′′ = 2! · (1 + x)−3,

. . .

f (n) = (−1)n+1(n− 1)!(1 + x)−n.

Îòêóäà íàõîäèì ðàçëîæåíèå â ðÿä Ìàêëîðåíà ñ îñòàòêîì â �îðìå Êîøè:

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n+1xn

n
+ (−1)n(1 + c)−n−1(x− c)nx.

Ïóñòü |x| < 1, òîãäà c ∈ (0;x) è, êàê äîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ñïðàâåäëèâî

∣∣∣∣
x− c

1 + c

∣∣∣∣ 6 |x|.

Ñëåäîâàòåëüíî îñòàòîê ðÿäà Òåéëîðà äëÿ |x| 6 q < 1 îöåíèâàåòñÿ

|Rn(ln(1 + x))| 6 |x|n+1

1− q
→ 0, (n → +∞),

ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå â áåñêîíå÷íûé ðÿä íà èíòåðâàëå x ∈ (−1; 1)

ln(1 + x) =
+∞∑

n=1

(−1)n+1xn

n
, |x| < 1

Ï ð è ì å ð 3.3.6. �àññìîòðèì �óíêöèþ

f(x) =

{
e−

1
x2 , x 6= 0

0, x = 0

Íàéä¼ì å¼ ðÿä Òåéëîðà

f ′(0) = lim
h→0

e−
1
h2

h
= lim

t→∞
te−t

2

= lim
t→∞

t

et2
= 0
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O

x

y

f x( )

1

�èñ. 3.9: �ðà�èê �óíêöèè e−x
−2

.

Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî f ′(0) = 0.
Íàéä¼ì ïðîèçâîäíûå �óíêöèè f(x) â òî÷êå îòëè÷íîé îò íóëÿ:

f ′(x) = 2x−3e−x
−2

,

f ′′(x) = 2(2− 3x2)x−6e−x
−2

,

f ′′′(x) = 22(2− 9x2 + 6x4)x−9e−x
−2

.

Ïî èíäóêöèè íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî f (k)(x) = P2k−2(x)
x3k e−x

−2

, ãäå P2k−2(x) � ïîëèíîì ñòåïåíè 2k − 2. Äîêà-

æåì, ÷òî ïðîèçâîäíûå f (k)(0) = 0 äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Äëÿ k = 1 óæå
äîêàçàíî, äîêàæåì, ÷òî åñëè f (k)(0) = 0, òî è f (k+1)(0) = 0. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f (k+1)(0) = lim
h→0

f (k)(h)− f (k)(0)

h
= lim

h→0

P2k−2(h)

h3k+1
e−h

−2

.

Ïðè çàìåíå t = 1/h→ ∞ (ïðè t→ 0), ïîëó÷àåì P2k−2(h) =
P∗

2k−2(t)

t2k−2 , ãäå P ∗
2k−2(x) � ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå

÷åì 2k − 2. Ïîýòîìó

f (k+1)(0) = lim
t→∞

t3k+1 · P
∗
2k−2(t)

t2k−2
e−t

2

= lim
t→∞

tk+3 · P ∗
2k−2(t)e

−t2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ïðèíèìàåò âèä:

f(x) =

n∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk +Rn(f, x, x0) = Rn(f, x, x0).

Ò.å. îñòàòîê ñîâïàäàåò ñ ñàìîé �óíêöèåé è ê íóëþ ñ ðîñòîì n íå ñòðåìèòñÿ íè â îäíîé òî÷êå, êðîìå íóëÿ,

êîíå÷íî. Ïîýòîìó äàííàÿ �óíêöèÿ, õîòü îíà è êëàññà C∞(R), íå ïðåäñòàâèìà ñâîèì áåñêîíå÷íûì ðÿäîì

Òåéëîðà òîëüêî â åäèíñòâåííîé òî÷êå x = 0. Äåéñòâèòåëüíî, áåñêîíå÷íûì ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ f(x) � òîæäå-

ñòâåííûé íîëü:

+∞∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk ≡ 0.

3.3.2 Îñòàòîê â �îðìå Ïåàíî äëÿ �îðìóëû Òåéëîðà.

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) òàêîâà, ÷òî ∃f(x0), f ′(x0), . . . , f (n)(x0), òî

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + o((x − x0)
n), x→ x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì äâà ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâà



88 �ëàâà 3. Äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî.

I. Ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà.

Ëåììà 10. Ïóñòü äëÿ �óíêöèè ϕ(x) âûïîëíåíî: ϕ(x) ∈ Dn(x0) è ϕ(x0) = ϕ′(x0) = · · · = ϕ(n)(x0) = 0.
Òîãäà

ϕ(x) = o(x − x0)
n, x→ x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

1. Ïóñòü n = 1. Òîãäà óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ äè��åðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå:

ϕ(x) = ϕ(x0) + ϕ′(x0)(x− x0) + o(x− x0), x→ x0.

Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ϕ(x) = o(x− x0).

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî äëÿ n = k.

3. Äîêàæåì äëÿ óòâåðæäåíèå äëÿ n = k + 1. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè äëÿ

�óíêöèè ϕ′(x). Ïîñêîëüêó

ϕ′(x0) = (ϕ′)′(x0) = · · · = (ϕ′)k(x0) = 0,

òî ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ϕ′(x) = o(x−x0)k, x→ x0. Çàìåòèì, ÷òî èç ñóùåñòâî-

âàíèÿ ϕ(k)(x0) = limx→x0

ϕ(k−1)(x)−ϕ(k−1)(x0)
x−x0

âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåíà, â õîòü ñêîëü

óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 �óíêöèÿ ϕ(k−1)(x). À ïîòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 â êîòîðîé ϕ(x) äè��åðåíöèðóåìà. Òîãäà òåîðåìå Ëàãðàíæà â ýòîé

îêðåñòíîñòè èìååì:

ϕ(x) − ϕ(x0) = ϕ′(c)(x − x0)

|ϕ(x)| 6 |ϕ′(c)(x − x0)| = |(c− x0)
ko(1)| · |x− x0| 6 |o(1)| · |x− x0|k+1

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ

ϕ(x) = f(x)−
n∑

k=0

f (n)(x0)

k!
(x− x0)

k. (3.3.3)

Äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû. Äåéñòâèòåëüíî,

ϕ(x0) = 0
ϕ′(x0) = f ′(x0)− f ′(x0) = 0
.

.

.

ϕ(n)(x0) = f (n)(x0)− f (n)(x0) = 0

(3.3.4)

Îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü äîêàçàííóþ ëåììó.

II. Ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà. Âîñïîëüçóåìñÿ n − 1 -ðàç ïðàâèëîì Áåðíóëëè-Ëîïèòàëÿ (ñì. òåîðåìó 3.7.1)

äëÿ �óíêöèè ϕ(x), îïðåäåë¼ííîé â (3.3.3)

lim
x→x0

ϕ(x)

(x− x0)n
= lim

x→x0

ϕ′(x)

n(x− x0)n−1
= . . . = lim

x→x0

ϕ(n−1)(x)

n!(x− x0)
=

=
1

n!

(
lim
x→x0

f (n−1)(x) − f (n−1)(x0)− f (n)(x0)(x− x0)

(x− x0)

)
=

=
1

n!

(
lim
x→x0

f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)

(x− x0)
− f (n)(x0)

)
=

1

n!

(
f (n)(x0)− f (n)(x0)

)
= 0.

Ìû äîëæíû îáîñíîâàòü ïðèìåíèìîñòü ïðàâèëà Áåðíóëëè-Ëîïèòàëÿ n− 1 -ðàç. Íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0 íà

êàæäîì øàãå âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ϕ(x) è ðàâåíñòâ (3.3.4). Äè��åðåíöèðóåìîñòü n−1 - ðàç
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�óíêöèè (x− x0)
n
â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 î÷åâèäíà, à �óíêöèè ϕ(x) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

ñóùåñòâîâàíèå ϕ(k)(x0) = limx→x0

ϕ(k−1)(x)−ϕ(k−1)(x0)
x−x0

âëå÷¼ò ñóùåñòâàíèå è îïðåäåë¼ííîñòü, â õîòü ñêîëü

óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 �óíêöèè ϕ
(k−1)(x). Ñâîéñòâî î òîì, ÷òî �óíêöèÿ g(x) = (x− x0)

n

èìååò îòëè÷íûå îò íóëÿ âñå ïðîèçâîäíûå äî n− 1 � ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0 � î÷åâèäíû.

Ï ð è ì å ð 3.3.7. Íàïèñàòü ïåðâûå ñåìü ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x �óíêöèè f(x) = earctgx

â òî÷êå x = 0.
Íàéä¼ì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ:

f ′(x) = earctg x/(1 + x2).

Îòêóäà

(1 + x2)f ′(x) = f(x).

Ïðîäè��åðåíöèðóåì, èñïîëüçóþ ïðàâèëî Ëåéáíèöà, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî (n− 1) ðàç. Ïîëó÷èì

(1 + x2)f (n)(x) + 2(n− 1)xf (n−1)(x) + (n− 1)(n− 2)f (n−2)(x) = f (n−1)(x).

Îòêóäà ïîëó÷àåì ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà ïðîèçâîäíûå â íóëå:

f (n)(0) = f (n−1)(0)− (n− 1)(n− 2)f (n−2)(0).

Ñëåäîâàòåëüíî

f(0) = 1,

f ′(0) = 1,

f ′′(0) = f ′(0) = 1,

f ′′′(0) = f ′′(0)− 2f ′(0) = −1,

f (4)(0) = f ′′′(0)− 6f ′′(0) = −7,

f (5)(0) = f (4)(0)− 12f ′′′(0) = 5,

f (6)(0) = f (5)(0)− 20f (4)(0) = 145,

f (7)(0) = f (6)(0)− 30f (5)(0) = −5,

�ÿä Òåéëîðà â íóëå èìååò âèä:

f(x) =

7∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk + o(x7) = 1 + x+

x2

2
− x3

6
− 7x4

24
+
x5

24
+

29x6

144
− x7

1008
+ o(x7), x→ 0.

Ï ð è ì å ð 3.3.8. �àçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèþ f(x) = sinx â òî÷êå x0 = π/4. Ïîñêîëüêó íàìè

èçó÷åíû ðàçëîæåíèÿ â íóëå, òî ñâåä¼ì ê ðàçëîæåíèþ â íóëå, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîãî t = x − π/4, òîãäà
åñëè x íàõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè π/4, òî t áóäåò â îêðåñòíîñòè 0.

sinx = sin
(
t+

π

4

)
=

1√
2
(sin t+ cos t) =

=
1√
2

(
1 + t− t2

2!
− t3

3!
+
t4

4!
+
t5

5!
− t6

6!
− t7

7!
+
t8

8!
+
t9

9!
+ . . .

)
=

=
1√
2

(
+∞∑

n=0

(−1)[
n
2 ]

n!
tn

)
=

+∞∑

n=0

(−1)[
n
2 ]

√
2 · n!

(x− π/4)n.

Ïîñêîëüêó ìû èñïîëüçîâàëè ðÿäû äëÿ sin t, cos t, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ íà âñåé ÷èëîâîé ïðÿìîé, òî è ïîëó÷åí-

íûé ðÿä òàêæå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü èñõîäíóþ �óíêöèþ âñþäó íà âåùåñòâåííîé îñè (è äàæå â êîìïëåêñíîé

îáëàñòè).
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Ï ð è ì å ð 3.3.9. �àçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèþ f(x) = lnx â òî÷êå x0 = 10. Ïîñêîëüêó íàìè èçó÷åíû
ðàçëîæåíèÿ â íóëå, òî íàì íàäî ñâåñòè ê ðàçëîæåíèþ â íóëå. Ïîñêîëüêó

lnx = ln 10 + ln
x

10
= ln 10 + ln

(
1 +

( x
10

− 1
))

,

òî ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîãî t = x/10 − 1, ìû äîáúåìñÿ òîãî, ÷òî åñëè x íàõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè 10, òî t
áóäåò â îêðåñòíîñòè 0. Ïîýòîìó

lnx = ln 10 + ln
(
1 +

( x
10

− 1
))

= ln 10 + ln(1 + t) =

= ln 10 + t− t2

2
+
t3

3
− t4

4
+
t5

5
− t6

6
+
t7

7
− t8

8
+
t9

9
+ · · · =

= ln 10 +

+∞∑

n=1

(−1)n+1

n
tn = ln 10 +

+∞∑

n=1

(−1)n+1

10n · n (x− 10)n.

Ïîñêîëüêó ìû èñïîëüçîâàëè ðÿä äëÿ ln t, êîòîðûé ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå (−1; 1), òî òîãäà ïîëó÷åííûé ðÿä

áóäåò ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå

∣∣ x
10 − 1

∣∣ < 1, ò.å. ïðè x ∈ (0; 20).

Ï ð è ì å ð 3.3.10. �àçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèþ f(x) = sin(sinx) â òî÷êå x0 = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî

O(x9). Ïîñêîëüêó äàííàÿ �óíêöèÿ íå÷¼òíàÿ (ñì. ðèñ. 3.10), òî å¼ ðÿä Òåéëîðà áóäåò èìåòü â ðàçëîæåíèè

êîý��èöèåíòû òîëüêî ïî íå÷¼òíûì ñòåïåíÿì. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå

O x

y

f x( )= ( ( ))sin sin x

sin1

- 1sin

¼

2¼
-¼

�èñ. 3.10: �ðà�èê �óíêöèè f(x) = sin(sinx).

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+O(x9), x→ 0,

ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîãî u = sinx. Åñëè x íàõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè 0, òî è u = sinx áóäåò â îêðåñòíîñòè
0. Ïîýòîìó ìû ìîæåì â ðàçëîæåíèå sinu èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå â íóëå.

sin(sinx) = sin(sinx) = sinu =

= u− u3

3!
+
u5

5!
− u7

7!
+O(u9), u→ 0.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê ïåðåìåíííîé x

u = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+O(x9),

u3 =

(
x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+O(x9)

)3

= x3 − 3 · x
5

3!
+

(
3 · 1

(3!)2
+ 3 · 1

5!

)
x7 +O(x9),

u5 =

(
x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+O(x9)

)5

= x5 − 5 · x
7

3!
+O(x9),

u7 =

(
x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+O(x9)

)7

= x7 +O(x9),

O(x9) = O(u9).



3.3. Ôîðìóëà Òåéëîðà. 91

Îòêóäà

sin(sinx) = x+

(
− 1

3!
− 1

3!

)
· x3+

+

(
1

5!
+

3

3! · 3! +
1

5!

)
· x5 +

(
− 1

7!
− 3

(3!)3
− 3

5! · 3! −
5

3! · 5! −
1

7!

)
· x7 +O(x9) =

= x− x3

3
+
x5

10
− 8x7

315
+O(x9), x→ 0.

Ï ð è ì å ð 3.3.11. �àçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèþ tg x â òî÷êå x0 = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî O(x9). Äëÿ
ýòîãî ïîäåëèì sinx íà cosx

tg x =
sinx

cosx
=
x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .

1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . .

=
x− x3

6
+

x5

120
− x7

5040
+ . . .

1− x2

2
+
x4

24
− x6

720
+ . . .

.

Ïðîâåä¼ì äåëåíèå ñòîîëáèêîì

x − x3

6
+

x5

120
− x7

5040
+ · · ·+ 1− x2

2
+
x4

24
− x6

720
+ · · ·+

x − x3

2
+
x5

24
− x7

720
x+

x3

3
+

2x5

15
+

17x7

315
+ · · ·+

x3

3
− x5

30
+

x7

840

x3

3
− x5

6
+
x7

72

2x5

15
− 4x7

315

2x5

15
− x7

15

17x7

315

Íàìè ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå

tg x = x+
x3

3
+

2x5

15
+

17x7

315
+O

(
x9
)
, x→ 0.

3.3.3 Ïðèáëèæ¼ííûå âû÷èñëåíèÿ.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó âû÷èñëèòü, íàïðèìåð,

10
√
1000 ñ òî÷íîñòüþ äî 0, 001. Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ åñòåñòâåííî ïðèìåíèòü

ðàçëîæåíèå

(1 + x)a = 1 + ax+
a(a− 1)

2
x2 +

a(a− 1)(a− 2)

3!
x3 + · · ·+ a(a− 1) . . . (a− n+ 1)

n!
xn+

a(a− 1) . . . (a− n)

(n+ 1)!
xn+1(1 + θx)a−n−1, 0 < θ < 1,

â êîòîðîì a = 1
10 . �àçóìååòñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî x = 999 íå ñòîèò � ýòî íå ïðèâåä¼ò íàñ ê æåëàåìîìó ðåçóëüòàòó,

òàê êàê îñòàòî÷íûé ÷ëåí

a(a−1)...(a−n)
(n+1)! xn+1(1 + θx)a−n−1, 0 < θ < 1 ïðè a = 1

10 , íå ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n→ ∞.

Ïîýòîìó ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì âû÷èñëÿåìóþ âåëè÷èíó óäîáíûì îáðàçîì. Ó÷ò¼ì, ÷òî 210 = 1024. Ñëåäîâà-

òåëüíî,

10
√
1000 = 2 10

√
1000
1024 = 2

(
1− 24

1024

)1/10
= 2

(
1− 3

128

)1/10
. Ïîýòîìó ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåä¼ííûì

âûøå ðàçëîæåíèåì ïðè x = − 3
128 . Ïðåæäå âñåãî, óñòàíîâèì ïðè êàêîì n íàøè âû÷èñëåíèÿ äàäóò òðåáóåìóþ

òî÷íîñòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû äîëæíû íàéòè òàêîå n, ÷òî
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∣∣∣∣∣2
(

1
10 − 1

)
. . .
(

1
10 − n

)

10(n+ 1)!

(
− 3

128

)n+1(
1− θ

3

128

)1/10−n−1
∣∣∣∣∣ < 0.001.

Íàì íåîáÿçàòåëüíî èñêàòü íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå n, ïîýòîìó ìîæíî íåìíîãî óïðîñòèòü ýòî

íåðàâåíñòâî. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∣∣ 1
10 − k

∣∣ < k, äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîå n, ÷òî

∣∣∣∣∣
2

10(n+ 1)

(
− 3

128

)n+1 (
1− θ

3

128

)1/10−n−1
∣∣∣∣∣ < 0.001.

Äàëåå,

∣∣∣∣∣

(
1− θ

3

128

)1/10−n−1
∣∣∣∣∣ <

∣∣∣∣∣

(
1− 3

128

)1/10−n−1
∣∣∣∣∣ <

∣∣∣∣∣

(
1− 3

128

)−n−1
∣∣∣∣∣ =

(
125

128

)−n−1

=

(
128

125

)n+1

.

Ýòè íåðàâåíñòâà, âîçìîæíî, òðåáóþò ïîÿñíåíèé. Â ïåðâîì èç íèõ ìû óìåíüøèëè ÷èñëî, êîòîðîå âîç-

âîäèòñÿ â îòðèöàòåëüíóþ ñòåïåíü, òåì ñàìûì ïîëó÷èâ áîëüøåå ÷èñëî. Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî

òàê: ñòåïåíü, â êîòîðóþ âîçâîäèòñÿ ìåíüøåå 1 ÷èñëî, óìåíüøàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ñíîâà ïîëó÷åíî áîëüøåå

÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî

∣∣∣ 2
10(n+1)

(
− 3

128

)n+1 (
1− θ 3

128

)1/10−n−1
∣∣∣ < 0.001. áóäåò ñëåäîâàòü èç íåðà-

âåíñòâà

∣∣∣ 2
10(n+1)

(
− 3

128

)n+1
∣∣∣ < 0.001.. Óæå ïðè n = 1 ìû ïîëó÷àåì â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ÷èñëî∣∣∣ 2

10∗2
9

(125)2

∣∣∣ < 1
(125)2 < 0.001. Ïîýòîìó èñêîìûì ïðèáëèæåíèåì ê

10
√
1000 ñëóæèò âåëè÷èíà 2(1 + 1

10

(
− 3

128

)
).

3.4 Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìó-

ìà.

Ï ð è ì å ð 3.4.1. Ôóíêöèÿ f(x) = |x| /∈ D(0), íî ïðè ýòîì 0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Ï ð è ì å ð 3.4.2. Ôóíêöèÿ f(x) = x3. Å¼ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) = 3x2 â íóëå îáðàùàåòñÿ â íîëü, íî ïðè ýòîì

x = 0 � íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà.

Ï ð è ì å ð 3.4.3. �àññìîòðèì �óíêöèþ (ñì. ðèñ 3.11)

f(x) =

{
x2(2 + sin 1

x), x 6= 0,
0, x = 0.

Äàííàÿ �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â íóëå è å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 0. Òî÷êà x = 0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíè-

O x

y

a

f x1( )=3x
2

f x2( )=x
2

�èñ. 3.11: �ðà�èê �óíêöèè x2(2 + sin 1
x).

ìóìà. Ïðè ýòîì â ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ Uδ(0) �óíêöèÿ f(x) íå ñîõðàíÿåò çíàê ó ïðîèçâîäíîé, ïîñêîëüêó

f ′(x) = 2x

(
2 + sin

1

x

)
− x2 cos

1

x
· 1

x2
= 2x

(
2 + sin

1

x

)
− cos

1

x
.
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Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü f ∈ D(a; b). Òîãäà

• f ′(x) > 0, ∀x ∈ (a, b) ⇐⇒ f(x) � íåóáûâàåò íà (a, b);

• f ′(x) 6 0, ∀x ∈ (a, b) ⇐⇒ f(x) � íåâîçðàñòàåò íà (a, b).

Ïðè÷åì, åñëè

• f ′ > 0 íà (a, b) ⇒ f(x) � âîçðàñòàåò íà (a, b) ⇒ f ′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b);

• f ′ < 0 íà (a, b) ⇒ f(x) � óáûâàåò íà (a, b) ⇒ f ′(x) 6 0 ∀x ∈ (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå.

A) Ïóñòü x1 < x2. Òîãäà ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò c ∈ (a, b) òàêîå, ÷òî

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1) > 0 ⇒ f(x2) > f(x1) ⇒ f - âîçðàñòàåò

B) Ïóñòü x0 ∈ (a, b). Òîãäà

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
> 0.

x > x0
+

+
> 0

x < x0
−
− > 0

Ñëåäîâàòåëüíî f ′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b).
Âñå îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 3.4.2 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà). Ïóñòü x � òî÷êà extr äëÿ f(x). Òîãäà
ëèáî f /∈ D(x0), ëèáî f ∈ D(x0) è f

′(x0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. òåîðåìó Ôåðìà

Òåîðåìà 3.4.3 (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà). Ïóñòü f ∈ D(U(x0)). Òîãäà

1)f ′(x) > 0 â Ů−(x0)
f ′(x) < 0 â Ů+(x0)

}
⇒ x0 − locmax

2)f ′(x) < 0 â Ů−

f ′(x) > 0 â Ů+

}
⇒ x0 − locmin

3)f ′(x) > 0 â Ů−(x0) è f ′(x) > 0 â Ů+(x0)

f ′(x) < 0 â Ů+(x0) è f
′(x) < 0 â Ů−(x0)

}
⇒ x0 - íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå

∀x ∈ Ů−(x0) : f(x) < f(x0)

∀x ∈ Ů+(x0) : f(x) < f(x0)

2) Àíàëîãè÷íî 3) Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå

∀x ∈ Ů−(x0) : f(x) < f(x0)

∀x ∈ Ů+(x0) : f(x) > f(x0)

}
⇒ extr íåò
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Òåîðåìà 3.4.4 (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà). Ïóñòü ó �óíêöèè f(x) ñóùåñòâóþò
âñå ïðîèçâîäíûå äî n � ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â òî÷êå x0. Èçâåñòíî, ÷òî f

′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0
è f (n)(x0) 6= 0. Òîãäà

• åñëè n � íå÷åòíî, òî x0 � íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà;

• åñëè n - ÷åòíî, òî:

1. f (n)(x0) > 0 ⇒ locmin â x0;

2. f (n)(x0) < 0 ⇒ locmax â x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â âèäå Ïåàíî, ïîëó÷àåì

f(x)− f(x0) = f (n)(x0)
(x − x0)

n

n!
+ o(x − x0)

n, x→ x0 ⇐⇒

f(x)− f(x0) = (x− x0)
n

(
f (n)(x0)

n!
+ o(1)

)
, x→ x0.

Îòêóäà

sign(f(x)− f(x0)) = sign(x− x0)
n sign(f (n)(x0)), ∀x ∈ Uδ(x0)

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì èçìåíåíèå �óíêöèè ïðè ÷åòíîì è íå÷åòíîì n.

Ï ð è ì å ð 3.4.4. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = x5. Ïîñêîëüêó

f ′(0) = f ′′(0) = f ′′′(0) = f (4)(0) = 0 f (5)(0) = 5! = 120,

òî, òàê êàê n = 5 � íå÷åòíî, ýêñòðåìóìà â òî÷êå 0 íåò.

3.5 Íåðàâåíñòâà Þíãà, �åëüäåðà, Ìèíêîâñêîãî.

Ëåììà 11. Äëÿ ëþáîãî x > 0 âûïîëíåíî

1) xα − αx 6 1− α, α ∈ (0, 1),

2) xα − αx > 1− α, α ∈ (−∞; 0) ∪ (1;+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = (xα−αx)−(1−α) (ñì. ðèñ. 3.12-3.14). Òîãäà f ′(x) = α(xα−1−
1).

O

x

y

1

O

x

y

1 O x

y

1

�èñ. 3.12: α ∈ (0, 1) �èñ. 3.13: α > 1 �èñ. 3.14: α < 0

1) Ïóñòü α ∈ (0, 1). Òîãäà x = 1 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Ïîýòîìó äëÿ x > 0 âûïîëíåíî f(x) 6
f(1) = 0.

2)Àíàëîãè÷íî.
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Òåîðåìà 3.5.1 (Íåðàâåíñòâî Þíãà). Ïóñòü a, b > 0, p 6= 0, 1, q 6= 0, 1 è âûïîëíåíî

1
p + 1

q = 1. Òîãäà

a
1
p · b 1

q 6
a

p
+
b

q
, p ∈ (1;+∞),

a
1
p · b 1

q >
a

p
+
b

q
, p ∈ (−∞; 0) ∪ (0; 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì x = a
b , α = 1

p â ëåììó 11:

(a
b

) 1
p − 1

p
· a
b
6

1

q
.

Ïîñëå äîìíàæåíèÿ íà b, ïîëó÷àåì

a
1
p · b1− 1

p 6
a

p
+
b

q
.

Çàìå÷àíèå 31. Ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîãî èñ÷åñëåíèÿ, íåðàâåíñòâî Þíãà äëÿ p > 1 ìîæíî áûëî áû

ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì �óíêöèþ xp−1, p > 1 (ñì. ðèñ. 3.15 è 3.16).
Òîãäà ñóììà ïëîùàäåé ïîä ãðà�èêàìè �óíêöèé f(x) íà îòðåçêå [0; a] è f−1(y) íà îòðåçêå [0; b] ìåíüøå

ëèáî ðàâíà, ÷åì ab. Äåéñòâèòåëüíî,

ab 6

a∫

0

xp−1dx+

b∫

0

yq−1dx =
ap

p
+
bq

q
.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî îáðàòíàÿ �óíêöèÿ ê y = xp−1
áóäåò x = y1/(p−1)

èëè x = yq−1
. Ïîñêîëüêó

â íàøåì ñëó÷àå (p− 1)(q − 1) = 1.

O x

y

a

b

f x x( )=
p-1

O x

y

a

b

f x x( )=
p-1

�èñ. 3.15: p > 2 �èñ. 3.16: 1 < p < 2
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Òåîðåìà 3.5.2 (Íåðàâåíñòâà �åëüäåðà). Ïóñòü xk, yk > 0, 1
p +

1
q = 1, ãäå p 6= 0, 1, q 6= 0, 1. Òîãäà

n∑

k=1

xkyk 6

(
n∑

k=1

xpk

) 1
p
(

n∑

k=1

yqk

) 1
q

, p > 1,

n∑

k=1

xkyk >

(
n∑

k=1

xpk

) 1
p
(

n∑

k=1

yqk

) 1
q

, p ∈ (−∞; 0) ∪ (0; 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî. Ïîëîæèì a =
xpk
X
, b =

ypk
Y
, ãäå X =

n∑
k=1

xpk, Y =
n∑
k=1

yqk. Ïóñòü

äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè p > 1. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñâòîì Þíãà:

xkyk

X
1
pY

1
q

6
xpk
pX

+
yqk
qY

,

Ïðîñóììèðóåì ïîñëåäíèè íåðàâåñíâòà äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n.

(
∑n

k=1 xkyk)

X
1
pY

1
q

6
1

p
+

1

q
= 1.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 3.5.3 (Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî). Ïóñòü xk, yk > 0. Òîãäà

(
n∑

k=1

(xk + yk)
p

) 1
p

6

(
n∑

k=1

xpk

) 1
p

+

(
n∑

k=1

ypk

) 1
p

p > 1,

(
n∑

k=1

(xk + yk)
p

) 1
p

>

(
n∑

k=1

xpk

) 1
p

+

(
n∑

k=1

ypk

) 1
p

p < 1, p 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñëó÷àé p = 1 î÷åâèäåí, òî ðàçáåð¼ì îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè. Íà÷í¼ì ñ p > 1. (Ñëó÷àé
p < 1, p 6= 0 îòëè÷àåòñÿ òîëüêî çíàêîì â äðóãóþ ñòîðîíó â íåðàâåíñòâå). Ò.ê. â ñëó÷àå, êîãäà xk = yk = 0
äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n òåîðåìà î÷åâèäíà, òî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî xk, yk òàêîâû, ÷òî õîòÿ áû ïðè íåêîòîðì

k = 1, . . . n âûïîëíåíî xk + yk > 0.

n∑

k=1

(xk + yk)
p =

n∑

k=1

xk(xk + yk)
p−1 +

n∑

k=1

yk(xk + yk)
p−1 6

Ïðèìåíèì ê êàæäîé èç ñóìì íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà ñ

(
1
q = p−1

p

)
.

6

(
n∑

k=1

xpk

) 1
p
(

n∑

k=1

(xk + yk)
p

) 1
q

+

(
n∑

k=1

ypk

) 1
p
(

n∑

k=1

(xk + yk)
p

) 1
q

Äàëåå íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà îáùèé ìíîæèòåëü.

3.6 Íàïðàâëåíèå âîãíóòîñòè. Òî÷êè ïåðåãèáà.

Îïðåäåëåíèå 3.6.1 (Âûïóêëîñòü (a, b)). Ïóñòü êîíñòàíòû α1, α2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

∀α1, α2 > 0, α1 + α2 = 1.
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Åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 òàêèõ, ÷òî x1 < x2 ∈ (a, b) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(α1x1 + α2x2) 6 α1f(x1) + α2f(x2),

òî ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f(x) âûïóêëà âíèç íà (a, b).
Åñëè çíàê íàïðàâëåí â äðóãóþ ñòîðîíó, íàçûâàåòñÿ âîãíóòîñòüþ èëè âûïóêëîñòüþ ââåðõ. Åñëè ïî-

òðåáûâàòü, ÷òîáû â îïðåäåëåíèè âûïóêëîñòè α1, α2 > 0 è âûïîëíÿëîñü ñòîðîãîå íåðàâåíñòâî, ò.å.

f(α1x1 + α2x2) < α1f(x1) + α2f(x2),

òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f(x) ñòðîãî âûïóêëà íà (a, b).

�åîìåòðè÷åñêè îïðåäåëåíèå âûïóêëîé âíèç �óíêöèè îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìû ñîåäåíÿåì ëþáûå äâå òî÷êè

(x1, f(x1)) è (x2, f(x2)), ãäå x1, x2 ∈ (a, b), îòðåçêîì, òî âñå çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x) äëÿ x ∈ [x1, x2] (x =
α1x1 + α2x2, α1, α2 > 0, α1 + α2 = 1) ëåæàò íå âûøå ýòîãî îòðåçêà, ò.å. f(x) 6 α1f(x1) + α2f(x2)) (ñì. ðèñ.
3.17).

O x

y

x ® x= +1 1 ® x2 2

y f x= ( )

x1 x2

f x( )2

f x( )1
f x( )

( )x,® f x ® f x1 1 2 2( )+ ( )

�èñ. 3.17: �ðà�èê �óíêöèè âûïóêëîé âíèç.

Îáîçíà÷èì x = α1x1 + α2x2. Òîãäà íàéä¼ì α1, α2 èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû:

{
α1x1 + α2x2 = x
α1 + α2 = 1

⇔
{
α1 = x2−x

x2−x1

α2 = x−x1

x2−x1

Ñëåäîâàòåëüíî óñëîâèå f(αx1 + α2x2) 6 α1f(x1) + α2f(x2) ðàâíîñèëüíî

f(x) 6 f(x1)

(
x2 − x

x2 − x1

)
+ f(x2)

(
x− x1
x2 − x1

)
.

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå ñëåâà íåðàâåíñòâà � óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (x1; f(x1)) è (x2; f(x2)).

Óòâåðæäåíèå 3.6.1 (êðèòåðèé âûïóêëîñòè).

1)

(
f - âûïóêëà âíèç

íà (a, b)

)
⇔
(

f(x)−f(x1)
x−x1

6
f(x2)−f(x)

x2−x
∀x1, x, x2 ∈ (a, b) : x1 < x < x2

)

2)

(
f - ñòðîãî âûïóêëà

íà (a, b)

)
⇔
( f(x)−f(x1)

x−x1
< f(x2)−f(x)

x2−x
∀x1, x, x2 ∈ (a, b) : x1 < x < x2

)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå

f(x) 6
x2 − x

x2 − x1
f(x1) +

x− x1
x2 − x1

f(x2).

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó x2−x1 è ïðåäñòàâèì x2−x1 = (x2−x)+(x−x1).
Òîãäà

((x2 − x) + (x− x1))f(x) 6 (x2 − x)f(x1) + (x − x1)f(x2) ⇐⇒
(x2 − x)(f(x) − f(x1)) 6 (x− x1)(f(x2)− f(x)) ⇐⇒

f(x)− f(x1)

x− x1
6
f(x2)− f(x)

x2 − x
.

Âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Òåîðåìà 3.6.2. Ïóñòü f ∈ D(a, b). Òîãäà

1. f � âûïóêëà âíèç ⇔ f ′
íå óáûâàåò íà (a, b);

2. f � ñòðîãî âûïóêëà âíèç ⇔ f ′
âîçðàñòàåò íà (a, b);

3. f � âûïóêëà ââåðõ ⇔ f ′
íå âîçðàñòàåò íà (a, b);

4. f � ñòðîãî âûïóêëà ââåðõ ⇔ f ′
óáûâàåò íà (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå.

=⇒ Ïóñòü x1 < x < x2 ∈ (a, b).

f(x)− f(x1)

x− x1
6
f(x2)− f(x)

x2 − x
.

Òåïåðü ïîî÷åðåäè óñòðåìëÿÿ, ñíà÷àëî x→ x2, à çàòåì x→ x1, ïîëó÷àåì

x→ x2
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
6 f ′(x2),

x→ x1 f ′(x1) 6
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x1 < x2 ∈ (a, b) áóäåò âûïîëíåíî f ′(x1) 6 f ′(x2).
⇐= Ïóñòü x1 < x < x2 ∈ (a, b). Òîãäà, èñïîëüçóþ òåîðåìó Ëàãðàíæà ïîëó÷àåì

f(x)− f(x1)

x− x1
= f ′(c1) 6 f ′(c2) =

f(x2)− f(x)

x2 − x
,

ãäå x1 < c1 < x < c2 < x2.

Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû è òåðåìû 3.4.1, ñðàçó âûòåêàåò:

Òåîðåìà 3.6.3. Ïóñòü f ∈ D2(a, b). Òîãäà

• f � âûïóêëà âíèç ⇔ f ′′ > 0 íà (a, b);

• f � âûïóêëà ââåðõ ⇔ f ′′ 6 0 íà (a, b).

Ïðè÷åì, åñëè

• f ′′ > 0 íà (a, b) ⇒ f(x) � ñòðîãî âûïóêëà âíèç íà (a, b) ⇒ f ′′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b);

• f ′′ < 0 íà (a, b) ⇒ f(x) � ñòðîãî âûïóêëà ââåðõ íà (a, b) ⇒ f ′′(x) 6 0 ∀x ∈ (a, b).

Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè y = f(x) â òî÷êå x = x0 çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå y

êàñ

(x, x0) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Òåîðåìà 3.6.4. Ïóñòü f(x) ∈ D(a, b). Òîãäà

1. f � âûïóêëà âíèç íà (a, b) ⇔ f(x) > y
êàñ

(x, x0); ∀x ∈ (a, b) ∀x0 ∈ (a, b);

2. f � âûïóêëà ââåðõ íà (a, b) ⇔ f(x) 6 y
êàñ

(x, x0); ∀x ∈ (a, b) ∀x0 ∈ (a, b);

3. f � ñòðîãî âûïóêëà âíèç íà (a, b) ⇔ f(x) > y
êàñ

(x, x0); ∀x ∈ (a, b) ∀x0 ∈ (a, b), x 6= x0;

4. f � ñòðîãî âûïóêëà ââåðõ íà (a, b) ⇔ f(x) < y
êàñ

(x, x0); ∀x ∈ (a, b) ∀x0 ∈ (a, b), x 6= x0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ Íóæíî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà

f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x − x0),

èëè ÷òî ðàâíîñèëüíî

f(x)− f(x0) > f ′(x0)(x − x0).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x > x0. Òîãäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.6.2, ïîëó÷àåì

f(x) − f(x0)

x− x0
= f ′(c) > f ′(x0)

ñëó÷àé x < x0 àíàëîãè÷íî

⇐
f(x) > y

êàñ

(x, x0)

f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

f(x)− f(x0) > f ′(x0)(x− x0)

x1 < x0 < x2

f(x2)− f(x0)

x2 − x0
> f ′(x0) >

f(x1)− f(x0)

x1 − x0
⇒ �óíêöèÿ âûïóêëà âíèç

Òàêèì îáðàçîì äëÿ äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè ïðîâåðÿòü âûïóêëîñòü ìîæíî ïî ðàñïîëîæåíèþ êàñàòåëü-

íûõ (ñì. ðèñ. 3.18, 3.19).

O

x

y

f x( )

a c O

x

y

f x( )

a c

�èñ. 3.18: Ôóíêöèÿ âûïóêëàÿ âíèç. �èñ. 3.19: Ôóíêöèÿ âûïóêëàÿ ââåðõ.

3.6.1 Òî÷êè ïåðåãèáà

Îïðåäåëåíèå 3.6.2. Òî÷êó êðèâîé (x0; f(x0)), íàçûâàþò òî÷êîé ïåðåãèáà, åñëè îíà îòäåëÿåò ó÷àñòîê

êðèâîé, ãäå �óíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ, îò ó÷àñòêà êðèâîé, ãäå �óíêöèÿ âûïóêëà âíèç.

Åñëè �óíêöèÿ f(x) äè��åðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a; b), òî ïî òåîðåìå 3.6.2 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

àáñöèññû x0 ∈ (a; b) òî÷êè ïåðåãèáà å¼ ïðîèçâîäíàÿ ëèáî âîçðàñòàåò (íåóáûâàåò) ñëåâà îò òî÷êè x0 ∈ (a; b),
à ñïðàâà îò íå¼ óáûâàåò (íåâîçðàñòàåò), ëèáî � íàîáîðîò (ñì. ðèñ. 3.20). Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ

òî÷êà áóäåò òî÷êîé ìàêñèìóìà ïðîèçâîäíîé f ′(x), âî âòîðîì ñëó÷àå � òî÷êîé ìèíèìóìà. Åñëè ïðåäïîëî-

æèòü ñóùåñòâîâàíèå f ′′(x0), òî ïî òåîðåìå Ôåðìà, ïðèìåí¼ííîé ê �óíêöèè f ′(x), ïîëó÷èì: f ′′(x0) = 0. Ýòî
óñëîâèå èãðàåò òàêóþ æå ðîëü â îòíîøåíèè òî÷åê ïåðåãèáà, êàêóþ èãðàëî óñëîâèå f ′(x0) = 0 â îòíîøåíèè

òî÷åê ýêñòðåìóìà, ò.å. îíî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì. Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèÿ f(x) = x4,
î÷åâèäíî, âûïóêëà âíèç, íî å¼ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ðàâíàÿ 12x2, îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè x = 0.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òî÷êè ïåðåãèáà äà¼ò ñëåäóþùåå ïðàâèëî, âûòåêàþùåå èç òåîðåìû 3.4.3:
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O x

y

f x( )

x0

f x’( )

{ {

f x’( )

�èñ. 3.20: x0 � òî÷êà ïåðåãèáà è òî÷êà ìàêñèìóìà äëÿ f ′(x).

Òåîðåìà 3.6.5. Åñëè f(x) ∈ D2(U(x0)) è ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç çíà÷åíèå x0 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò

çíàê, òî x0 � òî÷êà ïåðåãèáà. Åñëè æå çíàê íå ìåíÿåòñÿ, òî ïåðåãèáà íåò.

Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Òåéëîðà, òàê æå, êàê ïðè èññëåäîâàíèè �óíêöèè íà ýêñòðåìóì, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäó-

þùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 3.6.6. Ïóñòü ó �óíêöèè f(x) ñóùåñòâóþò âñå ïðîèçâîäíûå äî n � ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â

òî÷êå x0. Èçâåñòíî, ÷òî f
′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0 è f (n)(x0) 6= 0. Òîãäà

• åñëè n � íå÷åòíî, òî â òî÷êå x0 � ïåðåãèá;

• åñëè n - ÷åòíî, òî â òî÷êå x0 � ïåðåãèáà íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â âèäå Ïåàíî, ïîëó÷àåì

f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0) = f (n)(x0)
(x − x0)

n

n!
+ o(x − x0)

n, x→ x0 ⇐⇒

f(x)− y
êàñ

(x, x0) = (x− x0)
n

(
f (n)(x0)

n!
+ o(1)

)
, x→ x0.

3.6.2 Çàâèñèìîñòü ñïðîñà îò äîõîäà. Ôóíêöèè Òîðíêâèñòà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü:

y = f(x) + ǫ,

ãäå y � îáú¼ì ñïðîñà îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ, x � äîõîä ïîòðåáèòåëÿ, ǫ � âëèÿíèå íà ñïðîñ �àêòîðîâ, íå

ñâÿçàííûõ ñ äîõîäîì. Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ðàñìàòðèâàòü ìîäåëü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íåò âëèÿíèå íà

ñïðîñ �àêòîðîâ, íå ñâÿçàííûõ ñ äîõîäîì, ò.å. ǫ = 0.
�ðà�èê �óíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ êðèâîé Ýíãåëÿ.

�àññìîòðèì �óíêöèè Òîðíêâèñòà

4

:

• Äëÿ òîâàðîâ ïåðâîé íåîáõîäèìîñòè

y =
ax

x+ c
, a > 0, c > 0, x > 0.

Ñïðîñ âîçíèêàåò ïðè ëþáîì äîõîäå è èìååò óðîâåíü íàñûùåíèÿ a.

4

Â ñâîåé ðàáîòå Òîðíêâèñò ðàññìàòðèâàë ïàðàìåòð c ðàçíûõ çíàêîâ, íî ìû äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî

ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà c.
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• Äëÿ òîâàðîâ âòîðîé íåîáõîäèìîñòè

y =
a(x− b)

x− c
, a > 0, b > c > 0, x > c.

Ñïðîñ âîçíèêàåò ïðè äîõîäå, ïðåâûøàþùåì b (ñ÷èòàåì b > 0), è èìååò óðîâåíü íàñûùåíèÿ a.

• Äëÿ ïðåäìåòîâ ðîñêîøè

y =
ax(x− b)

x− c
, a > 0, b > c > 0, x > c.

Ñïðîñ âîçíèêàåò ïðè äîõîäå, ïðåâûøàþùåì b, è ÿâëÿåòñÿ íåíàñûùàåìûì.

�àçáåðåì ãðà�èêè �óíêöèé Òîðíêâèñòà áîëåå ïîäðîáíî.

Ï ð è ì å ð 3.6.1 (Äëÿ òîâàðîâ ïåðâîé íåîáõîäèìîñòè). Ïîñêîëüêó ãðà�èê �óíêöèè

y =
ax

x− c
, a > 0, c > 0, x > 0,

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåãî ãðà�èêà (ñì. ðèñ. 3.22) ïðè b = 0, òî ïðåäîñòàâèì ÷èòàòåëþ ñàìîñòî-

ÿòåëüíî ïðîâåñòè èññëåäîâàíèè è ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ êàðòèíêó (ñì. ðèñ. 3.21).

O

x

y

f x( )

a

c

�èñ. 3.21: Ôóíêöèÿ Òîðíêâèñòà.

Ï ð è ì å ð 3.6.2 (Äëÿ òîâàðîâ âòîðîé íåîáõîäèìîñòè). Ïîñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè

y =
a(x− b)

x− c
, a > 0, b > c > 0, x > c.

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè x ∈ (−∞; c) ∪ (c; +∞).

2. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé, íå÷¼òíîé è ïåðèîäè÷åñêîé (ïî óñëîâèþ b, c, a > 0).

3. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ

y′ = a

(
1 +

c− b

x− c

)′
=

−a(c− b)

(x − c)2
> 0.

Îòêóäà äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî �óíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà êàæäîì èç ñâîèõ ïðîìåæóòêîâ

îïðåäåëåíèÿ, ò.å. íà (−∞;−c) è íà (−c; +∞). Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ îäíîãî çíàêà òî÷åê ýêñòðåìóìà

íåò.

4. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

y′′ =

(−a(c− b)

(x− c)2

)′
=

2a(c− b)

(x− c)3
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
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• ïðè x > c âûïîëíåíî y′′ < 0, à ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ;

• ïðè x < c âûïîëíåíî y′′ > 0, à ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ âûïóêëà âíèç.

Òî÷åê ïåðåãèáà íåò. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê â òî÷êå x = c, íî íå îïðåäåëåíà â íåé.

5. Àñèìïòîòû:

• x = c � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà;

• y = a � ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà, ïîñêîëüêó limx→∞ y(x) = b.

6. Ñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè (ñì. ðèñ. 3.22).

O

x

y

f x( )

a

c b

�èñ. 3.22: Ôóíêöèÿ Òîðíêâèñòà.

Ï ð è ì å ð 3.6.3 (Äëÿ ïðåäìåòîâ ðîñêîøè). Ïîñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè

y =
ax(x − b)

x− c
, a > 0, b > c > 0, x > c.

Ïðåîáðàçóåì äàííóþ �óíêöèþ

y =
ax(x − b)

x− c
= a

(
x+ (c− b)

x

x− c

)
= a

(
x+ (c− b) +

c(c− b)

x− c

)
.

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè x ∈ (−∞; c) ∪ (c; +∞).

2. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé, íå÷¼òíîé è ïåðèîäè÷åñêîé (ïî óñëîâèþ b, c, a > 0).

3. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ

y′ = a

(
x+ (c− b) +

c(c− b)

x− c

)′
= a

(
1− c(c− b)

(x− c)2

)
> 0.

Îòêóäà äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî �óíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà êàæäîì èç ñâîèõ ïðîìåæóòêîâ

îïðåäåëåíèÿ, ò.å. íà (−∞; c) è íà (c; +∞). Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ îäíîãî çíàêà òî÷åê ýêñòðåìóìà íåò.

4. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

y′′ = a

(
1− c(c− b)

(x− c)2

)′
=

2ac(c− b)

(x− c)3
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

• ïðè x > c âûïîëíåíî y′′ < 0, à ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ;

• ïðè x < c âûïîëíåíî y′′ > 0, à ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ âûïóêëà âíèç.

Òî÷åê ïåðåãèáà íåò. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê â òî÷êå x = c, íî íå îïðåäåëåíà â íåé.

5. Àñèìïòîòû:
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• x = c � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà;

• èç ðàçëîæåíèÿ

y = ax+ a(c− b) +
ca(c− b)

x− c
= ax+ a(c− b) + o(1), x→ ∞,

äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî ïðÿìàÿ y = ax+ a(c− b) � íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ê ãðà�èêó �óíêöèè.

6. Ñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè (ñì. ðèñ. 3.23).

O

x

y

f x( )

c b

�èñ. 3.23: Ôóíêöèÿ Òîðíêâèñòà.

Ï ð è ì å ð 3.6.4. Ïîñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè

y =
(x + 1)3

(x − 1)2
.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîãî t = x− 1. Òîãäà

y =
(x + 1)3

(x − 1)2
=

(t+ 2)3

t2
= t+ 6 +

12

t
+

8

t2
.

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè x ∈ (−∞; 1) ∪ (1;+∞).

2. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé, íå÷¼òíîé è ïåðèîäè÷åñêîé.

3. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ

y′t = 1− 12

t2
− 16

t3
=
t3 − 12t− 16

t3
=

(t+ 2)2(t− 4)

t3
.

Åñëè ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé x (çàìå÷àÿ, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå y′t = y′x), òî ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

y′x =
(x+ 1)2(x − 5)

(x− 1)3
.

Îòêóäà äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî �óíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ìíîæåñòâå (−∞; 1) è íà (5;+∞), è
ìîíîòîííî óáûâàåò íà ìíîæåñòâå (1; 5). Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê â òî÷êàõ x = 1 è x = 5, íî
îïðåäåëåíà òîëüêî â òî÷êå x = 5, òî ymin = y(5) = 27/2.

4. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

y′′tt =
24

t3
+

48

t4
=

24(t+ 2)

t4
.

Åñëè ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé x (çàìå÷àÿ, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå y′′tt = y′′xx), òî

y′′xx =
24(x+ 1)

(x − 1)4
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
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-1

x

f x’( )

1 5

min

�èñ. 3.24: Ó÷àñòêè ìîíîòîííîñòè.

-1

x

f x’’( )

1

�èñ. 3.25: Ó÷àñòêè âûïóêëîñòè.

• ïðè x ∈ (−∞;−1) âûïîëíåíî y′′ < 0, à ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ;

• ïðè x ∈ (−1; 1) ∪ (5 : +∞) âûïîëíåíî y′′ > 0, à ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ âûïóêëà âíèç.

Òî÷êà ïåðåãèáà òîëüêî îäíà x = −1 â êîòîðîé y(−1) = 0.

5. Àñèìïòîòû:

• x = 1 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà;

• èç ðàçëîæåíèÿ

y = t+ 6 +
12

t
+

8

t2
= t+ 6 + o(1) = x+ 5 + o(1), x→ ∞,

äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî ïðÿìàÿ y = x+ 5 � íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ê ãðà�èêó �óíêöèè.

6. Ñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè (ñì. ðèñ. 3.26).

Ï ð è ì å ð 3.6.5. Ïîñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè

y = x arctg x.

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè x ∈ R.

2. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé, ïîñêîëüêó f(−x) = f(x). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå íà ó÷àñòêå
[0; +∞), à äàëåå ïðîäîëæèì ïî ñèììåòðèè (ñèììåòðè÷íî îòîáðàçèì îòíîñèòåëüíî îñè Oy).

3. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ

y′ = arctg x+
x

1 + x2
.

Îòêóäà äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî �óíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ìíîæåñòâå (0;+∞) (ïîñêîëüêó îáå

�óíêöèè arctg x è

x

1 + x2
ïîëîæèòåëüíû íà ýòîì ìíîæåñòâå), è ìîíîòîííî óáûâàåò íà ìíîæåñòâå

(−∞; 0). Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê â òî÷êå x = 0, òî ymin = y(0) = 0.

4. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

y′′ =
1

1 + x2
+

1

1 + x2
− 2x2

(1 + x2)2
=

2

(1 + x2)2
> 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî y′′ > 0, à ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ âûïóêëà âíèç íà âñåé
äåéñòâèòåëüíîé îñè. Òî÷åê ïåðåãèáà íåò.
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O x

y

f x( )

2

3

12
27/2

27

5-1 1

�èñ. 3.26: Ôóíêöèÿ f(x) = (x+1)3

(x−1)2 .

x

f x’( )

0

min

�èñ. 3.27: Ó÷àñòêè ìîíîòîííîñòè.

5. Àñèìïòîòû: Ïðîâåä¼ì èññëåäîâàíèå òîëüêî íà +∞ (â ñèëó òîãî, ÷òî �óíêöèÿ ÷¼òíàÿ, òî íà −∞ ñèììåò-

ðè÷íî).

y = x
(π
2
− arcctg x

)
= x

(
π

2
− arctg

1

x

)
= x

(
π

2
− 1

x
+ o

(
1

x

))
=
π

2
x− 1 + o(1), x→ +∞,

â ñèëó ÷¼òíîñòè, äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî y = π
2 |x| − 1 � íàêëîííûå àñèìïòîòû ê ãðà�èêó �óíêöèè íà

±∞.

6. Ñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè (ñì. ðèñ. 3.28).

Ï ð è ì å ð 3.6.6. Ïîñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè

y = (x− 12)e−
2
x .

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè x ∈ (−∞; 0) ∪ (0;+∞).

2. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé, íå÷¼òíîé è ïåðèîäè÷åñêîé.

3. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ

y′x = e−
2
x +

2(x− 12)

x2
e−

2
x =

x2 + 2x− 24

x2
· e− 2

x =
(x − 4)(x+ 6)

x2
· e− 2

x .

Îòêóäà äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî �óíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ìíîæåñòâå (−∞;−6) è íà (4;+∞), è
ìîíîòîííî óáûâàåò íà ìíîæåñòâå (−6; 0) è (0; 6). Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê â òî÷êàõ x = −6
è x = 4 (â êîòîðûõ è îïðåäåëåíà), òî ymax = y(−6) = −18e1/3, ymin = y(4) = −8e−1/2

.
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O x

y

f x arctg x( )= ( )x

3

1

-1

\ \x ¼/2-1

�èñ. 3.28: Ôóíêöèÿ f(x) = x arctg x.

x

f x’( )

0

minmax

4-6

�èñ. 3.29: Ó÷àñòêè ìîíîòîííîñòè.

4. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

y′′xx = e−
2
x · 52x− 48

x4
=

52

x4
e−

2
x ·
(
x− 12

13

)
.
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12/13

x

f x’’( )

0

�èñ. 3.30: Ó÷àñòêè âûïóêëîñòè.

• ïðè x ∈ (−∞; 0) ∪ (0; 12/13) âûïîëíåíî y′′ < 0, à ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ;

• ïðè x ∈ (12/13 : +∞) âûïîëíåíî y′′ > 0, à ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ âûïóêëà âíèç.

Òî÷êà ïåðåãèáà òîëüêî îäíà x = 12/13 â êîòîðîé y(12/13) = − 168
13 e

13/6
.

5. Àñèìïòîòû:

• ïîñêîëüêó

lim
x→+0

(x − 12)e−
2
x = 0, lim

x→−0
(x− 12)e−

2
x = +∞

x = 0 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà;
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• èç ðàçëîæåíèÿ

y = (x− 12)

(
1− 2

x
+ o

(
1

x

))
= x− 14 + o(1), x→ ∞,

äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî ïðÿìàÿ y = x− 14 � íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ê ãðà�èêó �óíêöèè.

6. Ñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè (ñì. ðèñ. 3.31 è 3.32).

O x

y

f x( ) ( -12)= x e
-2/x

-36

y= -14x

30

14
O x

y

f x( ) ( -12)= x e
-2/x

-4 y= -14x

1412

�èñ. 3.31: Ôóíêöèÿ f(x) = (x− 12)e−
2
x
.

�èñ. 3.32: Äðóãîé ìàñøòàá.

3.6.3 Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà.

Òåîðåìà 3.6.7 (Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà). Ïóñòü f âûïóêëà (âíèç) íà [a, b] è x1, . . . , xn ∈ [a, b]. Òîãäà äëÿ

÷èñåë α1, . . . , αn > 0 : α1 + · · ·+ αn = 1 âûïîëíÿåòñÿ

f(α1x1 + · · ·+ αnxn) 6 α1f(x1) + · · ·+ αnf(xn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

• Äëÿ ìèíèìàëüíîãî íàòóðàëüíîãî íîìåðà n = 2 (î÷åâèäíî, ò.ê. ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì).

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íîìåðà n− 1.

• Äîêàæåì äëÿ ñëåäóþùåãî íàòóðàëüíîãî íîìåðà n.

Ïîëîæèì β = α2 + · · · + αn. Òîãäà α1, β > 0 (ñëó÷àé β = 0 òðèâèàëåí, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî β > 0),
α1 + β = 1 è

f

(
α1x1 + β

(
α2

β
x2 + · · ·+ αn

β
xn

))
6 α1f(x1) + βf

(
α2

β
x2 + · · ·+ αn

β
xn

)
6

6 α1f(x1) + β

(
α2

β
f(x2) + · · ·+ αn

β
f(xn)

)

Äàëåå îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèåé, äëÿ ÷èñåë

α2

β
, . . . ,

αn
β

> 0;
α2

β
+ · · ·+ αn

β
= 1.
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Çàìå÷àíèå 32. Åñëè �óíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ, çíàê íåðàâåíñòâà ìåíÿåòñÿ

f(α1x1 + · · ·+ αnxn) > α1f(x1) + · · ·+ αnf(xn)

Ï ð è ì å ð û 3.6.1. �àññìîòðèì f(x) = lnx. Ôóíêöèÿ lnx � âûïóêëà ââåðõ. Íàïèøåì íåðàâåíñòâî Éåíñåíà:

ln(α1x1 + · · ·+ αnxn) > α1 lnx1 + · · ·+ αn lnxn,

ãäå α1, . . . , αn > 0, α1 + · · ·+ αn = 1. Èëè ÷òî ðàâíîñèëüíî

α1x1 + · · ·+ αnxn > xα1
1 . . . xαn

n .

Ïîëîæèì α1 = · · · = αn = 1
n . Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå ñî ñðåäíåì

ãåîìåòðè÷åñêèì.

x1 + · · ·+ xn
n

> n
√
x1 . . . xn

Ï ð è ì å ð û 3.6.2. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = xp, ïðè p > 1. Ïðè p > 1 äàííàÿ �óíêöèÿ âûïóêëà âíèç,
ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ α1, . . . , αn > 0, α1 + · · ·+ αn = 1 âûïîëíåíî

(
n∑

k=1

αkxk

)p
6

n∑

k=1

αk (xk)
p
.

Ïóñòü

1
p +

1
q = 1, ak, bk > 0 è B =

∑n
k=1 b

q
k. Ïîëîæèì

αk =
bqk
B
, xk =

akB

bq−1
k

.

Òîãäà (
n∑

k=1

akbk

)
6

(
n∑

k=1

apk
B
Bp

) 1
p

=

(
n∑

k=1

apk

) 1
p
(

n∑

k=1

bqk

) 1
q

.

Ïðè p < 1 �óíêöèÿ f(x) = xp âûïóêëà ââåðõ, ïîýòîìó àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà äëÿ p < 1.

Çàìå÷àíèå 33. Ïóñòü ~a,~b ∈ Rd. Òîãäà

~a = (a1, . . . , ad) ~b = (b1, . . . , bd).

Ïîëîæèì

‖~a‖p = (

d∑

k=1

apk)
1
p .

Òîãäà íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

(~a,~b) 6 ‖~a‖p · ‖~b‖q,
1

p
+

1

q
= 1, p > 1.

Â ñëó÷àå p = q = 2
(~a,~b) 6 ‖~a‖2 · ‖~b‖2.

Ýòî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîÿñíÿåò êîððåêòíîñòü ââåäåíèÿ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ~a è

~b ïî ñëåäóþùåé

�îðìóëå:

cos(~̂a,~b) =
(~a,~b)

‖~a‖2 · ‖~b‖2
.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.



3.7. Ïðàâèëî Áåðíóëëè (Ëîïèòàëÿ). 109

1. Ñ�îðìóëèðóéòå íåðàâåíñòâî Éåíñåíà.

Óïðàæíåíèÿ ê 3.6

Óïðàæíåíèå 3.6.1. Ïóñòü f(x) âûïóêëàÿ ââåðõ �óíêöèÿ íà [0; +∞) è f(0) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ k > 1 ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî kf(x) > f(kx).

Óïðàæíåíèå 3.6.2. Äîêàæèòå ðàâíîñèëüíîñòü íåðàâåíñòâ: Áåðíóëëè

xn
> 1 + n(x− 1), ∀x > 0, n ∈ N (B)

è íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèìè àðè�ìåòè÷åñêèìè è ãåîìåòðè÷åñêèìè

An =
x1 + · · ·+ xn

n
> n

√
x1 . . . xn = Gn, (xk > 0, ∀k = 1, . . . n). (AM-GM)

Îòâåòû: 3.6.1 Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè ñ ïàðàìåòðàìè x1 = kx, x2 = 0, α1 = 1/k. 3.6.2

Óêàçàíèå: (⇒) Ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè äëÿ x = An/An−1 > 0 è ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî An
n > xnA

n−1
n−1 èç

ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíî íàéòè An
n > xn · · · x1 = Gn

n. (⇐) Ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèìè

àðè�ìåòè÷åñêèìè è ãåîìåòðè÷åñêèìè äëÿ ÷èñåë 1 + (n− 1)x, 1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

n−1 ðàç

ñì. òàêæå [8℄.

3.7 Ïðàâèëî Áåðíóëëè (Ëîïèòàëÿ).

Òåîðåìà 3.7.1. Åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

a

1) f, g ∈ D(a, b),

2) g′(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b),

3) ∃ lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
= A ∈ R̄,

4) ëèáî

0

0
, ò.å. lim

x→a+
f(x) = 0 = lim

x→a+
g(x), ëèáî g(x) → +∞, x→ a+,

òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë limx→a+
f(x)
g(x) è áîëåå òîãî

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
.

a

Çäåñü ìû ïîäðóçóìåâàåì, ÷òî êîíñòàíòà A â óñëîâèè 3 ìîæåò ðàâíÿòüñÿ è áåñêîíå÷íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Êîøè èìååì

f(x)− f(y)

g(x)− g(y)
=
f ′(c)

g′(c)
⇐⇒

f(x)− f(y)

g(x)
=
f ′(c)

g′(c)

(
g(x)− g(y)

g(x)

)
⇐⇒

f(x)

g(x)
=
f(y)

g(x)
+
f ′(c)

g′(c)

(
1− g(y)

g(x)

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ (ëèáî limx→a+ f(x) = limx→a+ g(x) = 0, ëèáî g(x) → +∞, x → a+), ïðè
ñîãëàñîâàííîì ñòðåìëåíèè x→ a+ è y → a+ áóäåò âûïîëíåíî

f(y)

g(x)
→ 0,

g(y)

g(x)
→ 0.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå limx→a+ f(x) = limx→a+ g(x) = 0 âûáåðåì òî÷êè (ñì. ðèñ. 3.33) è óñòðåìèì y → a+.
Â ñëó÷àå limx→a+ g(x) = +∞ âûáåðåì òî÷êè (ñì. ðèñ. 3.34) è óñòðåìèì x→ a+.
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a y c x

�èñ. 3.33: Ñëó÷àé limx→a+ f(x) = limx→a+ g(x) = 0.

a x c y

�èñ. 3.34: Ñëó÷àé limx→a+ g(x) = +∞.

Òàêèì îáðàçîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñòðåìëÿÿ x→ a+, y → a+ ïîëó÷àåì, ÷òî è c→ a+, ò.ê. c ëåæèò ìåæäó
x è y. Ïîýòîìó

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

c→a+

f ′(c)

g′(c)
.

Ï ð è ì å ð 3.7.1. Âû÷èñëèì ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

lim
x→0

sinx

x
= lim

x→0

(sin x)′

(x)′
= lim
x→0

cosx

1
= 1.

Ñðàçó ïðåäîñòåðåæ¼ì ÷èòàòåëÿ îò òàêîãî ðîäà äîêàçàòåëüñòâ ïåðâîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà, ïîñêîëüêó âîçíèêàåò çàìêíóòûé

êðóã. Äåéñòâèòåëüíî, íàõîæäåíèå ïðîèçâîäíîé îò ñèíóñà ïîëó÷àåì ïðè ïîìîùè ïåðâîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà, à åñëè ìû

äàííûé ïðåäåë áóäåì äîêàçûâàòü ÷åðåç ïðàâèëî Áåðíóëëè, òî èñïîëüçóåì ïðîèçâîäíóþ îò ñèíóñà.

Ï ð è ì å ð 3.7.2. Íàéä¼ì ïðåäåë

lim
x→+∞

2x+ sinx

3x− cosx
= lim
x→+∞

2 + sin x
x

3− cosx
x

= lim
x→+∞

2 + o(1)

3 + o(1)
=

2

3
.

Íî òåì íå ìåíåå �îðìàëüíîå ïðèìåíåíèå ïðàâèëà Áåðíóëëè âåä¼ì ê íåâåðíîìó ðåçóëüòàòó

lim
x→+∞

2x+ sinx

3x− cosx
6= lim
x→+∞

2 + cosx

3 + sinx
.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèé ïðåäåë ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì ïðàâèëî Áåðíóëëè ïðèìåíÿòü íåëüçÿ,

ïîñêîëüêó íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3 òåîðåìû.

Ï ð è ì å ð 3.7.3. Ëåãêî âû÷èñëèòü, ÷òî

lim
x→0

x

ex
= 0.

Íî òåì íå ìåíåå �îðìàëüíîå ïðèìåíåíèå ïðàâèëà Áåðíóëëè îïÿòü âåä¼ò ê íåâåðíîìó ðåçóëüòàòó

lim
x→0

x

ex
6= lim

x→0

1

ex
= 1.

Òàêèì îáðàçîì ïðàâèëî Áåðíóëëè â äàííîì ïðèìåðå ïðèìåíÿòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

4 òåîðåìû (îá íåîïðåäåë¼ííîñòè âèäà 0/0).

Ï ð è ì å ð 3.7.4. Äîêàæåì, óæå èçâåñòíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

ex −
(
1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!

)
∼ xn+1

(n+ 1)!
.

Äàííàÿ îöåíêà ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ ïðåäåëà

lim
x→0

ex −
(
1 + x+ x2

2! +
x3

3! + · · ·+ xn

n!

)

xn+1

(n+1)!
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è ðàâåíñòâó åãî åäèíèöû. Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó (îáîñíîâàíèå íèæå)

lim
x→0

ex −
(
1 + x+ x2

2! +
x3

3! + · · ·+ xn

n!

)

xn+1

(n+1)!

=

lim
x→0

ex −
(
1 + x+ x2

2! +
x3

3! + · · ·+ xn−1

(n−1)!

)

xn

n!

=

lim
x→0

ex −
(
1 + x+ x2

2! +
x3

3! + · · ·+ xn−2

(n−2)!

)

xn−1

(n−2)!

=

lim
x→0

ex −
(
1 + x+ x2

2!

)

x2

2!

=

lim
x→0

ex − (1 + x)
x2

2!

=

lim
x→0

ex − 1

x
=

lim
x→0

ex

1
= 1.

Çäåñü îáîñíîâàíèå, ïðîâåä¼ííûõ âûêëàäîê ïî ïðàâèëó Áåðíóëëè, íóæíî îáîñíîâûâàòü ñ êîíöà. Äåéñòâèòåëü-

íî, èç ðàâåíñòâà limx→0
ex

1 = 1, ïî ïðàâèëó Áåðíóëëè âûòåêàåò ðàâåíñòâî limx→0
ex−1
x = 1, ò.ê.

lim
x→0

ex − 1

x
= lim

x→0

ex

1
= 1.

Ïðèìåíèì îïÿòü ïðàâèëî Áåðíóëëè è ïîëó÷èì limx→0
ex−(1+x)

x2

2!

= 1, ò.ê.

lim
x→0

ex − (1 + x)
x2

2!

= lim
x→0

ex − 1

x
= 1.

è ò.ä.
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�ëàâà 4

Äè��åðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå �óíêöèé

ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

4.1 Ïîíÿòèå �óíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Êîãäà èññëåäóåìîå ÿâëåíèå èëè ïðîöåññ çàâèñÿò íå îò îäíîé, à îò íåñêîëüêèõ âåëè÷èí, äëÿ åãî îïèñàíèÿ

èñïîëüçóþò �óíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Íàïðèìåð, åñëè ïðÿìîóãîëüíèê èìååò ñòîðîíû x,y, òî åãî ïåðèìåòð âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå P (x, y) =
2(x + y). Ýòà �îðìóëà îïðåäåëÿåò �óíêöèþ, êîòîðàÿ êàæäîé ïàðå ÷èñåë (x, y), x > 0, y > 0, ñîïîñòîâëÿåò
÷èñëî P (x, y).

Àíàëîãè÷íî, �îðìóëà äëÿ îáúåìà ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñî ñòîðîíàìè x, y, z îïðåäåëÿåò �óíê-
öèþ V (x, y, z) = xyz, êîòîðàÿ êàæäîé òðîéêå ÷èñåë (x, y, z), x > 0, y > 0, z > 0 ñîïîñòàâëÿåò ÷èñëî V (x, y, z).

�àññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåãî áàëëà äëÿ ãðóïïû èç d ñòóäåíòîâ. Ïðîèçâåäåì íóìåðàöèþ ñïèñ-

êà ñòóäåíòîâ è îáîçíà÷èì ñèìâîëîì xi òó îöåíêó, êîòîðóþ ïîëó÷èë íà ýêçàìåíå ñòóäåíò ñ íîìåðîì i èç ýòîãî
ñïèñêà. Òîãäà ñðåäíèé áàëë ðàâåí

M(x1, . . . , xd) =
x1 + · · ·+ xd

d
.

Ýòà �îðìóëà äàåò ïðèìåð �óíêöèè d ïåðåìåííûõ, âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè êàæäîé ïåðåìåííîé ÿâëÿþòñÿ

÷èñëà 2, 3, 4, 5.
Èòàê, äëÿ çàäàíèÿ �óíêöèè d ïåðåìåííûõ (îáîçíà÷èì åå f(x1, . . . , xd)), ñëåäóåò óêàçàòü ïðàâèëî, ïî êî-

òîðîìó íàáîðó ÷èñåë (x1, . . . , xm) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî f(x1, . . . , xd) è óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû

óäîâëåòâîðÿòü ÷èñëà (x1, . . . , xd). Ýòè óñëîâèÿ çàäàþò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f(x1, . . . , xd).

4.1.1 Ïðîñòðàíñòâî Rd
.

Èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî ïàð ÷èñåë (x1, x2), îáîçíà÷àåìîå R2
, íàõîäèòñÿ

âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê ïëîñêîñòè, íà êîòîðîé ââåäåíà ñèñòåìà êîîðäè-

íàò. Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî òðîåê ÷èñåë (x1, x2, x3), îáîçíà÷àåìîå R3
, íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì

ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê ïðîñòðàíñòâà.

Ïðîñòðàíñòâî Rd � ýòî ìíîæåñòâî íàáîðîâ ÷èñåë (x1, .., xd). Ïðè d > 4 ó íàñ íåò îáðàçíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ î ïðîñòðàíñòâå Rd. Îäíàêî, �îðìàëüíûå àíàëîãèè ñ ïðîñòðàíñòâàìè R, R2

, R3
ïîçâîëÿþò ââåñòè â Rd

ìíîãèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ. Íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå â R ìåæäó òî÷êàìè x è a çàäàåòñÿ �îðìóëîé |x− a|.
�àññòîÿíèå â R2

ìåæäó òî÷êàìè ~x = (x1, x2) è ā = (a1, a2) ðàâíî
√
(x1 − a1)2 + (x2 − a2)2, â R3

ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êàìè ~x = (x1, x2, x3) è ~a = (a1, a2, a3) ðàâíî
√
(x1 − a1)2 + (x2 − a2)2 + (x3 − a3)2. Ïî àíàëîãèè,

ðàññòîÿíèå â Rd ìåæäó ~x = (x1, .., xd) è ~a = (a1, .., ad) ðàâíî
√
(x1 − a1)2 + ...+ (xd − ad)2. Îêðåñòíîñòü Ůδ(~a)

òî÷êè a â ìíîæåñòâå R � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |x − a| < δ. Îêðåñòíîñòü
Uδ(~a) òî÷êè ~a â R2

� ýòî ìíîæåñòâî ïàð ~x = (x1, x2) òàêèõ, ÷òî
√
(x1 − a1)2 + (x2 − a2)2 < δ è ò.ä. Uδ(~a) �

îêðåñòíîñòü òî÷êè ~a â Rd � ýòî ìíîæåñòâî ~a = (x1, .., xd) òàêèõ, ÷òî
√
(x1 − a1)2 + ...+ (xd − ad)2 < δ.

Îêðåñòíîñòü Uδ(~a) ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü øàðîì B(~a, δ), ò.å. Uδ(~a) = B(~a, δ).

113
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4.1.2 Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (X, d), ãäå X íåêîòîðîå ìíîæåñòâî,

à d : X ×X 7→ R+ = [0;+∞) � �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ (ìåòðèêà), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì àêñèîìàì

(àêñèîìàì ðàññòîÿíèÿ)

1. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X âûïîëíåíî d(x, y) > 0, ïðè÷¼ì d(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y
(íåîòðèöàòåëüíîñòü).

2. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X âûïîëíåíî d(x, y) = d(y, x) (ñèììåòðè÷íîñòü).

3. Äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X âûïîëíåíî d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Â äàëüíåéøåì, çà÷àñòóþ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì, ÷òî è ñàìî ìíî-

æåñòâî X .

Ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ:

Ï ð è ì å ð 4.1.1 (Ïðîñòðàíñòâî èçîëèðîâàííûõ òî÷åê). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà èçîëèðîâàííûõ

òî÷åê X ââåä¼ì ìåòðèêó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(x, y) =

{
0, åñëè x = y;
1, åñëè x 6= y.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå àêñèîìû ðàññòîÿíèÿ âûïîëíåíû.

Ï ð è ì å ð 4.1.2 (Ïðîñòðàíñòâî Rd). �àññòîÿíèå ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(x, y) =
√
(x1 − y1)2 + ...+ (xd − yd)2.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðâûå äâå àêñèîìû ðàññòîÿíèÿ âûïîëíåíû. Òðåòüÿ àêñèîìà ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâó

Ìèíêîâñêîãî (ñì. òåîðåìó 3.5.3  p = 2).

(
n∑

k=1

|ak + bk|2
)1/2

6

(
n∑

k=1

|ak|2
)1/2

+

(
n∑

k=1

|bk|2
)1/2

.

Ï ð è ì å ð 4.1.3 (Ïðîñòðàíñòâî Rdp, p > 1). �àññòîÿíèå ââîäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(x, y) =

(
d∑

k=1

|xk − yk|p
)1/p

.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðâûå äâå àêñèîìû ðàññòîÿíèÿ âûïîëíåíû. Òðåòüÿ àêñèîìà ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

Ìèíêîâñêîãî (ñì. òåîðåìó 3.5.3  p > 1).

(
n∑

k=1

|ak + bk|p
)1/p

6

(
n∑

k=1

|ak|p
)1/p

+

(
n∑

k=1

|bk|p
)1/p

.

Ï ð è ì å ð 4.1.4 (Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå �óíêöèé). �àññòîÿíèå â ïðîñòðàíñòâå C[a; b]
ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(x, y) = max
a6t6b

|x(t)− y(t)|.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àêñèîìû ðàññòîÿíèÿ âûïîëíåíû.

4.2 Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d).
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Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Ìíîæåñòâî B(x, δ) = {y ∈ X : d(x, y) < δ} íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì øàðîì ñ öåíòðîì

â x è ðàäèóñà δ. Ìû áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî øàð.

À ìíîæåñòâî B(x, δ) = {y ∈ X : d(x, y) 6 δ} áóäåì íàçûâàòü çàìêíóòûì øàðîì ñ öåíòðîì â x è ðàäèóñà
δ. Çäåñü ñëîâî çàìêíóòûé, ÷òîáû íå áûëî ïóòàíèöû, ìû íèêîãäà íå áóäåì îïóñêàòü.

Îïðåäåëåíèå 4.2.2. Ìíîæåñòâî G ⊂ X - íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ G ñóùåñòâóåò øàð

B(x, δ) ⊂ G.
Ìíîæåñòâî F ⊂ X � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, åñëè X \ F � îòêðûòîå.

Ìíîæåñòâà X è ∅ îòêðûòû è çàìêíóòû îäíîâðåìåííî.

Ï ð è ì å ð 4.2.1. Øàð B(x, r) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ B(x, r). Ïîëîæèì δ = r − d(x, y). Òîãäà B(y, δ) ⊂ B(x, r). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

x

y

»

±

r

�èñ. 4.1:

ξ ∈ B(y, δ) èìååì
d(x, ξ) 6 d(x, y) + d(y, ξ) < d(x, y) + δ = r.

Îïðåäåëåíèå 4.2.3. Íàçîâ¼ì x � âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà X ⊂ Rd, åñëè ñóùåñòâóåò B(x, δ) ⊂ X .

Íàçîâ¼ì x � âíåøíåé òî÷îé X ⊂ Rd, åñëè ñóùåñòâóåò B(x, δ) ∩X = ∅
Íàçîâ¼ì x � ãðàíè÷íîé òî÷êîé X ⊂ Rd, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ íè âíóòðåííåé íè âíåøíåé òî÷êîé.

Îïðåäåëåíèå 4.2.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E ⊂ Rd, åñëè â ëþáîì øàðå

B(x, δ) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà èç E, îòëè÷íàÿ îò x.
Ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê äëÿ E áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç E′

.

Îïðåäåëåíèå 4.2.5. Îáîçíà÷èì Ē � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà E, ò.å. Ē = E + E′
.

Òåîðåìà 4.2.1. F = F̄ ⇔ F - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. =⇒ Ïóñòü x /∈ F = F̄ . Òîãäà ∃B(x, δ) ∩ F � êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê (ñì. ðèñ. 4.2) x1, . . . , xn.
1. ∃B(x, δ1) òàêàÿ, ÷òî x1 6∈ B(x, δ1), ãäå δ1 < d(x, x1).
2. ∃B(x, δ2) òàêàÿ, ÷òî x2 6∈ B(x, δ2), ãäå δ2 < d(x, x2).
. . . .
n. ∃B(x, δn) òàêàÿ, ÷òî xn 6∈ B(x, δn), ãäå δn < d(x, xn).



116 �ëàâà 4. Äè��åðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

xx1 ±

r
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F

x2

x3
xn

�èñ. 4.2:

Ïîëîæèì

δ = min(δ1, . . . , δn).

Òîãäà B(x, δ) ∩ F = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî X \ F � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, à ñëåäîâàòåëüíî F � çàìêíóòîå.

⇐=. Ïóñòü F � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. �àññìîòðèì x /∈ F . Ïîñêîëüêó X \ F îòêðûòîå, òî

∃B(x, δ) ∩ F = ∅ ⇒ x � íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé.

Òåîðåìà 4.2.2. Ïóñòü Gα � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, Fα � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

1) ∪α Gα � îòêðûòîå ìíîæåñòâî,

2) ∩nα=1 Gα � îòêðûòîå ìíîæåñòâî,

3) ∪nα=1 Fα � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,

4) ∩α Fα � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü x ∈ ∪αGα ⇒ ∃α∗ : x ∈ Gα∗
. Òîãäà

∃B(x, δ) ⊂ Gα∗ ⊂ ∪αGα.

2) Ïóñòü x ∈ ∩nα=1Gα - îòêðûòî.

Ïîñêîëüêó x ∈ Gα, ∀α, òî ∃B(x, δα) ⊂ Gα, ∀α = 1, . . . , n. Ïîëîæèì δ = min(δ1, . . . , δn), òîãäà B(x, δ) ⊂ ∩nα=1Gα.
3) Âûòåêàåò èç C(∪nα=1Fα) = ∩nα=1C(Fα).
4) Âûòåêàåò èç C(∩αFα) = ∪αC(Fα).

Òîò �àêò, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî åñòü ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå øàðîâ (íå îáÿçàòåëüíî íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ) ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 4.2.3. Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ øàðîâ ñ

ðàöèîíàëüíûìè ðàäèóñàìè (ò. å. ðàäèóñ øàðà ðàâåí ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó).

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì îáúåäèíåíèå U âñåõ øàðîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè ðàäèóñàìè, ÿâëÿþùèõñÿ ïîäìíî-

æåñòâàìè íàøåãî ìíîæåñòâà. Äîêàæåì, ÷òî ýòî îáúåäèíåíèå ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè a �� êàêàÿ-òî òî÷êà èç G, òî ñóùåñòâóåò øàð B(a, δ) ⊂ G, ñîäåðæàùèé a (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

G �� îòêðûòîå). Íà ëþáîì èíòåðâàëå (0; δ) ìîæíî íàéòè ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó δ1. Òîãäà øàð B(a, δ1) ⊂ G,
ò.å. òî÷êà a ïîêðûòà îáúåäèíåíèåì U , à èìåííî, øàðîì B(a, δ1). Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî êàæäàÿ

òî÷êà a èç G ïîêðûòà îáúåäèíåíèåì U . Êðîìå òîãî, êàê î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ U , íèêàêàÿ òî÷êà,
íå ñîäåðæàùàÿñÿ â G, íå ïîêðûòà U . Çíà÷èò, U è G ñîâïàäàþò.
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4.2.1 Ñòðóêòóðà îòêðûòîãî è çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî åñòü ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå

èíòåðâàëîâ åñòåñòâåíî ïåðåíîñèòñÿ. Íî, íåäîñòàòîê äîêàçàòåëüñòâà, ïðèâåä¼ííîãî âûøå, ñîñòîèò â òîì, ÷òî

íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î òîì ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü â âèäå íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.

Íàïðèìåð, ïðèâåä¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî íå îáåñïå÷èâàåò íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ äàæå äëÿ îòêðû-

òîãî ìíîæåñòâà (
√
2;
√
3), ò.ê. äàííîå ìíîæåñòâî (

√
2;
√
3) áóäåò ïðåäñòàâèìî â âèäå ðàöèîíàëüíûõ èíåðâàëîâ,

òîëüêî êàê îáúåäèíåíèå ñ÷¼òíîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ ñ êîíöàìè â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ. Ïîýòîìó ïðèâåä¼ì

áîëåå ñèëüíóþ �îðìóëèðîâêó äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ïåðåìåííîé.

Îïðåäåëåíèå 4.2.6. Èíòåðâàë, ëåæàùèé â îòêðûòîì ìíîæåñòâå G, êîíöû êîòîðîãî íå ïðèíàäëåæàò ìíî-

æåñòâó, íàçûâàåòñÿ ñîñòàâëÿþùèì èíòåðâàëîì ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 4.2.4 (Ñòðóêòóðà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ÷èñëîâîé ïðÿìîé). Ëþáîå îãðàíè÷åííîå, íåïóñòîå, îò-

êðûòîå ìíîæåñòâî G ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîãî ëèáî ñ÷¼òíîãî îáú-

åäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, êîíöû êîòîðûõ íå ïðèíàäëåæàò G.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ëþáîå îãðàíè÷åííîå, íåïóñòîå, îòêðûòîå ìíîæåñòâî ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà åãî ñîñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëîâ. Â îáùåé ñèòóàöèè,

ò.å. åñëè G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. G = ∅.

2. G = R.

3. G = ⊔k>1(ak; bk), ak, bk /∈ G.

4. G = (⊔k(ak; bk)) ⊔ (y; +∞), y, ak, bk /∈ G.

5. G = (−∞; z) ⊔ (⊔k(ak; bk)), z, ak, bk /∈ G.

6. G = (−∞; z) ⊔ (⊔k(ak; bk)) ⊔ (y; +∞), y, z, ak, bk /∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì B = R\G.
I. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî G � îãðàíè÷åíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî g ∈ G ñóùåñòâóþò a1, b1 ∈ B òàêèå,

÷òî a1 < g < b1. Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî a ∈ G ñóùåñòâóåò èíòåðâàë (a1; b1) ⊆ G òàêîé, ÷òî

a1, b1 ∈ B.
�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå g0 ∈ G. Òîãäà ìíîæåñòâî [g0; +∞)∩B � íåïóñòîå, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, îãðà-

íè÷åííîå ñíèçó. Ñëåäîâàòåëüíî ó íåãî åñòü ìèíèìóì B1, ò.ê. çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðå-

äåëüíûå òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì [g0;B1) ⊂ A è ïðè ýòîì B1 6∈ G. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì òî÷êó A1 ∈ B òàêóþ,

÷òî (A1; g0] ∈ G, íî ïðè ýòîì A1 6∈ G. Èíòåðâàë (A1;B1) � èñêîìûé, ò.å. ñîñòàâëÿþùèé.

Ïðîäåëàâ òàêóþ ïðîöåäóðó ñ êàæäîé òî÷êîé ìíîæåñòâà G íàìè áóäóò ïîñòðîåíû íåïåðåñåêàþùèåñÿ èí-

òåðâàëû, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ îáðàçóåò ìíîæåñòâîG. Î÷åâèäíî, ÷òî îáúåäèíåíèå êàêèõ èíòåðâàëîâ íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíî (â êàæäîì èíòåðâàëå ìîæíî âûáðàòü ïî ðàöèîíàëüíîé òî÷êå).

II. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî G � íåîãðàíè÷åíî ñâåðõó. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå g ∈ A, ÷òî [g; +∞) ∈
G. �àññìîòðèì ìíîæåñòî Y = {g ∈ A : [g; +∞) ⊆ G}. Åñëè ìíîæåñòâî Y íå îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî G = R.

Èíà÷å ñóùåñòâóåò y = inf Y . Äîêàæåì, ÷òî y 6∈ G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y ∈ G, íî òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
ñîäåðæàùàÿ y, à ñëåäîâàòåëüíî y íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà Y .

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî Ġ = G\(y; +∞). Åñëè îíî ïóñòî, òî âñ¼ äîêàçàíî. Ïóñòü ìíîæåñòâî Ġ íå ïóñòî, òî

îíî îãðàíè÷åíî ñâåðõó è îòêðûòî.

Åñëè ìíîæåñòâî Ġ îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî ïî ïóíêòó I äàííîé òåîðåìû áóäåò âñ¼ äîêàçàíî.

III. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ġ íåîãðàíè÷åíî ñíèçó. Òîãäà ïðîäåëàâ àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ñ ìíîæåñòâîì

Z = {g ∈ G : (−∞; g) ⊆ G} ïîëó÷èì, ÷òî Ġ = (−∞; z) ∪ G̈. Ïðè÷¼ì z 6∈ G è G̈ � îòêðûòîå, îãðàíè÷åí-

íîå ìíîæåñòâî. Åñëè G̈ ïóñòîå, òî âñ¼ äîêàçàíî. Åñëè G̈ íå ïóñòîå, òî ñîãëàñíî ïóíêòó I äàííîé òåîðåìû,

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

G = (−∞; z) ∪ (∪k(ak; bk)) ∪ (y; +∞),
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ãäå êîëè÷åñòâî ñîñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëîâ (ak; bk) êîíå÷íî ëèáî ñ÷¼òíî.
IV. Ïîêàæåì, ÷òî äàííîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè I1 = (a; b), I2 =

(a1; b1) äâà ñîñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëà, òî îíè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-

íîå, ò.å. íàéä¼òñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëà, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ I1 ∩ I2 6 ∅. �àññìîòðèì,
íàïðèìåð, ñëó÷àé a < a1. Òîãäà a < a1 < b è ïîëó÷àåì, ÷òî a1 ∈ G, ò.ê. a1 ∈ (a; b), íî òàêæå a1 /∈ G ïîñêîëüêó

a1 îäèí èç êîíöîâ ñîñòàâëÿþùåãî èíòåðâàëà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷åå äîêàçûâàåò, ÷òî äâà ñîñòàâëÿþùèõ

èíòåðâàëà, òî îíè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 4.2.5 (Ñòðóêòóðà çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ÷èñëîâîé ïðÿìîé). Ëþáîå çàìêíóòîå, îãðàíè÷åííîå,

íåïóñòîå ìíîæåñòâî F ïîëó÷àåòñÿ èç îòðåçêà [A;B] óäàëåíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî ÷èñëà ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, êîíöû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò F . Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.
Â îáùåé ñèòóàöèè, ò.å. åñëè F � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. F = ∅.

2. F = R.

3. F = [A;B]\ ⊔k (ak; bk), ak, bk ∈ F .

4. F = [A;B]\ (⊔k(ak; bk)) ⊔ [y; +∞), y, ak, bk ∈ F .

5. F = (−∞; z] ⊔ [A;B]\ (⊔k(ak; bk)), z, ak, bk ∈ F .

6. F = (−∞; z] ⊔ [A;B]\ (⊔k(ak; bk)) ⊔ [y; +∞), y, z, ak, bk ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî G = R\F � îòêðûòîå. À ñòðóêòóðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

îïèñàííà âûøå.

4.3 Êîìïàêò è êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Ìíîæåñòâî K íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì, åñëè èç ëþáîãî åãî ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè

ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Ï ð è ì å ð 4.3.1. I = {~x ∈ Rd : ak 6 xk 6 bk, k = 1, . . . , d, } I - êîìïàêò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Gα} � ïðîèçâîëüíîå ïîêðûòèå I îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Òîãäà, ïîäåëèâ ïîïîëàì ïî êàæäîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé îòðåçêè

O

x2

x1

a1 b1

a2

b2

I1

O

x2

x1

a1 b1

a2

b2

I2

�èñ. 4.3: Ìíîæåñòâî I1. �èñ. 4.4: Ìíîæåñòâî I2.

[ak; bk] ïîëó÷èì 2d ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïîñêîëüêó èç I íåëüçÿ áûëî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîä-

ïîêðûòèå, òî ñóùåñòâóåò I1 (ñì. ðèñ. 4.3) èç êîòîðîãî òàêæå íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå (èíà÷å
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êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå äîïóñêàëîñü áû). Ïðîäåëàâ òó æå ïðîöåäóðó ñ I1 ïîëó÷èì ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëå-

ëåïèïåä I2 (ñì. ðèñ. 4.4) èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ïðîäîëæàþ òàê äàëüøå, íà

n-îì øàãå íàõîäèì In èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå è ò.ä. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííà ~c ∈ In, ∀n ∈ N, òàê êàê ~c ∈ I ∃α∗ : ~c ∈ Gα∗ ⇒ ∃In ⊂ Gα∗

, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,

÷òî In íå äîïóñêàåò êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ ñèñòåìû ìíîæåñòâ â Gα.

Òåîðåìà 4.3.1. 1)K - êîìïàêò ⇒ K - çàìêíóòî

2)F - çàìêíóòî è ñîäåðæèòñÿ â êîìïàêòå ⇒ F - êîìïàêò.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) �àññìîòðèì ~x /∈ K.

∀~y ∈ K ∃B(~y, d(~x, ~y)
2

) 6∋ ~x

Ïîëó÷èëè ïîêðûòèå êîìïàêòà îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè. Âûäåëèëè êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå (ñì. ðèñ. 4.5).

y2

y1

K

x

y3

y4

y5

�èñ. 4.5:

B1, . . . ,Bn - îòêðûòîå

K ⊂ (

n⋃

l=1

Bl)

B(y1, δ1), . . . ,B(yn, δn)

K ⊂ (

n⋃

l=1

B(yl, δe))

δ =
1

2
min{d(~yk, ~xk)− δk}

B(δ, ~x) ∩ B(yk, δk) = ∅ ⇒
⇒ ìû îïðåäåëèëè øàð, êîòîðûé öåëèêîì ñîäåðæèò ~x è íå èìååò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ êîìïàêòîì, òàê êàê x
- ïðîèçâîëüíàÿ ⇒ ìíîæåñòâî îòêðûòîå ⇒ K - çàìêíóòîå.

2) Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü Gα � ïðîèçâîëüíîå ïîêðûòèå îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ìíîæå-

ñòâà F .
G = Rd \ F - îòêðûòîå

G è Gα îáðàçóþò ïîêðûòèå K

∃G1, . . . , Gn, G - ïîêðûòèå K

G íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ F ⇒ G1, . . . , Gn - ïîêðûòèå F ⇒ F - êîìïàêò
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Òåîðåìà 4.3.2 (Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè â Rd). K - êîìïàêò ⇔ K - îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

⇒
K - çàìêíóòîå, äîêàçàíî â ïðåäûäóùåé òåîðåìå

Bn = B(~0, n)

K ⊂
+∞⋃

n=1

Bn ⇒ âûäåëÿåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

∃Bk1 , . . . ,Bkn
maxn ñîäåðæèò åãî ⇒ K - îãðàíè÷åíî

⇐
∃I = {~x ∈ Rd : ak 6 xk 6 bk}

K ⊂ I

Ìû äîêàçàëè, ÷òî K ñîäåðæèòñÿ â êîìïàêòå è îíî çàìêíóòî ⇒ K - êîìïàêò

4.4 Êðèòåðèé Êîøè äëÿ �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 4.4.1. Åñëè ïðîñòðàíñòâî (X, d) ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì, ãäå d(x, y) � ìåòðèêà, x ∈ X íàçû-

âàåòñÿ ïðåäåëîì xn ∈ X (∀n ∈ N), åñëè

∀ǫ > 0 ∃N ∈ N ∀n > N ⇒ d(xn, x) < ǫ.

Ïèñàòü áóäåì, êàê è ðàíåå: limn→+∞ xn = x.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âçÿòü ïðîñòðàíñòâî Rd ñ ìåòðèêîé, íàïðèìåð d(~x, ~y) =

√∑d
k=1(xk − yk)2, òî ïîëó÷èì

îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå Rd.

Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà Rd ñî çíà÷åíèÿìè â Rm, ò.å. f : Rd → Rm.

Îïðåäåëåíèå 4.4.2. Ïóñòü A ∈ Rm, (ò.å. A = (A1, . . . , Am) � êîíå÷íîå ÷èñëî èç ïðîñòðàíñòâà Rm). Òîãäà

îïðåäåëåíèå lim~x→a f(~x) = A ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

∀ǫ > 0 ∃δ > 0 ∀~x : 0 < dRd(~x,~a) < δ ⇒ dRm(f(~x), A) < ǫ

Äàííîå îïðåäåëåíèå ìîæíî, êàê è ðàíåå, çàïèñàòü â òåðìèíàõ îêðåñòíîñòåé:

∀Vǫ(A)∃ Ůδ(~a) f(Ůδ(~a)) ⊂ Vǫ(A)

Òåîðåìà 4.4.1 (Êðèòåðèé Êîøè). Ïóñòü f : Rd → Rm. Òîãäà

lim
~x→~a

f(x) - ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ⇔ ∀ǫ > 0 ∃δ > 0

ω(f, Ůδ(~a)) < ǫ

ω(f,A) = sup
~x1,~x2∈A

dRm(f(~x1), f(~x2)).
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4.5 Íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 4.5.1. Íåïðåðûâíîñòü, êàê è ðàíåå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåì îáðàçîì:

f ∈ C(~a) ⇔ f(~a) = lim
~x→~a

f(~x)

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî çàïèñàòü íåïðåðûâíîñòü â òåðìèíàõ êîëåáàíèÿ �óíêöèè

f ∈ C(~a) ⇔ lim
δ→0

ω(f,Uδ(~a)) = 0

Èç îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè, êðèòåðèÿ Êîøè è ñâîéñòâ ïðåäåëà ïîëó÷àåì, êàê è ðàíåå, ëîêàëüíûå

ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé:

Òåîðåìà 4.5.1 (Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé). Ïóñòü f : Rd 7→ Rm, f, g ∈ C(~a). Òîãäà

1. αf + βg ∈ C(~a),

2. f · g ∈ C(~a),

3. Ïóñòü m = 1, òî g(~a) 6= 0 ⇒ f
g ∈ C(~a),

4. Ïóñòü f : Rd 7→ Rs, g : Rs 7→ Rm è

f ∈ C(~a)

g ∈ C(~b)
~b = f(~a)



⇒ g ◦ f ∈ C(~a).

Îñòà¼òñÿ â ñèëå, òàêæå è òåîðåìû î êîìïîçèöèè äëÿ �óíêöèè.

Òåîðåìà 4.5.2 (Î êîìïîçèöèè ïðåäåëà I). Ïóñòü f : Rd 7→ Rs, g : Rs 7→ Rm.

1. ∃ lim
By

g(y) = A,

2. ∀By ∈ By : ∃Bx ∈ Bx : f(Bx) ⊂ By.

Òîãäà

lim
Bx

g ◦ f = A.

Òåîðåìà 4.5.3 (Î êîìïîçèöèè ïðåäåëà II). Ïóñòü f : Rd 7→ Rs, g : Rs 7→ Rm. Ïóñòü "âíåøíÿÿ"�óíêöèÿ

g(~y) áóäåò îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êå

~b ∈ Rs, �óíêöèÿ f(~x) áóäåò îïðåäå-

ëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîòîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êå ~a ∈ Rd è ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim~x→~a f(~x) = ~b, ò.å.
âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1. lim~y→~b g(~y) = g(~b);

2. lim~x→~a f(~x) = ~b.

Òîãäà ñóùåñòâóåò lim~x→~a g(f(~x)) = g(~b).

Îïðåäåëåíèå 4.5.2. G � ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X (â êà÷åñòâå X
ìîæíî áðàòü è Rd), åñëè ∀x1, x2 ∈ G ⊆ X ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ Γ(t) : R1 7→ X , òàêàÿ, ÷òî

Γ(t1) = x1, Γ(t2) = x2 è Γ(t) ∈ G, ∀t ∈ [t1; t2]. Îòîáðàæåíèå Γ(t) íàçûâàþò ïóò¼ì â G, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè
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x1 è x2.
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�èñ. 4.6: Ëèíåéíî ñâÿçíûå ìíîæåñòâà. (Çäåñü

ìíîæåñâî B ïðåäïîëàãàåì çàìêíóòûì).

�èñ. 4.7: Ìíîæåñòâà íå óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîé-

ñòâó ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.

Òåîðåìà 4.5.4 (�ëîáàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé). 1. Ïóñòü f : Rd 7→ Rm, f � íåïðåðûâíà

íà êîìïàêòå K. Òîãäà f - îãðàíè÷åíà íà êîìïàêòå K.

2. Ïóñòü f : Rd 7→ R, f ∈ C(K), ãäå K � êîìïàêò ⇒ ∃~a,~b ∈ K : f(~a) = min
K
f(~x), f(~b) = max

K
f(~x).

3. Ïóñòü f : Rd 7→ R, G � ëèíåéíî ñâÿçíî f ∈ C(G) è ~a,~b ∈ G, f(~a) = A ∈ R, f(~b) = B ∈ R. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî C ∈ [A,B], ∃~c ∈ G : f(~c) = C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì òîãî, ÷òî áûëî â ñëó÷àå

îäíîé ïåðåìåííîé. Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå.

3)Ïóñòü G � ëèíåéíî ñâÿçíîå. Òîãäà ∃Γ(t) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

Γ(t1) = ~a, Γ(t2) = ~b.

Îïðåäåëèì �óíêöèþ g(t), êàê �óíêöèþ îäíîãî ïåðåìåííîãî äëÿ t ∈ [t1, t2] ïî �îðìóëå

g(t) = f(Γ(t)) ⇒ g ∈ C[t1, t2].

Òîãäà {
g(t1) = A
g(t2) = B

Îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ îäíîìåðíîé òåîðåìîé î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè äëÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè.

4.6 Äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 4.6.1. Ïóñòü f : Rd 7→ Rm, x0, x0 + h ∈ Rd. Åñëè âûïîëíåíî

f(x0 + h) = f(x0) + L(x0)h+ o(h), h → 0,

ãäå L(x0) : Rd 7→ Rm � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (îòíîñèòåëüíî h), òî ãîâîðÿò, ÷òî f ∈ D(x0), à L � äè��å-

ðåíöèàë �óíêöèè f â òî÷êå x0.
~h = h1~e1 + · · ·+ hd~ed

L(x0)~h = h1L(x
0)~e1 + · · ·+ hdL(x

0)~ed

o(~h) = α(~x0,~h) · |h| åñëè lim
~h→~0

α(~x0,~h) = 0

Ïîñêîëüêó L(x0)~h = (L1(x0)~h, L2(x0)~h, . . . , Lm(x0)~h) è ðàâåíñòâî îçíà÷àåò m ðàâåíñòâ ïî êîîðäèíàòàì, òî

äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ íàõîäèòü äè��åðåíöèàë Lj(x0) åãî êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé f j : Rd 7→ R. Çäåñü
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f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü f : Rd 7→ R.

f(x0 + h) = f(x0) +

d∑

k=1

hkLk + o(h), Lk = L(x0)~ek

Ïóñòü

~h = (0, . . . , 0, hk, 0, . . . , 0). Òîãäà

f(x01, x
0
2, . . . , x

0
k + hk, . . . , x

0
d)− f(x01, . . . , x

0
d)

hk
= Lk + o(1), hk → +0.

Lk = lim
hk→0

f(~x0 + hk~ek)− f(~x0)

hk
=

∂f

∂xk

∣∣∣
~x=~x0

,

ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìû íàçûâàåì ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé xk.

Èç îïðåäåëåíèÿ äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè â òî÷êå x0 ∈ Rd âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü ýòîé �óíêöèè â

òî÷êå x0, ïîñêîëüêó èç îïðåäåëåíèÿ äè��åðåíöèðóåìîñòè ñëåäóåò ðàâåíñòâî limh→~0 f(x
0+h) = f(x0). Äàííîå

óñëîâèå íàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äè��åðåíöèðóåìîñòè.

�ëÿäÿ íà îïðåäåëåíèå äè��åðåíöèðóåìîñòè âîçíèêàåò ìûñëü "à íå ñëåäóåò ëè äè��åðåíöèðóåìîñòü èç

ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ"? Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íå

ãàðàíòèðóåò äè��åðåíöèðóåìîñòè â çàäàííîé òî÷êå.

Ï ð è ì å ð 4.6.1. Èññëåäóåì �óíêöèþ îò äâóõ ïåðåìåííûõ

f(x, y) = 3
√
x3 + y3.

Ïîêàæåì, ÷òî ó äàííîé �óíêöèè ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è íàéä¼ì èõ:

O

y

x

z

�èñ. 4.8: �ðà�èê �óíêöèè f(x, y) = 3
√
x3 + y3.

f ′
x(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= lim
x→0

x

x
= 1,

f ′
y(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= lim

y→0

y

y
= 1.
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Âûÿñíèì ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå (0, 0). Äåéñòâèòåëüíî, äè��åðåíöèðóå-
ìîñòü �óíêöèè f(x, y) â òî÷êå (0, 0) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

f(x, y) = f(0, 0) + f ′
x(0, 0)x+ f ′

y(0, 0)y + o(
√
x2 + y2), (x, y) → (0, 0),

èëè

3
√
x3 + y3 = x+ y + o(

√
x2 + y2), (x, y) → (0, 0).

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íåâûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî ïðåäåë

lim
(x,y)→(0,0)

3
√
x3 + y3 − x− y√

x2 + y2

íå ñóùåñòâóåò (è òåì áîëåå íå ðàâåí íóëþ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäíèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Òîãäà äîëæåí

ñóùåñòâîâàòü ïðåäåë îò òîé æå �óíêöèè ïî ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé âèäà y = kx, x → 0, ò.å. (x, kx) → (0, 0),
ïðè÷¼ì íåçàâèñèòü îò k ∈ R.

lim
x→0

3
√
x3 + (kx)3 − x− kx√

x2 + (kx)2
= lim

x→0

x( 3
√
1 + k3 − 1− k)

|x|
√
1 + k2

.

Ïîñêîëüêó îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà x → +0 è x → −0 ñóùåñòâóåò, íî íå ðàâíû äðóã äðóãó, òî äâîéíîãî

ïðåäåëà íå ñóùåñòâóåò, à ñëåäîâàòåëüíî èñõîäíàÿ �óíêöèÿ íå äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå (0, 0). Îòìåòèì,
÷òî, åñëè áû ïîñëåäíèé ïðåäåë ñóùåñòâîâàë áû, òî âñ¼ ðàâíî îòñþäà âûòåêàëî áû, ÷òî äâîéíîé ïðåäåë íå

ñóùåñòâåò, ò.ê. îí áû çàâèñèò îò k.

Òåîðåìà 4.6.1 (Ëàãðàíæà). Ïóñòü f : Rd → R. Ïóñòü f ∈ D(~a,~b), f ∈ C[~a,~b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ~c ∈ (~a,~b)
òàêàÿ, ÷òî

f(~b)− f(~a) = f ′(~c)(~b − ~a) =

d∑

k=1

f ′
xk
(~c)(bk − ak).

Çäåñü îòðåçîê â ïðîñòðàíñòâå Rd ïîíèìàåòñÿ êàê

[~a,~b] = {~at+ (1− t)~b; t ∈ [0, 1]}.
Äîêàçàòåëüñòâî.

F (t) = f(~a(1− t) + t~b) = f(~a+ t(~b − ~a))

F ∈ C[0, 1]
F ∈ D(0, 1)

}
⇒ F (1)− F (0) = F ′(θ) =

d∑

k=1

f ′
xk
(~a+ θ(~b − ~a))(bk − ak),

ãäå θ ∈ (0, 1), ~c ∈ (~a,~b).

Òåîðåìà 4.6.2 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äè��åðåíöèðóåìîñòè). Ïóñòü f : Rd → R. Åñëè ñóùåñòâóþò è

íåïðåðûâíû f ′
x1
, . . . , f ′

xd
â òî÷êå ~a òîãäà f ∈ D(~a).

Äîêàçàòåëüñòâî.

f(~a+ ~h)− f(~a) = (f(a1 + h1, . . . , ad + hd)− f(a1, a2 + h2, . . . , ad + hd))+

+ (f(a1, a2 + h2, . . . , ad + hd)− f(a1, a2, a3 + h3, . . . , ad + hd)) + · · ·+
+ (f(a1, . . . , ad−1, ad + hd)− f(a1, . . . , ad)) =

=f ′
x1
(a1 + θ1h1, a2 + h2, . . . , ad + hd)h1 + f ′

x2
(a1, a2 + θ2h2, a3 + h3, . . . , ad + hd)h2+

+ · · ·+ f ′
xd
(a1, . . . , ad−1, ad + θdhd)hd =

=(f ′
x1
(~a) + o(1))h1 + (f ′

x2
(~a) + o(1))h2 + · · ·+ (f ′

xd
(~a) + o(1))hd =

d∑

k=1

f ′
xk
(~a)hk + o(|h|), h→ 0.

Çäåñü θk ∈ (0; 1), äëÿ âñåõ k = 1, . . . n.
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Òåîðåìà 4.6.2 äà¼ò òîëüêî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèè íå óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèþ òåîðåìû 4.6.2, íî òåì íå ìåíåå äè��åðåíöèðóåìûå â òî÷êå.

Ï ð è ì å ð 4.6.2. Èññëåäóåì �óíêöèþ îò äâóõ ïåðåìåííûõ

f(x, y) = 3
√
x3 + y4.

Ïîêàæåì, ÷òî ó äàííîé �óíêöèè ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è íàéä¼ì èõ:

f ′
x(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= lim

x→0

x

x
= 1,

f ′
y(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= lim
y→0

y4/3

y
= 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé x ðàçðûâíà â òî÷êå (0, 0). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ y 6= 0 ñïðàâåäëèâî

O

y

x

z

�èñ. 4.9: �ðà�èê �óíêöèè f(x, y) = 3
√
x3 + y4.

f ′
x(0, y) = lim

x→0

f(x, y)− f(0, y)

x− 0
= lim
x→0

3
√
x3 + y4 − 3

√
y4

x
= lim

x→0

3
√
y4
(

3

√
1 + x3

y4 − 1
)

x
= lim
x→0

x3

3xy8/3
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî limy→0 f
′
x(0, y) = 0 6= 1 = f ′

x(0, 0). Âûÿñíèì ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìîé

â òî÷êå (0, 0). Äåéñòâèòåëüíî, äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè f(x, y) â òî÷êå (0, 0) ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó

f(x, y) = f(0, 0) + f ′
x(0, 0)x+ f ′

y(0, 0)y + o(
√
x2 + y2), (x, y) → (0, 0),

èëè

3
√
x3 + y4 = x+ o(

√
x2 + y2), (x, y) → (0, 0).

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî ïðåäåë

lim
(x,y)→(0,0)

3
√
x3 + y4 − x√
x2 + y2
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ñóùåñòâóåò è ðàâåí íóëþ. Ïåðåéä¼ì â ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

lim
(x,y)→(0,0)

3
√
x3 + y4 − x√
x2 + y2

= lim
r→0+

r( 3
√

cos3 ϕ+ r sin4 ϕ− cosϕ)

r
= lim
r→0+

(
3

√
cos3 ϕ+ r sin4 ϕ− cosϕ) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ f(x, y) = 3
√
x3 + y4 äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå (0, 0).

Îïðåäåëåíèå 4.6.2. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ â ñëó÷àå ìíîãèõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå,

êàê è â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé � ïîñëåäîâàòåëüíî, ò.å.

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
;

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
;

∂3f

∂y3
=

∂

∂y

(
∂2f

∂y2

)
.

Ï ð è ì å ð 4.6.3. Ïîêàæåì, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, âçÿòûå â ðàçíîì

ïîðÿäêå ðàçëè÷íû. �àññìîòðèì �óíêöèþ

f(x, y) =

{
xy · x2−y2

x2+y2 , åñëè x2 + y2 6= 0;

0, åñëè x = y = 0.

Òîãäà

∂2f

∂x∂y

∣∣∣∣
~0

6= ∂2f

∂y∂x

∣∣∣∣
~0

.

Òî÷íåå

∂2f

∂x∂y

∣∣∣∣
~0

= −1,
∂2f

∂y∂x

∣∣∣∣
~0

= 1.

Íàéä¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà:

f ′
x(x, y) =

{
y ·
(
x2−y2
x2+y2 + 4x2y2

(x2+y2)2

)
, åñëè x2 + y2 6= 0;

0, åñëè x = y = 0.

f ′
y(x, y) =

{
x ·
(
x2−y2
x2+y2 − 4x2y2

(x2+y2)2

)
, åñëè x2 + y2 6= 0;

0, åñëè x = y = 0.

Ïðè y 6= 0 ïîëó÷àåì f ′
x(0, y) = −y, îòêóäà

f ′′
xy(0, 0) = lim

y→0

f ′
x(0, y)− f ′

x(0, 0)

y
= −1.

Ïðè x 6= 0 ïîëó÷àåì f ′
y(x, 0) = x, îòêóäà

f ′′
yx(0, 0) = lim

x→0

f ′
y(x, 0)− f ′

y(0, 0)

x
= 1.

Òåîðåìà 4.6.3 (òåîðåìà Øâàðöà). Ïóñòü f : Rd → R. Òîãäà åñëè ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂2f

∂xk∂xl
,

∂2f

∂xl∂xk

â òî÷êå ~a è íåïðåðûâíû â ýòîé òî÷êå, òî

f ′′
xkxl

(~a) = f ′′
xlxk

(~a).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì y1 = xk, y2 = xl. �àññìîòðèì �óíêöèþ

∆ = ∆(y1, y2, h1, h2) = f(y1 + h1, y2 + h2)− f(y1, y2 + h2)− f(y1 + h1, y2) + f(y1.y2).

Îïðåäåëèì ϕ(y1 + t) = f(y1 + t, y2 + h2)− f(y1 + t, y2). Òîãäà èç òåîðåìû Ëàãðàíæà, ïîëó÷àåì

∆ = (f(y1 + h1, y2 + h2)− f(y1 + h1, y2))− (f(y1, y2 + h2)− f(y1, y2)) =

= ϕ(y1 + h1)− ϕ(y1) = ϕ′(y1 + θ1h1)h1 =

=
(
f ′
y1(y1 + θ1h1, y2 + h2)− f ′

y1(y1 + θ1h1, y2)
)
h1 = f ′′

y1y2(y1 + θ1h1, y2 + θ2h2)h1h2,

ãäå θ1, θ2 ∈ (0, 1). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

∆ = (f(y1 + h1, y2 + h2)− f(y1, y2 + h2))− (f(y1 + h1, y2)− f(y1, y2)) =

=
(
f ′
y2(y1 + h1, y2 + θ∗2h2)− f ′

y2(y1, y2 + θ∗2h2)
)
h2 = f ′′

y2y1(y1 + θ∗1h1, y2 + θ∗2h2)h1h2,

ãäå θ∗1 , θ
∗
2 ∈ (0, 1). Äîêàçàíî ðàâåíñòâî

f ′′
y2y1(y1 + θ∗1h1, y2 + θ∗2h2) = f ′′

y1y2(y1 + θ1h1, y2 + θ2h2),

êîòîðîå ââèäó íåïðåðûâíîñòè âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíîñèëüíî

f ′′
y2y1(y1, y2) + o(1) = f ′′

y1y2(y1, y2) + o(1), |h| =
√
h21 + h22 → 0.

Îòêóäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè â òî÷êå (ñëó÷àé Rd
).

2. Ñ�îðìóëèðóåòå òåîðåìó Øâàðöà.

Óïðàæíåíèÿ ê 4.6

Óïðàæíåíèå 4.6.1. Äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ f(x, y) = 3
√
xy2 íåïðåðûâíà íà [−1; 1]2 è ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå â êàæäîé òî÷êå, íî �óíêöèÿ íå äè��åðåíöèðóåìà â (0, 0).

Óïðàæíåíèå 4.6.2. Äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ

f(x, y) =







(x2 + y2) cos
1

x2 + y2
, x2 + y2 > 0,

0, x2 + y2 = 0

äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå (0, 0), íî å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå � ðàçðûâíûå �óíêöèè â òî÷êå (0, 0).

Óïðàæíåíèå 4.6.3. Äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ

f(x, y) =







x2y2

x2 + y2
, x2 + y2 > 0,

0, x2 + y2 = 0

âñþäó èìååò ðàâíûå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà (â òîì ÷èñëå è â òî÷êå (0, 0)), îäíàêî ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà íå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè â òî÷êå (0, 0).

Óïðàæíåíèå 4.6.4. Áóäåò ëè �óíêöèÿ

f(x, y) =







x2 + 5y2

|x|+ |y| , x2 + y2 > 0,

0, x2 + y2 = 0

íåïðåðûâíîé â òî÷êå (0; 0)? ßâëÿåòñÿ ëè îíà äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå (0, 0)?

Îòâåòû:

4.6.1 . 4.6.4 Íåïðåðûâíà, íî íå äè��åðåíöèðóåìà.
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4.7 Òåîðåìà î íåÿâíîé �óíêöèè.

Íàì õîðîøî èçâåñòåí ïðèìåð îêðóæíîñòè. Óðàâíåíèå âèäà x2 + y2 = 1. Ýòî ïðîñòåéøàÿ íåÿâíî çàäàííàÿ

�óíêöèÿ.

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: êîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 äëÿ òî÷êè îêðóæíîñòè (x0, y0) â

êîòîðîé ñóùåñòâóåò å¼ ÿâíîå çàäàíèå êàê �óíêöèè y = y(x)?
Ïîñêîëüêó èç óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè ìîæíî íàéòè: y = ±

√
1− x2, òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x0 ∈ (−1, 1) îòâåò

íà âîïðîñ ïîëîæèòåëåí, ò.å. ñóùåñòâóåò ÿâíîå âûðàæåíèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè. Â òî÷êàõ æå x0 = ±1 íå
ñóùåñòâåò îäíîçíà÷íîé �óíêöèè y = y(x), îïðåäåë¼ííîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 1 ëèáî x0 = −1,
êîòîðàÿ áû çàäàâàëà óðàâíåíèå îêðóæíîñòè (à íå å¼ ÷àñòè).

Ïðèâåä¼ì îáùèé ðåçóëüòàò òàêîãî ðîäà:

Òåîðåìà 4.7.1. Ïóñòü f : R2 7→ R. È âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. f(x0, y0) = 0.

2. f, f ′
x, f

′
y ∈ C(Uδ(x0, y0)).

3. f ′
y(x0, y0) 6= 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Iδ = [x0 − δ, x0 + δ] òàêàÿ, ÷òî

• Ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ y = ϕ(x) íà Iδ, òàêàÿ, ÷òî y0 = ϕ(x0) è f(x, ϕ(x)) = 0, ∀x ∈ Iδ. Ò.å. �óíêöèÿ
y = ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ÿâíûì çàäàíèåì èñõîäíîé �óíêöèè, çàäàííîé íåÿâíî.

• Êðîìå òîãî y = ϕ(x) ∈ C1(Iδ), ïðè÷¼ì y′x = − f ′
x

f ′
y
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåïðåðûâíîñòè ∃U(x0, y0) : |f ′
y| > m > 0, |f ′

x| 6 M . Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèè

y = ϕ(x) òàêîé, ÷òî f(x, ϕ(x)) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ′
y(x0, y0) > 0 ⇒ f(x0, y) ↑ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

y0. Òàê êàê �óíêöèÿ âîçðàñòàåò, à â òî÷êå (x0, y0) âûïîëíåíî f(x0, y0) = 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå δ̃1 > 0,

O

y

x

x ±0 1- x ±0 1+x0

y ±0 2+

y ±0 2-

y0

-

++++ + + +

- - - - - -------

U( ,x0 0y )

�èñ. 4.10: Ê òåîðåìå î íåÿâíîé �óíêöèè.

÷òî f(x0, y0 − δ̃1) < 0, f(x0, y0 + δ̃1) > 0. Èç íåïðåðûâíîñòè f(x, y) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå δ∗ òàêîãî, ÷òî

∀x ∈ [x0 − δ∗, x0 + δ∗] âûïîëíåíî f(x, y0 − δ̃1) < 0 è f(x, y0 + δ̃1) > 0.

∃y = ϕ(x) f(x, ϕ(x)) = 0.

�àññìîòðèì òî÷êó (x0 +∆x, y0 +∆y), ëåæàùóþ íà ãðà�èêå �óíêöèè y = ϕ(x). Òîãäà èç òåîðåìû Ëàãðàíæà

ïîëó÷àåì

0 = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0) = f ′
x(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)∆x+ f ′

y(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)∆y, θ ∈ (0, 1).

Îòêóäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî

∆y = −f
′
x

f ′
y

(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)∆x. (4.7.1)
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Ñëåäîâàòåëüíî

|∆y| 6 M

m
|∆x|.

Îòêóäà ∆y → 0 ïðè ∆x→ 0, ÷òî îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè ϕ(x), ò.å.

y = ϕ(x) ∈ C[x0 − δ∗, x0 + δ∗].

Îñòà¼òñÿ â ðàâåíñòâå (4.7.1) ïåðåéòè ê ïðåäåëó:

lim
∆x→0

∆y

∆x
= − lim

∆x→0

f ′
x

f ′
y

(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y) = −f
′
x

f ′
y

.

Òåîðåìà 4.7.2. Ïóñòü f : Rd × R 7→ R. È âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. f(~x0, y0) = 0.

2. f, f ′
xk
, f ′
y ∈ C(Uδ(~x0, y0)), k = 1, . . . d.

3. f ′
y(~x0, y0) 6= 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Iδ = {~x ∈ Rd : |xk − x0k| 6 δ, k = 1, . . . d}. òàêàÿ, ÷òî

• Ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ y = ϕ(~x) íà Iδ, òàêàÿ, ÷òî y0 = ϕ(~x0) è f(~x, ϕ(~x)) = 0, ∀x ∈ Iδ. Ò.å. �óíêöèÿ
y = ϕ(~x) ÿâëÿåòñÿ ÿâíûì çàäàíèåì èñõîäíîé �óíêöèè, çàäàííîé íåÿâíî.

• y = ϕ(~x) ∈ C1(Iδ) (ò.å. âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû), ïðè÷¼ì y′xk
= − f ′

xk

f ′
y
, k = 1, . . . , d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ�óíêöèè y = ϕ(~x) ïîâòîðÿò äîñëîâíî ðàññóæäåíèÿ â ïðåäû-
äóùåé òåîðåìå. Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè y = ϕ(~x) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

0 = f(~x0 +∆~x, y0 +∆y)− f(~x0, y0) =

=
d∑

k=1

f ′
xk
(~x0 +Θ∆~x, y0 +Θ∆y)∆xk + f ′

y(~x0 +Θ∆~x, y0 +Θ∆y)∆y.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∆y → 0 îòêóäà âûòåêàåò y = ϕ(~x) ∈ C(Iδ). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ðàññìîòðèì

∆x = (0, . . . , 0,∆xk, 0, . . . , 0) ⇒ ∆y

∆xk
= −f

′
xk

f ′
y

(~x0 +Θ∆~x, y +Θ∆y).

Òåîðåìà 4.7.3. Ïóñòü d,m ∈ N, ~x = (x1, . . . , xd), ~y = (y1, . . . , ym) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1.

~f(~x0, ~y0) = ~0.

2.

~f : Rd+m → Rm ~f = (f1, . . . , fm), ~f(~x, ~y), ~f ′
xk
, ~f ′
yl

∈ C(O(~x0, ~y0)), ãäå k = 1, . . . , d, l = 1, . . . ,m.

3.

D(f1,...,fm)
D(y1,...,ym) � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà â òî÷êå (~x0, ~y0).

Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü I~δ = {~x0 ∈ Rd : |xk − x0k| 6 δk, k = 1, . . . , d} òàêàÿ, ÷òî

• yl(~x) = ϕl(~x), l = 1, . . . ,m � ÿâíûå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ò.å.

~f(~x, ~ϕ(~x)) = ~0 è ~y0 = ~ϕ(~x0).
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• (yl)
′
xk

∈ C(Iδ), ãäå k = 1, . . . , d, l = 1, . . . ,m è y′ = −(f ′
y)

−1 · f ′
x.

Çäåñü y′ =



y1x1

y1x2
. . . y1xd

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ymx1

ymx2
. . . ymxd



, f ′

x =



f1
x1

f1
x2

. . . f1
xd

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fmx1

fmx2
. . . fmxd



, f ′

y =



f1
y1 f1

y2 . . . f1
ym

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fmy1 fmy2 . . . fmym



.

À (f ′
y)

−1
� îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê f ′

y.

Ï ð è ì å ð 4.7.1. Ïóñòü çàäàííà �óíêöèÿ f : R3 7→ R2
.

(x, y, z) 7→ (x2 − 2yz + 1, 3x3 − y − 2z).

�àññìîòðèì íåÿâíî çàäàííóþ �óíêöèþ f = 0. Ïðîâåðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåÿâíî çàäàííàÿ �óíêöèÿ (y(x), z(x))
â îêðåñòíîñòè òî÷êè (1; 1; 1) è íàéòè å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì áîëåå óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ (èñïîëüçóåìûå â òåîðåìå): f : (x, y1, y2) 7→ (f1, f2) =
(x2− 2y1y2+1, 3x3− y1− 2y2). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî f(1; 1; 1) = 0. Íàéä¼ì ìàòðèöû èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

f ′
y =

(
f1
y1 f1

y2

f2
y1 f2

y2

)
=

(
−2y2 −2y1
−1 −2

)
.

Ïîñêîëüêó det(f ′
y)|(1;1;1) = 2, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà (f ′

y)
−1
, íàéä¼ì å¼:

(f ′
y)

−1 =
1

2(2y2 − y1)

(
−2 2y1
1 −2y2

)
è f ′

x =

(
f1
x

f2
x

)
=

(
2x
9x2

)
.

Îòêóäà

y′ = −(f ′
y)

−1 · f ′
x = − 1

2(2y2 − y1)

(
−2 2y1
1 −2y2

)
·
(
2x
9x2

)
= − 1

2(2y2 − y1)

(
−4x+ 18x2y1
2x− 18x2y2

)
.

Âîçðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷àåì:

y′x =
2x− 9x2y

2z − y
, z′x =

−x+ 9x2z

2z − y
.

Çàìåòèì, ÷òî êîíå÷íî æå, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå y′x è z
′
x ìîæíî áûëî áû íàéòè èñïîëüçóþ óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå

{
x2 − 2yz + 1 = 0,

3x3 − y − 2z = 0.

íà äè��åðåíöèàëû. Ò.å. èç ñèñòåìû: {
xdx − zdy − ydz = 0,

9x2dx− dy − 2dz = 0.

Ï ð è ì å ð 4.7.2. Ïóñòü çàäàííî îòîáðàæåíèå f : R4 7→ R2
.

(x, y, z, w) 7→ (f1(x, y, z, w), f2(x, y, z, w)).

�àññìîòðèì íåÿâíî çàäàííûå �óíêöèè z = z(x, y), w = w(x, y) â îêðåñòíîñòè U òî÷êè (x0, y0, z0, w0), ãäå
(x0, y0, z0, w0) ðåøåíèå ñèñòåìû (f1(x, y, z, w), f2(x, y, z, w)) = (0, 0). Èçâåñòíî, ÷òî �óíêöèÿ f èìååò âñå ÷àñò-
íûå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå îêðåñòíîñòè U è

∣∣∣∣
f1
z f1

w

f2
z f2

w

∣∣∣∣ 6= 0, â (x0, y0, z0, w0).

Ïðîâåðèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ÿâíî çàäàííûå �óíêöèè (z(x, y), w(x, y)) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0, z0, w0) è
íàéòè èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì áîëåå óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ (èñïîëüçóåìûå â òåîðåìå):

f : (x1, x2, y1, y2) 7→ (f1(x1, x2, y1, y2), f
2(x1, x2, y1, y2)),

~x 0 = (x0, y0), ~y
0 = (z0, w0). Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé �óíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî,

1.

~f : R4 → R2, ~f = (f1, f2), ~f(~x, ~y), ~f
′
x1
, ~f ′
x2
, ~f ′
y1 ,

~f ′
y2 ∈ C(U(~x 0, ~y 0)).

2.

~f(~x 0, ~y 0) = (0, 0).

3.

D(f1,f2)
D(y1,y2)

� îáðàòèìàÿ ìàòðèöà â òî÷êå (~x 0, ~y 0), ïîñêîëüêó îòëè÷åí îò íóëÿ ñîîòâåòñòâóþùèé îïðåäåëèòåëü.

Òîãäà ñóùåñòâåò îêðåñòíîñòü

Iδ = {(x1, x2) ∈ R2 :
√
(x1 − x01)

2 + (x2 − x02)
2 6 δ}

òàêàÿ, ÷òî â ýòîé îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóþò �óíêöèè (y1(x1, x2), y2(x1, x2)), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÿâíûìè ðåøå-
íèÿìè ñèñòåìû {

f1(x1, x2, y1(x1, x2), y2(x1, x2)) = 0,

f2(x1, x2, y1(x1, x2), y2(x1, x2))) = 0,
(4.7.2)

ïðè÷¼ì y1, y2 ∈ C1(Iδ). Íàéä¼ì ÿâíûé âèä ýòèõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

I. Ñïîñîá. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î íåÿâíîé �óíêöèè.

(
y1x1

y1x2

y2x1
y2x2

)
= −

(
f1
y1 f1

y2

f2
y1 f2

y2

)−1(
f1
x1

f1
x2

f2
x1

f2
x2

)
= − 1

∆

(
f2
y2 −f1

y2

−f2
y1 f1

y1

)(
f1
x1

f1
x2

f2
x1

f2
x2

)
=

= − 1

∆

(
f2
y2f

1
x1

− f1
y2f

2
x1

f2
y2f

1
x2

− f1
y2f

2
x2

f1
y1f

2
x1

− f1
x1
f2
y1 f1

y1f
2
x2

− f1
x2
f2
y1

)
= − 1

∆

(
∂(f1,f2)
∂(x1,y2)

∂(f1,f2)
∂(x2,y2)

∂(f1,f2)
∂(y1,x1)

∂(f1,f2)
∂(y1,x2)

)
.

Èòîãî ìû íàøëè:

y1x1
= −

∣∣∣ ∂(f1,f2)∂(x1,y2)

∣∣∣
∣∣∣∂(f1,f2)∂(y1,y2)

∣∣∣
, y1x2

= −

∣∣∣ ∂(f1,f2)∂(x2,y2)

∣∣∣
∣∣∣∂(f1,f2)∂(y1,y2)

∣∣∣
, y2x1

= −

∣∣∣ ∂(f1,f2)∂(y1,x1)

∣∣∣
∣∣∣∂(f1,f2)∂(y1,y2)

∣∣∣
, y2x2

= −

∣∣∣ ∂(f1,f2)∂(y1,x2)

∣∣∣
∣∣∣∂(f1,f2)∂(y1,y2)

∣∣∣
.

II. Ñïîñîá. Íàéä¼ì y1x1
ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, èñïîëüçóþ ñèñòåìó (4.7.2). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðîèç-

âîäíóþ ïî ïðåìåííîé x1
{

f1
x1

+ f1
y1y

1
x1

+ f1
y2y

2
x1

= 0,

f2
x1

+ f2
y1y

1
x1

+ f2
y2y

2
x1

= 0.
⇐⇒

{
f1
y1y

1
x1

+ f1
y2y

2
x1

= −f1
x1
,

f2
y1y

1
x1

+ f2
y2y

2
x1

= −f2
x1
.

Ñîãëàñíî ïðàâèëàì Êðàìåðà, ïîëó÷àåì

y1x1
= −

∣∣∣ ∂(f1,f2)∂(x1,y2)

∣∣∣
∣∣∣∂(f1,f2)∂(y1,y2)

∣∣∣
, y2x1

= −

∣∣∣ ∂(f1,f2)∂(y1,x1)

∣∣∣
∣∣∣∂(f1,f2)∂(y1,y2)

∣∣∣
.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ y1x2
, y2x2

.

Ï ð è ì å ð 4.7.3. �àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{
3xyzw + 2x3y3z3 + 4w3 = 9,

5x+ y + z3 + w3 + w2z2 = 9.

(à) Ñóùåñòâóþò ëè ÿâíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû, â âèäå �óíêöèé z(x, y) è w(x, y) â òî÷êå x = 1, y = 1, z = 1,
w = 1? Áóäóò ëè îíè äè��åðåíöèðóåìû â ýòîé òî÷êå?

(á) Åñëè, äà, òî íàéäèòå z′x, w
′
x â ýòîé òî÷êå.



132 �ëàâà 4. Äè��åðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè. Ïîëîæèì f1(x, y, z, w) =
3xyzw + 2x3y3z3 + 4w3 − 9, f2(x, y, z, w) = 5x+ y + z3 + w3 + w2z2 − 9. Òîãäà

1. f1(1, 1, 1, 1) = 0, f2(1, 1, 1, 1) = 0.

2. f1
, f2

, f1
x1
, f1

x2
, f2

x1
, f2

x2
∈ C(U(1, 1, 1, 1)).

3.

D(f1,f2)
D(z,w) � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà â òî÷êå (1, 1, 1, 1), ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣
D(f1, f2)

D(z, w)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
f1
z f1

w

f2
z f2

w

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
4xyw + 6x3y3z2 12w2 + 4xyz

2w2z + 3z2 3w2 + 2wz2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
10 16
5 5

∣∣∣∣ = −30

îòëè÷åí îò íóëÿ.

Òîãäà ñóùåñòâåò îêðåñòíîñòü

Iδ = {(x, y) ∈ R2 :
√
(x− 1)2 + (y − 1)2 6 δ}

òàêàÿ, ÷òî â ýòîé îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóþò �óíêöèè (z(x, y), w(x, y)), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÿâíûìè ðåøåíèÿìè
ñèñòåìû. Ïðè÷¼ì z(x, y), w(x, y) ∈ C1(Iδ). Íàéä¼ì ÿâíûé âèä ýòèõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

Ñîãëàñíî, ðàçîáðàííîìó âûøå ïðèìåðó, èìååì

∂z

∂x
= −

∣∣∣∂(f
1,f2)

∂(x,w)

∣∣∣
∣∣∣∂(f1,f2)
∂(z,w)

∣∣∣
= −

∣∣∣∣
4yzw + 6x2y3z3 12w2 + 4xyz

5 3w2 + 2wz2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
4xyw + 6x3y3z2 12w2 + 4xyz

2w2z + 3z2 3w2 + 2wz2

∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣
10 16
5 5

∣∣∣∣
−30

= −1,

∂w

∂y
= −

∣∣∣∂(f
1,f2)

∂(z,y)

∣∣∣
∣∣∣∂(f1,f2)
∂(z,w)

∣∣∣
= −

∣∣∣∣
4xyw + 6x3y3z2 4xzw + 6x3y2z3

3z2 + 2wz2 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
4xyw + 6x3y3z2 12w2 + 4xyz

2w2z + 3z2 3w2 + 2wz2

∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣
10 10
5 1

∣∣∣∣
−30

= −4

3
.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóåòå òåîðåìó î íåÿâíîé �óíêöèè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî �óíêöèÿ çàâèñèò îò òð¼õ íåçàâèñèìûõ ïå-

ðåìåííûõ.

2. Ñ�îðìóëèðóåòå òåîðåìó î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè äëÿ ñëó÷àÿ (a) äâóõ �óíêöèé è äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ,

(á) äâóõ �óíêöèé è òð¼õ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî â òåîðåìå î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè â ñëó÷àå d = m ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå èç ñèñòåìû







f1(x1, . . . , xd, y1, . . . , yd) = 0,

f2(x1, . . . , xd, y1, . . . , yd) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fd(x1, . . . , xd, y1, . . . , yd) = 0.

ìîæíî èñêàòü ïî �îðìóëå

(yl)
′
xk

= −

∣
∣
∣
∂(f1,...,f l−1,f l,f l+1,...,fd)
∂(y1,...,yl−1,xk,yl+1,...,yd)

∣
∣
∣

∣
∣
∣
∂(f1,...,fd)
∂(y1,...,yd)

∣
∣
∣

,

ãäå k, l = 1, . . . d.

Óïðàæíåíèÿ ê 4.7

Óïðàæíåíèå 4.7.1. Ôóíêöèÿ y(t) îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ

(a)

∫ t

0

f(x, y) dx = 1 + t+ y3, (b)

∫ t

0

f(x, y) dx =

∫ y

0

g(x, y) dx.

Íàéäèòå y′t.
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Óïðàæíåíèå 4.7.2. �àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

{

xyz2 + x3y + 3y3z3 − 2x = 3,

2x2yz + z2 + 3xy + 5yx3 = −5.

(à) Îïðåäåëåíû ëè �óíêöèè x(z) è y(z) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè A = (−1, 1, 1)? (á) Íàéäèòå dg/dz, ãäå
g(z) = x(z)y(z).

Óïðàæíåíèå 4.7.3. �àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{

3xyzw + x5y5z5 + w3 = 5,

x+ 3y + 2z3 + w3 + w2z2 = 8.

(à) Ñóùåñòâóþò ëè ÿâíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû, â âèäå �óíêöèé z(x, y) è w(x, y) â òî÷êå x = 1, y = 1, z = 1, w = 1?
Áóäóò ëè îíè äè��åðåíöèðóåìû â ýòîé òî÷êå?

(á) Åñëè äà, òî íàéäèòå z′x, w
′
x â ýòîé òî÷êå.

Óïðàæíåíèå 4.7.4. �àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:







2xyzuvw + u5x7y7w5 + v5 = 4,

x− y + 2z + u3 + v3w3 + u− v = 4,

xu5 + (y + z)v5 + u3v3w3 = 4.

(à) Ñóùåñòâóþò ëè ÿâíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû, â âèäå �óíêöèé u(x, y, z), v(x, y, z) è w(x, y, z) â òî÷êå x = 1, y = 1,
z = 1, u = 1, v = 1, w = 1? Áóäóò ëè îíè äè��åðåíöèðóåìû â ýòîé òî÷êå?

(á) Åñëè äà, òî íàéäèòå w′
x â ýòîé òî÷êå.

Îòâåòû:

4.7.1 (a) − f(t,y)−1
∫

t
0 f ′

y(x,y)dx−3y2 , (b) − f(t,y)
∫

t
0 f ′

y(x,y)dx−
∫ y
0 g′y(x,y) dx−g(y,y)

. Óêàçàíèå: Ïî �îðìóëå y′t = −F ′
t/F

′
y . 4.7.2 ???? 4.7.3

(
z′x z′y
w′

x w′
y

)

=

(
17/4 11/4
−7 w′

y

)

4.7.4 − 55
21
.

4.8 Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è ãåîìåòðè-

÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ

4.8.1 Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â �îðìå Ëàãðàíæà

Îïðåäåëåíèå 4.8.1. Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ f : Rd → R. Áóäåì ïèñàòü f ∈ Cn+1(U(~x0)) åñëè ó �óíêöèè

f(x) ñóùåñòâóþò âñå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå â îêðåñòíîñòè U(~x0) äî ïîðÿäêà n+ 1 âêëþ÷èòåëüíî.

Íàïðèìåð,

• f(x1, x2) ∈ C2(U(~x0)) îçíà÷àåò, ÷òî

f ′
x1
, f ′

x2
, f ′′

x1x1
, f ′′

x1x2
, f ′′

x2x1
, f ′′

x2x2
∈ C(U(~x0)).

• f(x1, x2, x3) ∈ C3(U(~x0)) îçíà÷àåò, ÷òî

f ′
xk
, f ′′

xkxl
, f ′′′

xkxlxm
∈ C(U(x0, y0)), äëÿ ëþáûõ k, l,m ∈ {1, 2, 3}.

Òåîðåìà 4.8.1 (ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â �îðìå Ëàãðàíæà). Ïóñòü ~x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd è çàäàííà

�óíêöèÿ f : Rd → R è âûïîëíÿåòñÿ

• f ∈ Cn+1(U(~x0));

• [~x0, ~x0 + ~h] ∈ U(~x0).



134 �ëàâà 4. Äè��åðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Òîãäà

f(~x0 + ~h) = f(~x0) + (

d∑

k=1

hk
∂

∂xk
)f |~x=~x0

+
(
∑d

k=1 hk
∂
∂xk

)2f |~x=~x0

2!
+ · · ·+

+
(
∑d
k=1 hk

∂
∂xk

)nf |~x=~x0

n!
+

(
∑d

k=1 hk
∂
∂xk

)n+1f |~x=~x0+θ~h

(n+ 1)!
, θ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì êàê ñâåñòè äàííóþ òåîðåìó ê ðÿäó Òåéëîðà äëÿ îäíîé ïåðåìåííîé. �àññìîòðèì

îòðåçîê â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå [~x0, ~x0 + ~h] = {~x ∈ Rd : ~x0 + t~h, t ∈ [0, 1]}. Ïîñêîëüêó ìíîãîìåðíûé îòðåçîê
ïàðàìåòðèçóåòñÿ îäíîìåðíîé ïåðåìåííîé t ∈ R1

, òî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü îäíîìåðíóþ �óíêöèþ íà îòðåçêå

[0, 1], îïðåäåë¼ííóþ ñëåäóþùåé �îðìóëîé:

F (t) = f(~x0 + t~h), t ∈ [0, 1].

Èç óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî F (t) èìååì íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà (n+ 1) âêëþ÷èòåëüíî

Ox1

x0+h

x0

x2

x3

�èñ. 4.11:

íà îòðåçêå [0; 1]. Ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ äëÿ ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè F (t) â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå
t0 = 0 ñ îñòàòêîì â �îðìå Ëàãðàíæà äëÿ ëþáîãî t ∈ [0; 1]. Çàïèøåì ðÿä Òåéëîðà äëÿ t = 1:

F (1) = F (0) +
F ′(0)

1!
+ · · ·+ F (n)(0)

n!
+
F (n+1)(θ)

(n+ 1)!
, θ ∈ (0, 1).

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî

F (1) = f(~x0 + ~h), F (0) = f(~x0),

F ′(0) =
d∑

k=1

f ′
xk
(~x0)hk =

(
d∑

k=1

hk
∂

∂xk

)
f |~x=~x0

,

F ′′(0) =

(
d∑

k=1

hk
∂

∂xk

)2

f |~x=~x0
,

. . .

F (n)(0) =

(
d∑

k=1

hk
∂

∂xk

)n
f |~x=~x0

.

Òåîðåìà 4.8.2 (ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â �îðìå Ïåàíî). Ïóñòü ~x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd äëÿ �óíêöèè

f : Rd → R è âûïîëíÿåòñÿ

• f ∈ Cn(U(~x0));

• [~x0, ~x0 + ~h] ∈ U(~x0).
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Òîãäà

f(~x0 + ~h) = f(~x0) + (

d∑

k=1

hk
∂

∂xk
)f |~x=~x0

+
(
∑d

k=1 hk
∂
∂xk

)2f |~x=~x0

2!
+ · · ·+

+
(
∑d

k=1 hk
∂
∂xk

)nf |~x=~x0

n!
+ o

(
|~h|n

)
, ~h→ ~0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, òîëüêî âìåñòî îñòàòêà â �îðìå Ëàãðàí-

æà íàäî çàïèñàòü îñòàòîê â �îðìå Ïåàíî.

Ï ð è ì å ð 4.8.1. �àçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèþ F (x1, x2) = 7− 2x1 + x2 + 3x1x2 â òî÷êå (1; 3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî

F ′
x1

= −2 + 3x2, F ′
x2

= 1 + 3x1,

F ′′
x1x1

= 0, F ′′
x1x2

= F ′′
x2x1

= 3, F ′′
x2x2

= 0,

Çíà÷åíèå èñõîäíîé �óíêöèè â òî÷êå (1; 3) ðàâíî F (1, 3) = 7− 2+3+9 = 17. Ïåðâûé äè��åðåíöèàë �óíêöèè
F èìååò âèä: (

(x1 − 1)
∂

∂x1
+ (x2 − 3)

∂

∂x2

)
F |(1;3) = 7 · (x1 − 1) + 4 · (x2 − 3).

Âû÷èñëèì âòîðîé äè��åðåíöèàë �óíêöèè F .

(
(x1 − 1)

∂

∂x1
+ (x2 − 3)

∂

∂x2

)2

F |(1;3) =

= F ′′
x1x1

(1, 3)(x1 − 1)2 + 2F ′′
x1x2

(1, 3)(x1 − 1)(x2 − 3) + F ′′
x2x2

(1, 3)(x2 − 3)2 = 6(x1 − 1)(x2 − 3).

Ïîñêîëüêó íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî âñå äè��åðåíöèàëû ðàâíû íóëþ äëÿ �óíêöèè F (x1, x2), òî ðàçëîæåíèå â ðÿä
Òåéëîðà ïðèíèìàåò âèä:

F (x1, x2) = 17 +
7 · (x1 − 1) + 4 · (x2 − 3)

1!
+

6(x1 − 1)(x2 − 3)

2!
.

4.8.2 �åîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ.

�àññìîòðèì ïðîñòîðàíñòâî R3
. Ïóñòü �óíêöèÿ z = f(x, y), òàêîâà, ÷òî f ∈ D(x0, y0). Òîãäà óñëîâèå äè��å-

ðåíöèðóåìîñòè ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó

z = f(x0, y0) + f ′
x|(x0,y0)(x− x0) + f ′

y|(x0,y0)(y − y0) + o(
√

(x− x0)2 + (y − y0)2), (x, y) → (x0, y0).

Îïðåäåëåíèå 4.8.2. Ïóñòü f ∈ D(x0, y0). Òîãäà z = z0 + A(x − x0) + B(y − y0) � êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü

ê ïîâåðõíîñòè z = f(x, y) â òî÷êå (x0, y0) èëè òî÷êå (x0, y0, z0(x0, y0)), åñëè îíà äîñòàâëÿåò íàèëó÷øåå

ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå â òî÷êå (x0, y0), ò.å.

z = z0 +A(x − x0) +B(y − y0) + o(
√

(x− x0)2 + (y − y0)2), (x, y) → (x0, y0).

Èòàê, óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè äëÿ ñëó÷àÿ z = f(x, y), f ∈ D(x0, y0), ïðèíèìàåò âèä A(x− x0) +
B(y − y0)− (z − z0) = 0. Âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå

~n = (A,B,−1) = (f ′
x|(x0,y0), f

′
y|(x0,y0),−1).
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Ïîëîæèì P = (x0, y0). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ êðèâóþ íà ïîâåðõíîñòè−→r (t) = (x(t), y(t), f(x(t), y(t))) ∈ C1
ïî àãðóìåíòó t. Òîãäà ~τ = (x′t, y

′
t, f

′
xx

′
t + f ′

yy
′
t)|P � êàñàòåëüíûé âåê-

òîð ê êðèâîé. Ëåãêî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:

~n · ~τ = 0.

Âûâîä: ïëîñêîñòü åäèíñòâåííà.

�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rd. Ïóñòü ω = f(x1, . . . , xd), p = (x01, . . . , x
0
d), f ∈ D(p). Â ïðîñòðàíñòâå Rd

óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ïðèíèìàåò âèä:

d∑

k=1

fxk
|p(xk − x0k)− (ω − ω0) = 0, ω0 = f(p).

Íåÿâíûé âèä:

F (x, y, z) = 0, F ∈ C1, P = (x0, y0, z0)

~n = (F ′
x, F

′
y, F

′
z)|P = (A,B,C).

Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ïîâåðõíîñòè: x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ D, ãäå D � áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê îäíîñâÿçíîå, ïðîñòîå ìíîæåñòâî (÷òîáû íå âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè ìîæíî çàìåíèòü ïðîñòîå

ìíîæåñòâî íà ìíîæåñòâî, ãðàíèöó êîòîðîãî ìîæíî çàäàòü íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè).

Îïðåäåëåíèå 4.8.3. Ïîâåðõíîñòü x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ D. íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè
çàäà¼òñÿ �óíêöèÿìè êëàññà x, y, z ∈ C1(D) è íà ïîâåðõíîñòè íåò îñîáûõ òî÷åê, ò.å. ~r′u × ~r′v 6= ~0, ∀(u, v) ∈ D.

Ïîëîæèì p = (x(u0, v0), y(u0, v0), z(u0, v0)).

~r′u = (x′u, y
′
u, z

′
u)|P

~r′v = (x′v, y
′
v, z

′
v)|P

~n = ~r′u × ~r′v =




D(y,z)
D(u,v) ,

D(z,x)
D(u,v) ,

D(x,y)
D(u,v)

‖ ‖ ‖
A B C




Çäåñü

D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣
x′u x′v
y′u y′v

∣∣∣∣

Òîãäà óðàâíåíèå ïëîñêîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå:

A(x − x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Ïîëîæèì E = (~r′u, ~r
′
u), F = (~r′v, ~r

′
v), G = (~r′u, ~r

′
v). Òîãäà ñïðàâåäëèâî

|~n| = |~r′u × ~r′v| = |~r′u| · |~r′v| · sinα = |~r′u| · |~r′v| · |
√
1− cos2 α| =

=
√
|~r′u|2|~r′v|2 − |~r′u|2|~r′v|2 cos2 α =

√
(~r′u, ~r′u)(~r′v~r′v)− (~r′u, ~r′v)2 =

=
√
EF −G2 =

√
A2 +B2 + C2.

Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì Ëàãðàíæà.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóåòå òåîðåìó î ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â �îðìå Ëàãðàíæà.

2. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè äëÿ äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè, çàäàííîé (à) â ÿâíîì âèäå z =
z(x, y); (á) ïàðàìåòðè÷åñêè x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v); (ñ) â íåÿâíîì âèäå F (x, y, z) = 0.

Óïðàæíåíèÿ ê 4.8
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Óïðàæíåíèå 4.8.1. �àññìîòðèì �óíêöèþ y(x), çàäàííóþ óðàâíåíèåì

y3 + 2y + 3x3 + x2 = 14.

(à) Îïðåäåëåíà ëè �óíêöèÿ y(x) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè A = (2, 1)? Ñóùåñòâóþò ëè ïðîèçâîäíûå y′ è y′′â
ýòîé òî÷êå?

(á) Åñëè äà, òî íàéäèòå ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèè y(x) â ýòîé òî÷êå ñ òî÷íîñòüþ äî o((x− 2)2), x→ 2.

Óïðàæíåíèå 4.8.2. �àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

{

xyz2 + x3y + 3y3z3 − 2x = 3,

2x2yz + z2 + 3xy + 5yx3 = −5.

(à) Îïðåäåëåíû ëè �óíêöèè x(z) è y(z) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè A = (−1, 1, 1)? Áóäóò ëè îíè äè��åðåíöè-

ðóåìû â ýòîé òî÷êå?

(á) Åñëè äà, òî íàéäèòå ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèè f(z) = x3(z)y(z) â ýòîé òî÷êå ñ òî÷íîñòüþ äî o((z −
1)2), z → 1.

Óïðàæíåíèå 4.8.3. �àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{

x3 + y3 + uwxy + 3x+ 4y = 10,

x2 + y2 + u3w3x3y + u−w = 3.

(à) Ñóùåñòâóþò ëè ÿâíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû, â âèäå �óíêöèé z(x, y) è w(x, y) â òî÷êå x = 1, y = 1, z = 1, w = 1?
Áóäóò ëè îíè äè��åðåíöèðóåìû â ýòîé òî÷êå?

(á) Åñëè äà, òî íàéäèòå ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèè z(x, y)w(x, y) â ýòîé òî÷êå ñ òî÷íîñòüþ äî

o(
√

(x− 1)2 + (y − 1)2), (x, y) → (1, 1).

Îòâåòû: 4.8.1 4.8.2 �ÿä Òåéëîðà f(z) = −1 + 12
11
(z − 1) + A(z − 1)2 + o(z − 1)2, z → 0. Óêàçàíèå: x′

z(A) = 7/11,

y′z(A) = 9/11. 4.8.3 1 + (−23/2)(x− 1) + (−38)(y − 1) + o(
√

(x− 1)2 + (y − 1)2), (x, y) → (1, 1). Óêàçàíèå: ïî òåîðåìå î

íåÿâíîé �óíêöèè íàéäèòå, ÷òî

(
u′
x u′

y

w′
x w′

y

)

â òî÷êå x = 1, y = 1, z = 1, w = 1 ïðèíèìàåò âèä

(
−6 −11/2
−19 −19

)

.

4.9 Ýêñòðåìóìû �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Êâàäðàòè÷íûå �îð-

ìû.

Ïóñòü �óíêöèÿ f : Rd 7→ R.

Îïðåäåëåíèå 4.9.1. Òî÷êà ~x 0
� òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ~x 0 ∈ locmin äëÿ �óíêöèè f(~x), åñëè ñóùå-

ñòâóåò Uδ(~x
0) òàêàÿ, ÷òî ∀~x ∈ Uδ(~x

0) ñëåäóåò, ÷òî f(~x) > f(~x 0).

Îïðåäåëåíèå 4.9.2. Òî÷êà ~x 0
� äîñòàâëÿåò ñòðîãèé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ �óíêöèè f(~x), åñëè ñó-

ùåñòâóåò Uδ(~x
0) òàêàÿ, ÷òî ∀~x ∈ Ůδ(~x 0) ñëåäóåò, ÷òî f(~x) > f(~x 0).

Îïðåäåëåíèå 4.9.3. Òî÷êà ~x 0
� òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ~x 0 ∈ locmax äëÿ �óíêöèè f(~x), åñëè

ñóùåñòâóåò Uδ(~x
0) òàêàÿ, ÷òî ∀~x ∈ Uδ(~x

0) ñëåäóåò, ÷òî f(~x) 6 f(~x 0).

Îïðåäåëåíèå 4.9.4. Òî÷êà ~x 0
� äîñòàâëÿåò ñòðîãèé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà äëÿ �óíêöèè f(~x), åñëè

ñóùåñòâóåò Uδ(~x
0) òàêàÿ, ÷òî ∀~x ∈ Ůδ(~x 0) ñëåäóåò, ÷òî f(~x) < f(~x 0).
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O

z
( )x x

0 0

1, 2

x2

x1

z f= ( , )x x1 2

�èñ. 4.12: Ëîêàëüíûé ìàêñèìóì â òî÷êå (x01, x
0
2).

Òåîðåìà 4.9.1 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà (â Rd)).

f ∈ D(~x0)
~x0 − loc extr

}
⇒





f ′
x1
(~x0) = 0

.

.

.

f ′
xd
(~x0) = 0

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì �óíêöèþ

ϕ(t) = f(x01, . . . , x
0
k−1, t, x

0
k+1, . . . , x

0
d).

È îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìà âûòåêàåò, ÷òî îäíîìåðíàÿ �óíêöèÿ ϕ(t) èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â òî÷êå x0k,
ò.å.

ϕ′(t)|t=x0
k
= 0.

Îòêóäà

f ′
xk
(~x0) = 0

Îïðåäåëåíèå 4.9.5. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

Q(~h) =

d∑

k,l=1

aklhkhl, akl ∈ R,

íàçûâàåòñÿ

Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè ∀~h ∈ Rd \ ~0, Q(~h) > 0.

Íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè ∀~h ∈ Rd, Q(~h) > 0.

Îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè ∀~h ∈ Rd \ ~0, Q(~h) < 0.

Íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè ∀~h ∈ Rd, Q(~h) 6 0.

Ëåììà 12.




a11 . . . a1d
.

.

.

.

.

.

ad1 . . . add


 ∆1 = a11, ∆2 =

∣∣∣∣
a11a12
a21a22

∣∣∣∣ ,∆3 =

∣∣∣∣∣∣

a11a12a13
a21a22a23
a31a32a33

∣∣∣∣∣∣
, . . . , ∆d = |A|

1. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, åñëè ∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . , ∆d > 0.
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2. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q � îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, åñëè ∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0, . . . , (−1)d∆d > 0.

3. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, åñëè âñå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû Ms > 0, s =
1, 2, . . . , N , ãäå N = C1

d + C2
d + · · ·+ Cdd = 2d − 1.

4. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q � íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, åñëè âñå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû (−1)kMs > 0,
s = 1, 2, . . . , N , ãäå N = C1

d + C2
d + · · ·+ Cdd = 2d − 1 è k � ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíîðà.

Çàìå÷àíèå 34. Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ ëåììû íàçûâàþòñÿ êðèòåðèåì Ñèëüâåñòðà.

Ï ð è ì å ð 4.9.1. Äëÿ ìàòðèöû 3×3 óñëîâèå òîãî, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìàQ� íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà

îçíà÷àåò íåîòðèöàòåëüíîñòü ñåìè (7 = C1
3 + C2

3 + C3
3 = 23 − 1) äèàãîíàëüíûõ ìèíîðîâ:

a11 > 0, a22 > 0, a33 > 0,∣∣∣∣∣∣
∗ ∗
∗ ∗

∣∣∣∣∣∣
> 0,

∣∣∣∣∣∣

∗ ∗

∗ ∗

∣∣∣∣∣∣
> 0,

∣∣∣∣∣∣

∗ ∗
∗ ∗

∣∣∣∣∣∣
> 0,

∣∣∣∣∣∣

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∣∣∣∣∣∣
> 0.

Çäåñü êðåñòèêè îçíà÷àþò, ÷òî áåðóòñÿ èìåííî ýòè ýëåìåíòû ìàòðèöû â ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãîíàëüíûå ìè-

íîðû.

Òåîðåìà 4.9.2 (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà). Ïóñòü f ∈ C2(U(~x0)) è f ′
xk
(~x0) =

0, ∀k = 1, . . . , d. �àññìîòðèì âòîðóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó

Q(~h) = Qf (~h) =
d∑

k,l=1

aklhkhl, akl = f ′′
xkxl

(~x0).

Åñëè

a) Q � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òîãäà ~x0 � òî÷êà locmin;
b) Q � îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òîãäà ~x0 � òî÷êà locmax;
) Q � çíàêîïåðåìåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, òîãäà â òî÷êå ~x0 extr íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿ òåîðåìû ìîæíî ðàçëîæèòü �óíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â �îðìå Ïåàíî

f(~x)− f(~x0) =
d̃2f(~x0)

2!
+ o(|~x − ~x0|2), ~x→ ~x0.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òîò �àêò, ÷òî d̃f |x0 =
(∑

(xk − x0k)
∂
∂xk

)
f |~x0 = 0, ïîýòîìó ïåðâûé äè��ðåðåíöèàë â

ðàçëîæåíèè ðÿäà Òåéëîðà îòñóòñòâóåò. Îáîçíà÷èì hk = xk − x0k, k = 1, . . . , d, ~e = (e1, . . . , ed) =
~h

|~h| . Òîãäà

f(~x)− f(~x0) =
1

2

d∑

k=1

d∑

l=1

hkhlf
′′
xkxl

(~x0) + o(|~h|2) =

=
1

2
|~h|2

( d∑

k,l=1

hk

|~h|
hl

|~h|
f ′′
xkxl

(~x0) + o(1)
)
=

=
1

2
|~x− ~x0|2

( d∑

k,l=1

ekelf
′′
xkxl

(~x0) + o(1)
)
, ~h→ ~0.

a) Ïóñòü Qf (~h) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. �àññìîòðèì Qf (~e) = g(~e), ãäå |~e| = 1. Ôóíêöèÿ g ∈ C(Sd−1),
Sd−1 ⊂ Rd. Òàê êàê ñ�åðà Sd−1

êîìïàêò (çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîé ìíîæåñòâî â Rd), òî ∃min~e∗: |~e∗| = 1,
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g(~e) > g(~e∗) = m > 0. Èç îïðåäåëåíèÿ î-ìàëîãî âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé îêðåñòíîñòè Uδ(~x
0), ÷òî

|o(1)| < m
2 . Ñëåäîâàòåëüíî

f(~x)− f(~x0) >
m

2
|~h|2 > 0, åñëè ~h 6= ~0.

Îòêóäà, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

f(~x) > f(~x0), åñëè ~x 6= ~x0, ∀x ∈ Uδ(~x
0).

b) Àíàëîãè÷íî.

) �àññìîòðèì ïîñëåäíèé ñëó÷àé. Òî, ÷òî �îðìà íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåë¼ííîé, îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå

òàêèõ

~h1, ~h2 ∈ Rd, ÷òî

Qf (~h1) < 0,

Qf (~h2) > 0.

Îïðåäåëèì ~e1,2 =
~h1,2

|~h1,2|
, òîãäà

Qf (~e1) = m1 < 0,

Qf (~e2) = m2 > 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ î-ìàëîãî âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé îêðåñòíîñòè Uδ(~x
0), ÷òî |o(1)| < min{|m1|,|m2|}

2 . Ïî-

ëîæèì ~x1(ρ) = ~x0 + ρ~e1, ~x2(ρ) = ~x0 + ρ~e2, 0 < ρ < δ. Òîãäà

f(~x1(ρ))− f(~x0) =
1

2
ρ2(m1 + o(1)) < ρ2

m1

4
< 0,

f(~x2(ρ))− f(~x0) =
1

2
ρ2(m2 + o(1)) > ρ2

m2

4
> 0.

Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî òî÷êà ~x0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà.

Ï ð è ì å ð 4.9.2. Íàéòè ýêñòðåìóìû �óíêöèè u(x, y) = x4 + y4 − 2x2 + 4xy − 2y2 + 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì ñíà÷àëà âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, çàòåì èññëåäóåì èõ íà ýêñòðåìóì. Ïîñêîëüêó çäåñü

�óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà R2
, òî çäåñü áóäóò òîëüêî ñòàöèîíàðíûå òî÷êè.

• (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ).

{
u′x = 0;

u′y = 0.
⇐⇒

{
4x3 − 4x+ 4y = 0;

4y3 + 4x− 4y = 0.
⇐⇒

{
x3 − x+ y = 0;

y3 + x− y = 0.

Åñëè ñëîæèòü äâà óðàâíåíèÿ â ïîñëåäíåé ñèñòåìå, òî ïîëó÷èì y3 + x3 = 0 èëè x = −y. Ïîäñòàâèâ â
ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

x3 − 2x = 0 ⇐⇒ x(x2 − 2) = 0 ⇐⇒ x = 0, x = ±
√
2.

Ñëåäîâàòåëüíî ðåøåíèå ñèñòåìû ñîñòîèò èç òð¼õ òî÷åê M1(
√
2,−

√
2), M2(−

√
2,
√
2), M3(0, 0).

• (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ). Íàéä¼ì ìàòðèöó �åññå

G =

(
u′′xx u′′xy
u′′yx u′′yy

)
=

(
12x2 − 4 4

4 12y2 − 4

)
.

� Â òî÷êå M1(
√
2,−

√
2) è M2(−

√
2,
√
2) èññëåäîâàíèå áóäåò îäèíàêîâûì

G|M1,2 =

(
20 4
4 20

)
.

Îòêóäà

△1 = a11 = 20 > 0; △2 =

∣∣∣∣
20 4
4 20

∣∣∣∣ = 202 − 42 > 0.

Ìû âèäèì, ÷òî ïî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà G â òî÷êàõ M1,2 ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà è ñëåäîâàòåëüíî ýòî òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ïðè÷¼ì umin = −3.



4.9. Ýêñòðåìóìû �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Êâàäðàòè÷íûå �îðìû. 141

� Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì òî÷êó M3(0, 0). Ïîñêîëüêó ìàòðèöà �åññå ïðèíèìàåò âèä

G|M1,2 =

(
−4 4
4 −4

)
,

è

△1 = a11 = −4 < 0; △2 =

∣∣∣∣
−4 4
4 −4

∣∣∣∣ = 0,

òî ïî êðèòåðèþ Ñèëüâåðñòà ÷òî-ëèáî ñêàçàòü íåëüçÿ. Òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èñëåäîâàíèå. �àñ-

ñìîòðèì ðàçíîñòü

u(hx, hy)− u(0, 0) = h4x + h4y − 2h2x + 4hxhy − 2h2y = h4x + h4y − 2(hx − hy)
2

Îòêóäà ìû äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî åñëè hx = hy 6= 0, òî u(hx, hy) − u(0, 0) = h4x + h4y > 0, à åñëè

hx 6= 0, hy = 0, òî u(hx, hy) − u(0, 0) = h4x − 2h2x = h2x(h
2
x − 2) < 0 ïðè |hx| <

√
2. Òàêèì îáðàçîì

ïîêàçàíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) ñïðàâåäëèâî u(hx, hx) − u(0, 0) > 0, u(hx, 0) − u(0, 0) < 0
ïðè ëþáûõ hx 6= 0, |hx| <

√
2. Ñëåäîâàòåëüíî â òî÷êå M3(0, 0) ýêñòðåìóìà íåò.

Âûâîä: Òî÷êè M1(
√
2,−

√
2), M2(−

√
2,
√
2) � òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ïðè÷¼ì umin = −3. Â ñòàöèîíàð-

íîé òî÷êå M3(0, 0) ýêñòðåìóìà íåò.

Ï ð è ì å ð 4.9.3. Íàéòè ýêñòðåìóìû �óíêöèè u(x, y) = sinx2 + x2 + 2xy + 2y2/3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì ñíà÷àëà âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, çàòåì èññëåäóåì èõ íà ýêñòðåìóì. Ïîñêîëüêó çäåñü

�óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà R2
, òî çäåñü áóäóò òîëüêî ñòàöèîíàðíûå òî÷êè.

• (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ).

{
u′x = 0;

u′y = 0.
⇐⇒

{
2x cosx2 + 2x+ 2y = 0;

2x+ 4y/3 = 0.
⇐⇒

{
x cos x2 + x+ y = 0;

x+ 2y/3 = 0.

Åñëè èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â ïîñëåäíåé ñèñòåìå âûðàçèòü y = −3/2x è ïîäñòàâèòü â ïåðâîå � ïîëó÷èì

x(cosx2 − 1
2 ) = 0. Îòêóäà ëèáî x = 0, ëèáî x2 = ±π

3 + 2πk. Ñëåäîâàòåëüíî ðåøåíèå ñèñòåìû ñîñòîèò èç

ñëåäóþùèõ òî÷åê òî÷åê M1(0, 0), M2,m(
√

π
3 + 2πm,− 3

2

√
π
3 + 2πm), M3,n(

√−π
3 + 2πn,− 3

2

√−π
3 + 2πn),

m ∈ Z+, n ∈ N.

• (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ). Íàéä¼ì ìàòðèöó �åññå

G =

(
u′′xx u′′xy
u′′yx u′′yy

)
= 2 ·

(
cosx2 − 2x2 sinx2 + 1 1

1 2
3

)
.

� Â òî÷êå M1(0, 0) èìååì

G|M1 =

(
2 1
1 2

3

)
.

Îòêóäà

△1 = a11 = 2 > 0; △2 =
4

3
− 1 > 0.

Ìû âèäèì, ÷òî ïî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà G â òî÷êå M1 ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåíà è ñëåäîâàòåëüíî ýòî òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ïðè÷¼ì umin = 0.

� Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì òî÷êèM2,m(
√

π
3 + 2πm,− 3

2

√
π
3 + 2πm),m ∈ Z+. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà �åññå

ïðèíèìàåò âèä

G|M2,m =

(
3
2 −

√
3
(
π
3 + 2πm

)
1

1 2
3

)
,

è

△2 =
2

3

(
3

2
−
√
3
(π
3
+ 2πm

))
− 1 = − 2√

3

(π
3
+ 2πm

)
< 0.

Ñëåäîâàòåëüíî âñå òî÷êè âèäà M2,m íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìà.
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� Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì òî÷êè M3,n(
√−π

3 + 2πn,− 3
2

√−π
3 + 2πn), m ∈ Z+, n ∈ N Ïîñêîëüêó ìàò-

ðèöà �åññå ïðèíèìàåò âèä

G|M3,n =

(
3
2 +

√
3
(
−π

3 + 2πn
)

1
1 2

3

)
,

è

△1 = a11 =
3

2
+
√
3
(
−π
3
+ 2πn

)
> 0; △2 =

2√
3

(
−π
3
+ 2πn

)
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî ïî êðèòåðèþ Ñèëüâåðñòà âñå òî÷êè âèäà M3,n ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n � òî÷êè

ìèíèìóìà, ïðè÷¼ì umin = u(M3,n) = −πn+ π
6 − 3

2 .

Âûâîä: Òî÷êè M1(0, 0), M3,n(
√
−π

3 + 2πn,− 3
2

√
−π

3 + 2πn), m ∈ Z+, n ∈ N � òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà,

ïðè÷¼ì umin = u(0, 0) = 0 è umin = u(M3,n) = −πn + π
6 − 3

2 . Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ

M2,m(
√

π
3 + 2πm,− 3

2

√
π
3 + 2πm), m ∈ Z+ ýêñòðåìóìà íåò.

Ï ð è ì å ð 4.9.4. Íàéòè ýêñòðåìóìû �óíêöèè u(x, y, z) = x2 − xy + y2

2 − yz + z2 − 11.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì ñíà÷àëà âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, çàòåì èññëåäóåì èõ íà ýêñòðåìóì.

• (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ). 



u′x = 0;

u′y = 0;

u′z = 0.

⇐⇒





2x− y = 0;

−x+ y − z = 0;

−y + 2z = 0.

�åøåíèå äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî (t, 2t, t), ãäå t ∈ R.

• (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ). Íàéä¼ì ìàòðèöó �åññå

G =



u′′xx u′′xy u′′xz
u′′yx u′′yy u′′yz
u′′zx u′′zy u′′zz


 =




2 −1 0
−1 1 −1
0 −1 2


 .

Ïîñêîëüêó

△1 = a11 = 2 > 0; a22 = 1 > 0; a33 = 2 > 0;

△2 =M1,2
1,2 =

∣∣∣∣
2 −1
−1 1

∣∣∣∣ = 1 > 0; M1,3
1,3 =

∣∣∣∣
2 0
0 2

∣∣∣∣ = 4 > 0; M2,3
2,3 =

∣∣∣∣
1 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 1 > 0;

△3 =

∣∣∣∣∣∣

2 −1 0
−1 1 −1
0 −1 2

∣∣∣∣∣∣
= 0,

òî âî âñåõ òî÷êàõ âèäà (t, 2t, t), ãäå t ∈ R êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, îòâå÷àþùàÿ çà âòîðûå ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå, áóäåò íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé. Ïîñêîëüêó íàøà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè

íå âûøå ÷åì 2, òî

u(x, y, z)− u(t, 2t, t) =
1

2
Qu(~h) > 0.

Ò.å. ðàçíîñòü ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìîé â òî÷êàõ âèäà

(t, 2t, t), ãäå t ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî âñå ýòè òî÷êè áóäóò òî÷êàìè ìèíèìóìà, ïðè÷¼ì u(t, 2t, t) = −11 äëÿ
ëþáîãî t ∈ R.

Ï ð è ì å ð 4.9.5. Íàéòè ýêñòðåìóìû �óíêöèè z(x, y) = (1− x2)(y2/3 − y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì ñíà÷àëà âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, çàòåì èññëåäóåì èõ íà ýêñòðåìóì.
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y

x

z

�èñ. 4.13:

• Íàéä¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå {
z′x = −2x(y2/3 − y);

z′y = (1 − x2)(23y
−1/3 − 1).

Èññëåäóåì ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé z′y íà ïðÿìîé y = 0.

z′y(x, 0) = lim
h→0

z(x, h)− z(x, 0)

h
= lim

h→0

(1− x2)(h2/3 − h)

h
.

Îòêóäà, ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ z′y èç âñåõ òî÷åê âèäà (x, 0) ñóùåñòâóåò òîëüêî â
òî÷êàõ (±1, 0) è ðàâíà 0.

�åøàÿ ñèñòåìó z′x = z′y = 0 âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå y 6= 0 íàõîäèì òî÷êè M1(0; 8/27), M2(1; 1), M3(−1; 1).

Âûâîä: íàìè íàéäåíû ñòàöèîíàðíûå òî÷êè M1(0; 8/27), M2(1; 1), M3(−1; 1), M4(−1; 0), M5(1; 0) (ò.å.
òî÷êè â êîòîðûõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò è ðàâíû íóëþ), à òàêæå òî÷êè âèäà (x, 0), x ∈
R\{±1} â êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé z′y.
Ìíîæåñòâî âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 4.14 è îòìå÷åíî êðàñíûì öâåòîì.

• � Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì òî÷êè âèäà (x, 0). Ñïðàâåäëèâî

z(x+ hx, hy)− z(x, 0) = (1− (x+ hx)
2)h2/3y (1− h1/3y ).

Îòêóäà ìû äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî â òî÷êàõ âèäà (x, 0) ïðè |x| < 1 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè
(x, 0) (íàïðèìåð, ïðè |hx| < min{|x− 1|, |x+1|}/2, |hy| < 1), ÷òî ðàçíîñòü z(x+hx, hy)− z(x, 0) > 0,
ò.å. âñå òî÷êè âèäà (x, 0) ïðè |x| < 1 òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Àíàëîãè÷íî, âñå òî÷êè âèäà

(x, 0) ïðè |x| > 1 òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, ïîñêîëüêó z(x + hx, hy) − z(x, 0) 6 0 â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òîñêè (x, 0). Â òî÷êàõ M4,3, ò.å. òî÷êàõ âèäà (±1, 0) ýêñòðåìóìà íåò, ò.ê. ðàçíîñòü

z(±1 + hx, hy)− z(±1, 0) ìåíÿåò çíàê â çàâèñèìîñòè îò çíàêà hx.
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0

x

y

1

M5(1,0)M4(-1,0)

-1

1

M1(0,8/27)

M3(-1,1) M2(1,1)

0

x

y

1

M5(1,0)M4(-1,0)

-1

1

M1(0,8/27)

M3(-1,1) M2(1,1)

�èñ. 4.14: �èñ. 4.15:

� Äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü îñòàëüíûå òî÷êè íàì íàäî íàéòè ìàòðèöó �åññå:

G =

(
z′′xx z′′xy
z′′yx z′′yy

)
=

(
−2(y2/3 − y) −2x(23y

−1/3 − 1)
−2x(23y

−1/3 − 1) (1− x2)(− 2
9 )y

−4/3

)
.

� Â òî÷êå M1(0; 8/27) ïîëó÷àåì:

G|M1 =

(
− 4

9 0
0 − 9

8

)
.

Îòêóäà ìû âèäèì, ÷òî ïî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà G â òî÷êå M1(0; 8/27) îòðè-
öàòåëüíî îïðåäåëåíà, à ñëåäîâàòåëüíî ýòî òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

� Â òî÷êå M2(1; 1):

G|M2 =

(
0 2

3
2
3 0

)
.

Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ∆2 = −4/9 < 0, òî â òî÷êå M2(1; 1) íåò ýêñòðåìóìà. Çàìåòèì, âòîðîé

äè��åðåíöèàë, ñîñîòâåòñòâóþùèé ìàòðèöå �åññå â ýòîé òî÷êå èìååò âèä d2z = 4/3dxdy.

� Â òî÷êå M3(−1; 1) èññëåäîâàíèå ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íî êàê è â òî÷êå M2(1; 1). È ñëåäîâàòåëüíî

òàì òîæå íåò ýêñòðåìóìà.

Âûâîä: òî÷êà M1(0; 8/27) è âñå òî÷êè (x, 0), x : |x| > 1 � òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (îíè ïîìå÷åíû

çåë¼íûì öâåòîì íà ðèñ. 4.15), è âñå òî÷êè (x, 0), x : |x| < 1 � òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (îíè ïîìå÷åíû

ãîëóáûì öâåòîì íà ðèñ. 4.15). Âñå îñòàëüíûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìà.

Â êà÷åñòâå åù¼ îäíîãî ïðèìåðà ðàçáåðåì òàê íàçûâàåìûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

4.9.1 Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ïóñòü íà îñíîâàíèè äàííûõ ýêñïåðåìåíòà òðåáóåòÿ íàéòè çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåííûìè âëèÿíèÿìè x è

y. Ñäåëàåì åùå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,÷òî ýòî � ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, èìåþùàÿ

âèä y = ax + b. Êîý��èöèåíòû a è b � âåëè÷èíû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Òî÷êè (xi, yi), i = 1, .., n,
ïðèáëèçèòåëüíî ëåæàò íà ïðÿìîé y = ax+ b. Íàçîâåì âåëè÷èíû yi− (axi+ b) = δi, i = 1, .., n ïîãðåøíîñòÿìè.
�àññìîòðèì âåëè÷èíó

n∑

i=1

δ2i =
n∑

i=1

(yi − (axi + b))2 = S(a, b).

Ïðè ðàçíûõ (a, b) îíà õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå ãèïîòåòè÷åñêîé ïðÿìîé y = ax+b îò äàííûõ ýêñïåðèìåí-
òà. Íàøà öåëü � ïîäîáðàòü a è b òàê, ÷òîáû �óíêöèÿ S(a, b) äîñòèãëà ñâîåãî ìèíèìóìà. Äåéñòâèåì ñîãëàñíî

èçëîæåííûì âûøå ïðàâèëàì. Íàéäåì ñíà÷àëà

∂S
∂a è

∂S
∂b

∂S

∂a
=

n∑

i=1

2(yi − (axi + b))(−xi) = −2

n∑

i=1

xiyi + 2a

n∑

i=1

x2i + 2b

n∑

i=1

xi,

∂S

∂b
=

n∑

i=1

2(yi − (axi + b))(−1) = −2

n∑

i=1

yi + 2a

n∑

i=1

xi + 2bn.
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0

x

y

y1

x1 x2

y2

y ax b= +

�èñ. 4.16:

Ïðèðàâíèâàíèÿ

∂S
∂a = 0, ∂S∂b = 0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî a è b:

{
a ·∑n

i=1 x
2
i + b ·∑n

i=1 xi =
∑n
i=1 xiyi,

a ·∑n
i=1 xi + b · n =

∑n
i=1 yi.

�åøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷èì èñêîìóþ òî÷êó (a, b). Îñòàëîñü òîëüêî ïðîâåðèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðå-
ìóìà. Äëÿ ýòîãî íàéäåì

A =
∂2S

∂a2
= 2

n∑

i=1

x2i , C =
∂2S

∂b2
= 2n, B =

∂2S

∂a∂b
= 2

n∑

i=1

xi.

�àçóìååòñÿ, ∆1 = A > 0. Óñëîâèå ∆2 = AC −B2 > 0 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ n ·∑n
i=1 x

2
i − (

∑n
i=1 xi)

2 > 0.
Íî

n
n∑

i=1

x2i −
(

n∑

i=1

xi

)2

=
n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

(xi − xj)
2.

Ò.ê. xi 6= xj (îïûòû ðàçëè÷íûå), ýòà âåëè÷èíà âñåãäà áîëüøå 0.
Íàïðèìåð, ïóñòü åñòü 5 íàáëþäåíèé, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ çàïèñàíû â âèäå

xk yk x2k xk · yk
−2 0.5 4 −1
0 1 0 0
1 1.5 1 1.5
2 2 4 4
4 3 16 12

S1 = 2 t0 = 8 S2 = 25 t1 = 16.5

Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ a, b ïðÿìîé y = ax + b îáëàäàþùåé òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

S(a, b) =
∑n

i=1(yi − (axi + b))2 èìååò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå.
Âû÷èñëèì

∂S

∂a
= −2

5∑

i=1

xiyi + 2a

5∑

i=1

x2i + 2b

5∑

i=1

xi,

∂S

∂b
= −2

5∑

i=1

yi + 2a

5∑

i=1

xi + 5b.

Èç òàáëèöû ñëåäóåò:

5∑

i=1

xi = −2 + 0 + 1 + 2 + 4 = 5,

5∑

i=1

yi = 0, 5 + 1 + 1, 5 + 2 + 3 = 8,

5∑

i=1

x2i = 4 + 0 + 1 + 4 + 16 = 25,

5∑

i=1

xiyi = −1 + 0 + 1, 5 + 4 + 12 = 16, 5.
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Ïîýòîìó ñèñòåìà äëÿ íàõîæäåíèÿ a, b èìååò âèä
åå ðåøåíèÿ: a = 0, 425, b = 1, 175. Ïîýòîìó èñêîìàÿ ïðÿìàÿ èìååò âèä: y = 0, 425x+ 1, 175.

4.9.2 Ýêñòðåìóì íåÿâíî çàäàííîé �óíêöèè

Ï ð è ì å ð 4.9.6. Íàéòè ýêñòðåìóìû �óíêöèè z = z(x, y), çàäàííîé íåÿâíî:

x2 + y2 + z2 − xz − yz + 2x+ 2y + 2z − 2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. I. Ïðîâåä¼ì èññëåäîâàíèå â òî÷êàõ äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè z = z(x, y), ò.å. â ñòà-
öèîíàðíûõ òî÷êàõ. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïåðâûé äè��åðåíöèàë:

(2x− z + 2)dx+ (2y − z + 2)dy + (2z − x− y + 2)dz = 0.

Îòêóäà

dz = − 2x− z + 2

2z − x− y + 2
dx− 2y − z + 2

2z − x− y + 2
dy.

Íàõîäèì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè (ðàçáèðàåì ñëó÷àé, êîãäà 2z−x− y+2 6= 0, ò.å. ñëó÷àé äè��åðåíöèðóåìîñòè)

{
z′x = 0,

z′y = 0.
⇐⇒

{
z = 2(x+ 1),

z = 2(y + 1).

Òåïåðü, ïîäñòàâèâ íàéäåííûå âûðàæåíèå â èñõîäíîå óðàâíåíèå, íàõîäèì, ÷òî z1 = −2
√
6 − 4, z2 = 2

√
6 − 4.

Ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè A1(−
√
6− 3;−

√
6− 3) îòâå÷àþùàÿ z1 = −2

√
6− 4 è òî÷êà

A2(
√
6− 3;

√
6− 3), îòâå÷àþùàÿ z1 = 2

√
6− 4.

Íàéä¼ì âòîðîé äè��åðåíöèàë â òî÷êàõ A1,2, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïåðâûé äè��åðåíöèàë (è ñîîòâåòñòâåííî,

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå) â ýòèõ òî÷êàõ ðàâåí íóëþ.

d2z
∣∣
A1,2

= −d
(
(2x− z + 2) · dx

2z − x− y + 2
+ (2y − z + 2) · dy

2z − x− y + 2

)∣∣∣∣
A1,2

=

= −d(2x− z + 2)|A1,2
·
(

dx

2z − x− y + 2

)∣∣∣∣
A1,2

− d(2y − z + 2)|A1,2
·
(

dx

2z − x− y + 2

)∣∣∣∣
A1,2

=

= −
(
2dx2 − dz dx + 2dy2 − dz dy

2z − x− y + 2

)∣∣∣∣
A1,2

= −
(

2(dx2 + dy2)

2z − x− y + 2

)∣∣∣∣
A1,2

.

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî

d2z
∣∣
A1

> 0, d2z
∣∣
A2

< 0.

Íà îñíîâàíèè ÷åãî äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî òî÷êà A1(−
√
6 − 3;−

√
6 − 3) � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà

zmin = −2
√
6− 4; òî÷êà A2(

√
6− 3;

√
6− 3) � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà zmax = 2

√
6− 4;

II. Ïðîâåä¼ì èññëåäîâàíèå â òî÷êàõ, ãäå íåò äè��åðåíöèðóåìîñòè íåÿâíîé �óíêöèè z = z(x, y). ò.å. â
òî÷êàõ âèäà

z =
x+ y

2
− 1.

Çàìåòèì, ÷òî èñõîäíóþ �óíêöèþ, ïîñëå âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(
z −

(
x+ y

2
− 1

))2

+ x2 + y2 + 2x+ 2y − 2−
(
x+ y

2
− 1

)2

= 0 ⇐⇒
(
z −

(
x+ y

2
− 1

))2

+
3

4
x2 +

3

4
y2 − xy

2
+ 3x+ 3y − 3 = 0.

Äåëàåì ââûâîä, ÷òî â òî÷êàõ íåäè��åðåíöèðóåìîñòè z = x+y
2 − 1 âûïîëíåíî

3

4
x2 +

3

4
y2 − xy

2
+ 3x+ 3y − 3 = 0.
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Ïîêàæåì, ÷òî êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ýëëèïñ. Ïóñòü Q =

(
3/4 −1/4
−1/4 3/4

)
, A =




3/4 −1/4 3/2
−1/4 3/4 3/2
3/2 3/2 −3



.

Òîãäà I1 = trQ = 3/2 > 0, I2 = detQ = 1/2, I3 = detA = −6, ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Q óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ det(Q − λE) = 0 èëè λ2 − (3/2)λ + 1/2 = 0. Îòêóäà λ1,2 = 3±2
√
2

4 . Ñëåäîâàòåëüíî êàíîíè÷åñêèé

âèä óðàâíåíèÿ ýëëèïñà áóäåò

3 + 2
√
2

4
(x′)2 +

3− 2
√
2

4
(y′)2 +

I3
I2

= 0 ⇐⇒ 3 + 2
√
2

4
(x′)2 +

3− 2
√
2

4
(y′)2 = 12.

Óãîë ïîâîðîòà îñåé, äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ðàâåí 45◦, ïîñêîëüêó ctg 2α = a11−a22
2a12

= 0. Öåíòð
ýëëèïñà íàõîäèì èç ñèñòåìû: {

F ′
x = 0,

F ′
y = 0

⇐⇒ (x0, y0) = (−3,−3).

�ðà�èê êðèâîé ñì. íà ðèñ. Ôóíêöèÿ z(x, y) îïðåäåëåíà òîëüêî âíóòðè è íà ãðàíèöå ýòîãî ýëëèïñà. Ïîñêîëüêó
�óíêöèÿ z = x+y

2 − 1, ïðè óñëîâèè 3
4x

2 + 3
4y

2 − xy
2 +3x+3y− 3 = 0 äîñòèãàåò ìàêñèìóì è ìèíèìóì â òî÷êàõ

ãäå y = x, òî ìîæíî èõ íàéòè:

(xmin, ymin) = A3 = (2
√
3− 3; 2

√
3− 3), (xmax, ymax) = A4 = (−2

√
3− 3;−2

√
3− 3).

Ïîêàæåì, ÷òî â òî÷êàõ A3,4 òîæå íåò ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íàøó �óíêöèþ

z(x, y) =

(
x+ y

2
− 1

)
±
√
−
(
3

4
x2 +

3

4
y2 − xy

2
+ 3x+ 3y − 3

)
.

íà ìíîæåñòâå x = y è ïîêàæåì, ÷òî â òî÷êàõ A3,4 åñòü çíà÷åíèÿ íà ýòîé êðèâîé êàê áîëüøèå çíà÷åíèÿ

z(A3,4) = ±2
√
3− 4 (äëÿ òî÷êè A3 áåð¼ì çíàê ïëþñ), òàê è ìåíüøèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x = y = t. Òîãäà

z(t, t) = t− 1±
√
−t2 − 6t+ 3.

Ââåäÿ ïåðåìåííóþ w = t+ 3− 2
√
3, ïîëó÷àåì

z(t, t) = w − 4 + 2
√
3±

√
−w(w + 4

√
3) =

= w − 4 + 2
√
3± 2

4
√
3
√
−w +O((−w)3/2) = −4 + 2

√
3± 2

4
√
3
√
−w +O(w) =

= z(A4)± 2
4
√
3
√
−w +O(w), w → 0− .

Îòêóäà çàìå÷àåì, ÷òî òî÷êà A3 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òî÷êå A4

òîæå íåò ýêñòðåìóìà.

Îòâåò: òî÷êà A1(−
√
6−3;−

√
6−3) � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà zmin = −2

√
6−4; òî÷êà A2(

√
6−3;

√
6−

3) � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà zmax = 2
√
6− 4.

4.10 Óñëîâíûé ýêñòðåìóì

Ï ð è ì å ð 4.10.1. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(x, y) = y2−x2 (ñì.ðèñ. 4.17). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî òî÷åê ýêñòðåìóìà
äàííîé �óíêöèè íå ñóùåñòâóåò. Íî åñëè ðàññìîòðåòü äàííóþ �óíêöèþ íå íà âñ¼ìR2

, à íà åãî ÷àñòè, íàïðèìåð

áóäåì ðàññìàòðèâàòü f(x, y) = y2 − x2 ïðè óñëîâèè, ÷òî x = 0, òî òîãäà �óíêöèÿ ïðè äàííîì óñëîâèè èìååò

ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ðàâíûé íóëþ (ñì.ðèñ. 4.17).

Îïðåäåëåíèå 4.10.1. Îáëàñòü G ⊂ Rd, ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xd (x = (x1, x2, . . . , xd)) ñâÿçàíû ñèñòåìîé
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O

x

y

z

�èñ. 4.17:

óðàâíåíèé

ϕ1(x1, x2, . . . , xd) = 0,

ϕ2(x1, x2, . . . , xd) = 0,

. . . ,

ϕm(x1, x2, . . . , xd) = 0,

ãäå m < d, ϕk ∈ C1(G), 1 6 k 6 m. Ôóíêöèÿ f : G → R èìååò óñëîâíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì) â òî÷êå x
0
,

åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(x0) ∈ G òî÷êè x
0
òàêàÿ, ÷òî f(x) > f(x0) (f(x0) > f(x)) äëÿ âñåõ x ∈ U(x0),

äëÿ êîòîðûõ ϕk(x) = 0, 1 6 k 6 m.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíêöèè f è ϕk(x), 1 6 k 6 m, ïðèíàäëåæàò êëàññó C2(G) è ðàíã
ìàòðèöû




∂ϕ1

∂x1

∂ϕ1

∂x2
. . . ∂ϕ1

∂xd
∂ϕ2

∂x1

∂ϕ2

∂x2
. . . ∂ϕ2

∂xd

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂ϕm

∂x1

∂ϕm

∂x2
. . . ∂ϕm

∂xd




â êàæäîé òî÷êå ðàâåí m. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ1

∂x1
(x0) ∂ϕ1

∂x2
(x0) . . . ∂ϕ1

∂xm
(x0)

∂ϕ2

∂x1
(x0) ∂ϕ2

∂x2
(x0) . . . ∂ϕ2

∂xm
(x0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂ϕm

∂x1
(x0) ∂ϕm

∂x2
(x0) . . . ∂ϕm

∂xm
(x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0. (4.10.3)
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Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ

Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(M0) òî÷êè M0 = (x0m+1, . . . , x
0
d) ñèñòåìà óðàâíåíèé ϕk(x) = 0, 1 6 k 6 m, ïî

òåîðåìå î íåâíîé �óíêöèè îïðåäåëÿåò m �óíêöèé êëàññà C2(U(M0)) îò (d−m) ïåðåìåííûõ:

x1 = x1(xm+1, xm+2, . . . , xd),

x2 = x2(xm+1, xm+2, . . . , xd),

. . . ,

xm = xm(xm+1, xm+2, . . . , xd).

Òàêèì îáðàçîì

f(x1, . . . , xd) =f(x1(xm+1, xm+2, . . . , xd), . . . , xm(xm+1, xm+2, . . . , xd), xm+1, . . . xd) =

=f∗(xm+1, . . . , xd).

Åñëè òî÷êà x
0 = (x01, x

0
2, . . . , x

0
d) � òî÷êà óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ f , òî (x0m+1, x

0
m+2, . . . , x

0
d) �

òî÷êà îáû÷íîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèè f∗
.

Èòàê, èññëåäîâàíèå óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèè f ñâîäèòüñÿ ê èññëåäîâàíèþ îáû÷íîãî

ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ �óíêöèè ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Äè��åðåíöèàë �óíêöèè f∗
èìååò âèä:

df∗ =

d∑

s=1

∂f

∂xs
dxs =

m∑

s=1

∂f

∂xs
dxs +

d∑

s=m+1

∂f

∂xs
dxs,

ãäå dx1, dx2, . . . , dxm äè��åðåíöèàëû �óíêöèé x1, x2, . . . , xm, íàõîäÿòñÿ â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îò

äè��åðåíöèàëîâ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ dxm+1, dxm+2, . . . , dxd íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

d∑

s=1

∂ϕj
∂xs

dxs = 0, 1 6 j 6 m < d,

íàïðèìåð, ïî �îðìóëàì Êðàìåðà.

Ïîäñòàâèâ, íàéäåííûå âûðàæåíèÿ

dx1 = dx1(dxm+1, dxm+2, . . . , dxd) =

d∑

k=m+1

a1k(x)dxk,

dx2 = dx2(dxm+1, dxm+2, . . . , dxd) =
d∑

k=m+1

a2k(x)dxk,

. . . ,

dxm = dxm(dxm+1, dxm+2, . . . , dxd) =

d∑

k=m+1

amk(x)dxk .

Ïîëó÷èì

df∗ =

d∑

k=m+1

(
m∑

s=1

ask(x) ·
∂f

∂xs
+

∂f

∂xk

)
dxk,

Êîîðäèíàòàìè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè M0 �óíêöèè f
∗
ïî îïðåäåëåíèþ áóäóò çíà÷åíèÿ x0m+1, x

0
m+2, . . . , x

0
d,

÷òî â òî÷êå x
0 = (x1(x

0
m+1, x

0
m+2, . . . , x

0
d), . . . , xm(x0m+1, x

0
m+2, . . . , x

0
d), x

0
m+1, x

0
m+2, . . . , x

0
d) ñïðàâåäëèâû ðàâåí-

ñòâà

m∑

s=1

ask(x) ·
∂f

∂xs
+

∂f

∂xk
= 0, k = m+ 1, . . . , d.

Òàêèì îáðàçîì â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ df∗|(x0
m+1,x

0
m+2,...,x

0
d)

= 0.
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Îïðåäåëåíèå 4.10.2. Ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè äëÿ �óíêöèè f(x), ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé, íàçûâàþòñÿ òî÷êè
x
0 ∈ Rd, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì





df =
∑d

s=1

∂f

∂xs
dxs = 0,

∑d
s=1

∂ϕj
∂xs

dxs = 0, 1 6 j 6 m < d,
(4.10.4)

Òåîðåìà 4.10.1 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå). Ôóíêöèè f è ϕk(x), 1 6 k 6 m, ïðèíàäëåæàò êëàññó C1(Rd)
âûïîëíåíî óñëîâèå (4.10.3) è òî÷êà ~x0 � òî÷êà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà. Òîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4.10.4).

Çàìå÷àíèå 35. Èíà÷å ãîâîðÿ ðåøåíèÿ (4.10.4) ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè �óíêöèè f∗
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ñâîéñòâà ïåðâîãî äè��åðåíöèàëà df = df∗
. Òàêèì îáðàçîì âûïîë-

íåíî ïåðâîå ñâîéñòâî (4.10.4). Âõîäÿùèå â df (çàâèñèìûå) äè��åðåíöèàëû dx1, dx2, . . ., dxm ñîîòâåòñòâåííî

ðàâíû

dxk =

d∑

s=m+1

aks(x)dxs, k = 1, . . . ,m,

ïîýòîìó âìåñòå ñ íåçàâèñèìûìè äè��åðåíöèàëàìè dxm+1, . . ., dxd ýòè óðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíû âòîðîìó

óðàâíåíèþ â ñèñòåìå (4.10.4).

Èññëåäóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â òî÷êå M0 �óíêöèè f
∗
. Äëÿ ýòîãî èññëåäóåì âòîðîé äè�-

�åðåíöèàë d2f∗

d2f∗ =

d∑

s,p=1

∂2f

∂xs∂xp
dxsdxp +

m∑

s=1

∂f

∂xs
d2xs.

Çäåñü dx2m+1 = . . . dx2d = 0, òàê êàê xm+1, . . ., xd íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. êàê êâàäðàòè÷íóþ �îðìó îò

dxm+1, dxm+2, . . . , dxd íà ïîëîæèòåëüíóþ èëè îòðèöàòåëüíóþ îïðåäåë¼ííîñòü.

Ï ð è ì å ð 4.10.2. Íàéòè òî÷êè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèè f(x, y) = 4x− y ïðè óñëîâèè x2 − y2 = 15.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì óñëîâèå êàê �óíêöèþ x = x(y). Òîãäà

f∗(y) = f(x(y), y) = 4x(y)− y.

Èç óñëîâèÿ x2 − y2 = 15 ïî òåîðåìå î íåÿâíîé �óíêöèè ïîëó÷àåì dx = (y/x)dy. Ñëåäîâàòåëüíî

df∗ = 4dx− dy = (4y/x− 1)dy.

Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íàõîäèì èç óñëîâèé

{
4y
x − 1 = 0,

x2 − y2 = 15.

Îòêóäà íàõîäèì äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êèM1(4, 1) èM2(−4,−1). Ïðè ïîìîùè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé èññëåäóåì
ýòè òî÷êè íà îáû÷íûé ýêñòðåìóì äëÿ �óíêöèè f∗

. Íàéä¼ì âòîðîé äè�åðåíöèàë îò f∗

d2f∗ = d

((
4y

x
− 1

)
dy

)
= d

(
4y

x
− 1

)
· dy +

(
4y

x
− 1

)
d2y =

=

(
4
xdy − ydx

x2

)
· dy.
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Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî y íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, è ñëåäîâàòåëüíî d2y = 0. Ïîäñòàâèâ dx = (y/x)dy
ïîëó÷àåì

d2f∗ = 4

(
x2 − y2

x3

)
dy2.

Íî, â òî÷êàõ M1 è M2 ñïðàâåäëèâî

d2f∗∣∣
M1,2

= 4

(
x2 − y2

x3

)∣∣∣∣
M1,2

dy2.

Òåïåðü îêîí÷àòåëüíî

d2f∗∣∣
M1

= 4

(
42 − 12

43

)
dy2 =

15

16
dy2,

d2f∗∣∣
M2

= 4

(
42 − 12

−43

)
dy2 = −15

16
dy2.

Òàêèì îáðàçîì â òî÷êå M1(4, 1) óñëîâíûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì, à â òî÷êå M2(−4,−1) óñëîâíûé ëîêàëüíûé

ìàêñèìóì.

Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Íî íà ïðàêòèêå èññëåäîâàòü óñëîâíûé ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì óäîáíåå èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûå ìíîæè-

òåëè Ëàãðàíæà. Ïðåæäå ÷åì ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíûå òåîðåìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó:

Ëåììà 13. Ïóñòü a,b1, . . .bm ∈ Rd, ïðè÷¼ì m < d. Òîãäà äâà óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû λ1, λ2, · · · , λm ∈ C òàêèå, ÷òî a =
∑m
j=1 λjbj .

2. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà c ∈ Rd òàêîãî, ÷òî (c,bj) = 0, äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . ,m âûòåêàåò (c, a) = 0.

Çàìå÷àíèå 36. Åñëè âåêòîðà b1, . . .bm ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ïðåäñòàâëåíèå a =
∑m
j=1 λjbj åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò âòîðîå.

Äîêàæåì, ÷òî èç âòîðîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò ïåðâîå: Ñïðîåöèðóåì âåêòîð a íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ

O

a

r
b2

b1

�èñ. 4.18:

b1, . . .bm:

a =

m∑

j=1

λjbj + r, r ⊥ bj , j = 1, . . . ,m.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âåêòîðà b1, . . .bm ëèíåéíî çàâèñèìû, òî äàííîå ïðåäñòàâëåíèå íå åäèíñòâåííî. Ïîëîæèì

âî âòîðîì óñëîâèè ëåììû c = r. Òîãäà

0 = (c, a) = (r,

m∑

j=1

λjbj + r) = (r, r),

îòêóäà r = 0 èëè a =
∑m
j=1 λjbj .
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Èäåÿ ìåòîäà Ëàãðàíæà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ââîäèòüñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ �óíêöèÿ

L(x1, . . . , xd, λ1, . . . , λm) = f(x1, . . . , xd) +

m∑

j=1

λjϕj(x1, . . . , xd),

ãäå λj � ïîñòîÿííûå ÷èñëà, òàê íàçûâàåìûå, ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Çàòåì èùåì òî÷êèN0 = (x0, λ01, . . . , λ
0
m) ∈

Rd+m òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:





∂L

∂xs
=

∂f

∂xs
+
∑m

j=1 λj
∂ϕj
∂xs

= 0, 1 6 s 6 d,

ϕj = 0, 1 6 j 6 m,
(4.10.5)

Ïîòîì èññëåäóåì âòîðîé äè��åðíöèàë d2L(x) êàê êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ îò ïåðåìåííûõ dx1, dx2, . . . , dxd
(òî÷íåå îò ïåðåìåííûõ dxm+1, dxm+2, . . . , dxd, ïîñêîëüêó ó íàñ åñòü óðàâíåíèÿ ñâÿçè) â òî÷êàõ N0 = (x0, λ0)
è åñëè d2L(x)

∣∣
(x0,λ0)

> 0 (< 0), òî òî÷êà N0 óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà).

Òåîðåìà 4.10.2. Ôóíêöèè f è ϕk(x), 1 6 k 6 m, ïðèíàäëåæàò êëàññó C1(Rd) è âûïîëíåíî óñëîâèå

(4.10.3). Òîãäà:

• Êàæäîìó ðåøåíèþ (x0, λ0) ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.10.5) ñîîòâåòñâóåò ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà x
0
çà-

äà÷è (4.10.4).

• È íàîáîðîò: åñëè x
0
ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, òî åé ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèñòåìà ìíîæèòå-

ëåé λ1, . . . , λm òàêàÿ, ÷òî ñîñòàâëåííûå äëÿ íèõ óðàâíåíèÿ (4.10.5) óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïðè x = x
0
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì âåêòîðà

(grad f)|
x
0 =

(
∂f

∂x1

∣∣∣∣
x
0

, . . . ,
∂f

∂xd

∣∣∣∣
x
0

)
,

(gradϕj)|
x
0 =

(
∂ϕj
∂x1

∣∣∣∣
x
0

, . . . ,
∂ϕj
∂xd

∣∣∣∣
x
0

)
, 1 6 j 6 m.

Ïóñòü (x0, λ0) ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.10.5), ò.å.

(grad f)|
x
0 = −

m∑

j=1

λ0j (gradϕj)|x0 . (4.10.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ (gradϕj)|
x
0 âñåì âåêòîðàì (dx1, . . . , dxd) âûòåêàåò îðòîãîíàëü-

íîñòü âåêòîðà (grad f)|
x
0 âñåì âåêòîðàì (dx1, . . . , dxd), ò.å. âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4.10.4).

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó: ïóñòü x
0
� ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4.10.4), äîêàæåì, ÷òî

ñóùåñòâóþò ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ1, . . . , λm òàêèå, ÷òî ñîñòàâëåííûå äëÿ íèõ óðàâíåíèÿ (4.10.5) óäîâëåòâî-

ðÿþòñÿ ïðè x = x
0
.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà (dx1, . . . , dxd) âûòåêàåò åãî îðòîãîíàëüíîñòü êàê âñåì âåêòîðàì (gradϕj)|
x
0 òàê è

âåêòîðó (grad f)|
x
0 . Ñëåäîâàòåëüíî ïî ëåììå 13 ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû λ01, λ

0
2, . . . , λ

0
m ∈ C òàêèå, ÷òî òî

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (4.10.6), à ñëåäîâàòåëüíî è óñëîâèÿ (4.10.5) ñ äàííûìè λ01, . . . , λ
0
m.

Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ x ∈ R óäîâëÿòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì ñâÿçè ñïðàâåäëèâî

L(x) = f(x)−
m∑

j=1

λjϕj(x) = f(x),

òî äëÿ äàííûõ x ñïðàâåäëèâî

df(x) = dL(x) =

d∑

s=1

∂L

∂xs
dxs = 0,
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äëÿ âñåõ dxs óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâÿçÿì (âòîðîìó óðàâíåíèþ â ñèñòåìå (4.10.4)) è ñâÿçÿì âûòåêàþùèì èç ýòèõ

óðàâíåíèé

d∑

s,p=1

∂2ϕk
∂xs∂xp

dxs dxp +

d∑

s=1

∂ϕk
∂xs

d2xs = 0, k = 1, . . . , d

áóäåò ñïðàâåäëèâî:

d2f = d2L =

d∑

s,p=1

∂2L

∂xs∂xp
dxs dxp +

d∑

s=1

∂L

∂xs
d2xs.

Íî ïîñêîëüêó äëÿ (x0, λ0), ãäå λ0 � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, òî

∂L
∂xs

∣∣∣
(x0,λ0)

= 0 è

d2f
∣∣
x
0 = d2L

∣∣
(x0,λ0)

=
d∑

s,p=1

∂2L

∂xs∂xp

∣∣∣∣∣
(x0,λ0)

dxs dxp.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ëþáûõ dxs óäîâëåòâîðÿþùèõ âòîðîìó óñëîâèþ â ñèñòåìå (4.10.4). Ñëåäî-

âàòåëüíî, îñòà¼òñÿ èññëåäîâàòü âòîðîé äè��åðåíöèàë �óíêöèè Ëàãðàíæà íà ïîëîæèòåëüíóþ ëèáî îòðè-

öàòåëüíóþ îïðåäåë¼ííîñòü, êàê êâàäðàòè÷íîé �îðìû îò dxs, ïðè óñëîâèè ñâÿçè äè��åðåíöèàëîâ (âòîðûì

óðàâíåíèÿ â (4.10.4)). Ò.å. íóæíî ðàññìàòðèâàòü d2L êàê êâàäðàòè÷íóþ �îðìó îò íåçàâèñèìûõ äè��åðåí-

öèàëîâ dxs, s = m+ 1, . . . , d.

Ï ð è ì å ð 4.10.3. Íàéòè òî÷êè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèè f(x, y) = 4x− y ïðè óñëîâèè x2 − y2 = 15.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì �óíêöèÿ Ëàãðàíæà

L(x, y, λ) = f(x, y) + λϕ(x, y) = 4x− y + λ(x2 − y2 − 15).

1. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå. Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íàõîäèì èç óñëîâèé





Lx(x, y, λ) = 0,

Ly(x, y, λ) = 0,

ϕ(x, y) = 0.

=⇒





4 + 2xλ = 0,

−1− 2yλ = 0,

x2 − y2 = 15.

=⇒





x = −2/λ,

y = −1/(2λ),

x2 − y2 = 15.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x è y èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé, â òðåòüå óðàâíåíèå íàõîäèì

λ = ±1/2. Îòêóäà íàõîäèì äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè M1(4, 1,−1/2) è M2(−4,−1, 1/2).
2. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Ïðè ïîìîùè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé èññëåäóåì ýòè òî÷êè íà óñëîâíûé ýêñòðå-

ìóì. Íàéä¼ì âòîðîé äè�åðåíöèàë îò �óíêöèè Ëàãðàíæà L(x, y, λ).

d2L = L′′
xxdx

2 + 2L′′
xydx dy + L′′

yydy
2 = 2λ

(
dx2 − dy2

)
.

Èñïîëüçóþ óðàâíåíèå ñâÿçè x2 − y2 = 15, íàõîäèì çàâèñèìîñòü äè��åðåíöàëîâ dx = (y/x)dy. Îòêóäà

d2L = 2λ

(
y2

x2
− 1

)
dy2.

Òåïåðü îêîí÷àòåëüíî

d2L
∣∣
M1

= 2 ·
(
−1

2

)(
1

16
− 1

)
d2y =

15

16
d2y,

d2L
∣∣
M2

= 2 ·
(
1

2

)(
1

16
− 1

)
d2y = −15

16
d2y.

Òàêèì îáðàçîì â òî÷êå M1(4, 1) óñëîâíûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì, à â òî÷êå M2(−4,−1) óñëîâíûé ëîêàëüíûé

ìàêñèìóì.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóåòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â òåðìèíàõ �óíêöèè Ëàãðàíæà â çàäà÷å ñ îäíèì óðàâíåíèåì

ñâÿçè è ÷åòûðüìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.
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Óïðàæíåíèÿ ê 4.10

Óïðàæíåíèå 4.10.1. Íàéäèòå ìàêèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè f(x1, x2) = min{2x1, x
3
2}, ïðè óñëîâèè x1 + x2 = 6.

Â êàêîé òî÷êå ïëîêîñòè äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì?

Óïðàæíåíèå 4.10.2. �àññìîòðèì äâà âåêòîðà ~x = (1, 0,−1) è ~y = (1, 1,−2). Íàéäèòå âåêòîð ~z ó êîòîðîãî áóäåò
ìàêñèìàëüíà äëèíà, åñëè ~z = a~x+ b~y, ãäå a è b âåñà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ a2 + b2 = 1.

Óïðàæíåíèå 4.10.3. Íéäèòå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè z(x, y) = y − 1
x
ïðè óñëîâèè ñâÿçè

x2 + y2 = 2.

Óïðàæíåíèå 4.10.4. Íàéäèòå ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ìàêñèìàëüíîãî îáú¼ìà, âïèñàííîãî â ïî-

ëóøàð ðàäèóñà R.

Óïðàæíåíèå 4.10.5. Ïðè ïîìîùè �óíêöèè Ëàãðàíæà íàéäèòå òî÷êó íà ýëëèïñå 2x2 + y2 + 3z2 = 16 áëèæàéøóþ

ê ïëîñêîñòè x+ y + z = 34 è òî÷êó, êîòîðàÿ èìååò ñàìîå áîëüøîå ðàññòîÿíèå îò òîé æå ïëîñêîñòè. ×åìó ðàâíû

ýòè ðàññòîÿíèÿ?

Îòâåòû: 4.10.1 fmax = 8, (x0
1, x

0
2) = (4, 2). 4.10.2 ???? 4.10.3 zmin(1;−1) = −2, zmax(−1; 1) = 2. 4.10.4 2R√

3
,

2R√
3
,

R√
3
.

4.10.5 òî÷êà A1

(

2
√

6
11
, 4
√

6
11
, 4
√

2
33

)

� áëèæàéøàÿ ̺ = (34− (2
√

22
3
))/

√
3; ñàìîå áîëüøîå ðàññòîÿíèå îò ýëëèïñà äî

ïëîñêîñòè èìååò òî÷êà

A2

(

−2
√

6
11
,−4

√
6
11
,−4

√
2
33

)

, ðàâíîå ̺ = (34+(2
√

22
3
))/

√
3. Çàìå÷àíèå: äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è áåç �óíêöèè

Ëàãðàíæà (èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèå ñ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ).

4.11 Îêàéìë¼ííûé ãåññèàí

4.11.1 Ñëó÷àé äâóõ ïåðåìåííûõ îäíî óðàâíåíèå ñâÿçè

Áóäåì èñêàòü ýêñòðåìóì �óíêöèè f(x, y) ïðè óñëîâèè ϕ(x, y) = 0. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä:

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ · ϕ(x, y).
Òîãäà

d2L(x, y, λ) = L′′
xxdx

2 + 2L′′
xydx dy + L′′

yydy
2.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî L′′
xy = L′′

yx â âèäó ãëàäêîñòè èñõîäíûõ �óíêöèé. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå ñâÿçè

èìååì:

ϕ′
x(x, y) dx+ ϕ′

y(x, y) dy = 0 ⇐⇒

⇐⇒ dy = −ϕ
′
x

ϕ′
y

dx.

Îòêóäà

d2L(x, y, λ) = L′′
xxdx

2 + 2L′′
xydx

(
−ϕ

′
x

ϕ′
y

dx

)
+ L′′

yy

(
−ϕ

′
x

ϕ′
y

dx

)2

=

= − 1

(ϕ′
y)

2
(dx)2 ·

(
−(ϕ′

y)
2L′′

xx + 2ϕ′
xϕ

′
yL

′′
xy − (ϕ′

x)
2L′′

yy

)
=

= − 1

(ϕ′
y)

2
(dx)2 · detH3,

ãäå

H3 =




0 ϕ′
x ϕ′

y

ϕ′
x L′′

xx L′′
xy

ϕ′
y L′′

xy L′′
yy


 .

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ îêàéìë¼ííîé ìàòðèöåé �åññå, à îïðåäåëèòåëü detH3 � îêàéìë¼ííûì ãåññèàíîì. Äëÿ

ñòàöèîíàðíîé òî÷êè A0 = (x0, y0, λ
0) âîçìîæíû ñëåäóþùèè ñëó÷àè:

• åñëè (−1) detH3 > 0 â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå A0, òî ó èñõîäíîé �óíêöèè óñëîâíûé ìèíèìóì â òî÷êå A0,

• åñëè (−1) detH3 < 0 â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå A0, òî ó èñõîäíîé �óíêöèè óñëîâíûé ìàêñèìóì â òî÷êå A0,

• åñëè detH3 = 0 â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå A0, òî âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè íà ýêñòðåìóì îñòà¼òñÿ íå ðåøåí-

íûì, òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ.



4.11. Îêàéìë¼ííûé ãåññèàí 155

4.11.2 Ñëó÷àé òð¼õ ïåðåìåííûõ îäíî óðàâíåíèå ñâÿçè

Áóäåì èñêàòü ýêñòðåìóì �óíêöèè f(x, y, z) ïðè óñëîâèè ϕ(x, y, z) = 0. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä:

L(x, y, z, λ) = f(x, y, z) + λ · ϕ(x, y, z).

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì ìåòîä Ëàãðàíæà ïðèâîäèò ê ìàòðèöå �åññà

H4 =




0 ϕ′
x ϕ′

y ϕ′
z

ϕ′
x L′′

xx L′′
xy L′′

xz

ϕ′
y L′′

yx L′′
yy L′′

yz

ϕ′
z L′′

zx L′′
zy L′′

zz


 .

Äëÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè A0 = (x0, y0, z0, λ
0) âîçìîæíû ñëåäóþùèè ñëó÷àè:

• åñëè (−1) detH3 > 0, (−1) detH4 > 0 â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå A0, òî ó èñõîäíîé �óíêöèè óñëîâíûé

ìèíèìóì â òî÷êå A0,

• åñëè (−1) detH3 < 0, (−1) detH4 > 0 â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå A0, òî ó èñõîäíîé �óíêöèè óñëîâíûé

ìàêñèìóì â òî÷êå A0,

• åñëè (−1) detH4 < 0 â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå A0, òî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà íåò â òî÷êå A0,

• åñëè detH3 = 0 ëèáî detH4 = 0 â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå A0, òî âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè íà ýêñòðåìóì

îñòà¼òñÿ íå ðåøåííûì, òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ.

4.11.3 Ñëó÷àé òð¼õ ïåðåìåííûõ äâà óðàâíåíèå ñâÿçè

Áóäåì èñêàòü ýêñòðåìóì �óíêöèè f(x, y, z) ïðè íàëè÷èè äâóõ óðàâíåíèé ñâÿçè ϕ(x, y, z) = 0, ψ(x, y, z) = 0.
Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä:

L(x, y, z, λ) = f(x, y, z) + λ1 · ϕ(x, y, z) + λ2 · ψ(x, y, z).

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì ìåòîä Ëàãðàíæà ïðèâîäèò ê ìàòðèöå �åññà

H5 =




0 0 ϕ′
x ϕ′

y ϕ′
z

0 0 ψ′
x ψ′

y ψ′
z

ϕ′
x ψ′

x L′′
xx L′′

xy L′′
xz

ϕ′
y ψ′

y L′′
yx L′′

yy L′′
yz

ϕ′
z ψ′

z L′′
zx L′′

zy L′′
zz



.

Äëÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè A0 = (x0, y0, z0, λ
0
1, λ

0
2) âîçìîæíû ñëåäóþùèè ñëó÷àè:

• åñëè detH5 > 0 â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå A0, òî ó èñõîäíîé �óíêöèè óñëîâíûé ìèíèìóì â òî÷êå A0,

• åñëè detH5 < 0 â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå A0, òî ó èñõîäíîé �óíêöèè óñëîâíûé ìàêñèìóì â òî÷êå A0,

• åñëè detH5 = 0 â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå A0, òî âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè íà ýêñòðåìóì îñòà¼òñÿ íå ðåøåí-

íûì, òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ.

4.11.4 Îáùèé ñëó÷àé

Áóäåì èñêàòü ýêñòðåìóì �óíêöèè f(x1, . . . xd) ïðè íàëè÷èè óðàâíåíèé ñâÿçè

ϕ1(x1, x2, . . . , xd) = 0,

ϕ2(x1, x2, . . . , xd) = 0,

. . . ,

ϕm(x1, x2, . . . , xd) = 0,
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Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä:

L(x1, . . . xd, λ) = f(x1, . . . , xd) +

m∑

k=1

λk · ϕk(x1, . . . xd).

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì èññëåäîâàíèå íà äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ê èçó÷åíèþ âòîðîãî

äè��åðåíöèàëà �óíêöèè Ëàãðàíæà d2L, òàê íàçûâàåìîé îêàéìë¼ííîé ìàòðèöåé �åññå,

d2L =

(
L′′
λ,λ L′′

λ,x

L′′
x,λ L′′

x,x

)
=




L′′
λ1,λ1

L′′
λ1,λ2

. . . L′′
λ1,λm

L′′
λ1,x1

L′′
λ1,x2

. . . L′′
λ1,xd

L′′
λ2,λ1

L′′
λ2,λ2

. . . L′′
λ2,λm

L′′
λ2,x1

L′′
λ2,x2

. . . L′′
λ2,xd

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
L′′
λm,λ1

L′′
λm,λ2

. . . L′′
λm,λm

L′′
λm,x1

L′′
λm,x2

. . . L′′
λm,xd

L′′
x1,λ1

L′′
x1,λ2

. . . L′′
x1,λm

L′′
x1,x1

L′′
x1,x2

. . . L′′
x1,xd

L′′
x2,λ1

L′′
x2,λ2

. . . L′′
x2,λm

L′′
x2,x1

L′′
x2,x2

. . . L′′
x2,xd

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
L′′
xd,λ1

L′′
xd,λ2

. . . L′′
xd,λm

L′′
xd,x1

L′′
xd,x2

. . . L′′
xd,xd




=

=




0 0 . . . 0 (ϕ1)
′
x1

(ϕ1)
′
x2

. . . (ϕ1)
′
xd

0 0 . . . 0 (ϕ2)
′
x1

(ϕ2)
′
x2

. . . (ϕ2)
′
xd

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 (ϕm)′x1

(ϕm)′x2
. . . (ϕm)′xd

(ϕ1)
′
x1

(ϕ2)
′
x1

. . . (ϕm)′x1
L′′
x1x1

L′′
x1x2

. . . L′′
x1xd

(ϕ1)
′
x2

(ϕ2)
′
x2

. . . (ϕm)′x2
L′′
x2x1

L′′
x2x2

. . . L′′
x2xd

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(ϕ1)

′
xd

(ϕ2)
′
xd

. . . (ϕm)′xd
L′′
xdx1

L′′
xdx2

. . . L′′
xdxd




.

Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà

Òåîðåìà 4.11.1 (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà). Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì

�óíêöèþ f : Rd 7→ R1
, íà ìíîæåñòâå G ⊂ Rd òî÷åê, óäîâëåòâîðÿùèõ óðàâíåíèÿì ñâÿçè. Ïóñòü f è

ϕk(x), 1 6 k 6 m, ïðèíàäëåæàò êëàññó C2(G) è âûïîëíåíî óñëîâèå (4.10.3). Òîãäà äëÿ ñòàöèîíàðíîé

òî÷êè A0 = (x01, x
0
2, . . . , x

0
d, λ

0
1, λ

0
2, . . . , λ

0
m) âîçìîæíû ñëåäóþùèè ñëó÷àè:

• åñëè óãëîâûå ìèíîðîâ (−1)m detH2m+1 > 0, (−1)m detH2m+2 > 0, (−1)m detHm+d > 0, â ñòàöèîíàð-
íîé òî÷êå A0, òî ó èñõîäíîé �óíêöèè óñëîâíûé ìèíèìóì â òî÷êå A0,

• åñëè çíàêè óãëîâûõ ìèíîðîâ ÷åðåäóþòñÿ íà÷èíàÿ ñî çíàêà (−1)m+1
, ò.å. (−1)m+1 detH2m+1 > 0,

(−1)m+2 detH2m+2 > 0, (−1)d detHm+d > 0, â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå A0, òî ó èñõîäíîé �óíêöèè

óñëîâíûé ìàêñèìóì â òî÷êå A0.

Ï ð è ì å ð 4.11.1. Íàéòè òî÷êè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèè f(x, y) = 4x− y ïðè óñëîâèè x2 − y2 = 15.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì �óíêöèÿ Ëàãðàíæà

L(x, y, λ) = f(x, y) + λϕ(x, y) = 4x− y + λ(x2 − y2 − 15).

1. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè íàõîäèì èç óñëîâèé





Lx(x, y, λ) = 0,

Ly(x, y, λ) = 0,

ϕ(x, y) = 0.

=⇒





4 + 2xλ = 0,

−1− 2yλ = 0,

x2 − y2 = 15.

=⇒





x = −2/λ,

y = −1/(2λ),

x2 − y2 = 15.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x è y èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé, â òðåòüå óðàâíåíèå íàõîäèì

λ = ±1/2. Îòêóäà íàõîäèì äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè M1(4, 1,−1/2) è M2(−4,−1, 1/2).
2. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Ïðè ïîìîùè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé èññëåäóåì ýòè òî÷êè íà óñëîâíûé ýêñòðå-

ìóì. Îêàéìëåííûé �åññèàí ïðèíèìàåò âèä:

detH3 =

∣∣∣∣∣∣

0 ϕ′
x ϕ′

y

ϕ′
x L′′

xx L′′
xy

ϕ′
y L′′

xy L′′
yy

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

0 2x −2y
2x 2λ 0
−2y 0 −2λ

∣∣∣∣∣∣
= −8λy2 + 8λx2 = 8λ(x2 − y2).
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Â íàøåì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñâÿçè îäíî, ïîýòîìó m = 1. Îòêóäà

(−1)1 detH3

∣∣
M1

= 4 · 15 > 0,

(−1)1 detH3

∣∣
M2

= −4 · 15 < 0.

Òàêèì îáðàçîì â òî÷êå M1(4, 1) óñëîâíûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì, à â òî÷êå M2(−4,−1) óñëîâíûé ëîêàëüíûé

ìàêñèìóì.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóåòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â òåðìèíàõ îêàéìë¼ííîãî �åññèàíà â çàäà÷å ñ îäíèì óðàâíåíèåì

ñâÿçè è ÷åòûðüìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.

2. Ñ�îðìóëèðóåòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìàêñèìóìà â òåðìèíàõ îêàéìë¼ííîãî �åññèàíà â çàäà÷å ñ äâóìÿ óðàâíå-

íèåì ñâÿçè è ÷åòûðüìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.

Óïðàæíåíèÿ ê 4.11

Óïðàæíåíèå 4.11.1. Ïóñòü f(x) � äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ íà R òàêàÿ, ÷òî f ′′(x) > 0
äëÿ âñåõ x ∈ R. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

F (x1, x2, . . . , xd) =

d∑

k=1

f(xk) → min,

d∑

k=1

xk = 1,

ãäå (x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd
. Íàéäèòå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè äàííîé çàäà÷è (óáåäèòåñü, ÷òî òî÷êà áóäåò îäíà). Ïðè

ïîìîùè îêàéìë¼ííîãî �åññèàíà äîêàæèòå, ÷òî íàéäåííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà äîñòàâëÿåò ìèíèìóì â çàäà÷å.

Îòâåòû: 4.11.1 êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ( 1
n
, 1
n
, . . . , 1

n
) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì â äàííîé çàäà÷å.

4.12 Íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå â îáëàñòè

Îïðåäåëåíèå 4.12.1. Ïóñòü G ⊂ Rd � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿ f : G → R èìååò â òî÷êå x
0

ãëîáàëüíûé èëè àáñîëþòíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì), åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ G âûïîëíåíî f(x) > f(x0)
(f(x) 6 f(x0)).

Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ãëîáàëüíîãî èëè àáñîëþòíîãî ýêñòðåìóìà, à çíà÷åíèå �óíêöèè â äàí-

íûõ òî÷êàõ � ãëîáàëüíûì èëè àáñîëþòíûì ýêñòðåìóìîì. Çíà÷åíèå �óíêöèè â òî÷êå ãëîáàëüíîãî ìàêñè-

ìóìà (ìèíèìóìà) íàçûâàþò òàêæå íàèáîëüøèì (íàèìåíüøèì) çíà÷åíèåì �óíêöèè íà ìíîæåñòâå D.
Åñëè �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå, òî íà ýòîì ìíîæåñòâå íàéä¼òñÿ òî÷êà,

â êîòîðîé �óíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, à òàêæå òî÷êà â êîòîðîé �óíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèìåíü-

øåå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíàÿ íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå �óíêöèÿ èìååò íà ýòîì

ìíîæåñòâå ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà è îäíó òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî G ⊂ Rd, ìîæíî çàäàòü ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

ϕ1(x1, x2, . . . , xd) 6 0,

ϕ2(x1, x2, . . . , xd) 6 0,

. . . ,

ϕm(x1, x2, . . . , xd) 6 0,

ãäå ϕk ∈ C(G), 1 6 k 6 m.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ �óíêöèè â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, ñëåäóåò

âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ âíóòðè îáëàñòè, çàòåì íàéòè âñå óñëîâíûå ýêñòðåìóìû íà êàæ-

äîì èç îãðàíè÷åíèé íà ìíîæåñòâîG (îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâîG çàäàííû óñëîâèÿìè ϕs(x1, x2, . . . , xd) = 0),
è âûáðàòü èç ýòèõ çíà÷åíèé íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå.

Â ñëó÷àå G ⊂ R2
, ñëåäóåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ âíóòðè îáëàñòè, çàòåì íàéòè

âñå óñëîâíûå ýêñòðåìóìû íà êàæäîì èç îãðàíè÷åíèé ϕs(x1, x2, . . . , xd) = 0, s = 1, . . . ,m, íàéòè çíà÷åíèÿ

�óíêöèè â âåðøèíàõ "ìíîãîóãîëüíèêà"è âûáðàòü èç ýòèõ çíà÷åíèé íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå.

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, òî ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ

�óíêöèè â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ âíóòðè îáëàñòè è íà åå ãðàíèöàõ, íå ïðîâåðÿÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî èëè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, òî

îíà íå ìîæåò áûòü è òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Ï ð è ì å ð 4.12.1. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x, y) = x2+ y2− 2y− 5 â îáëàñòè
y − x 6 2, x+ y 6 2, y > 0. Äàííàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì ñ âåðøèíàìè A(−2, 0), B(0, 2) è C(2, 0),
ñòîðîíû êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû íà ïðÿìûõ y − x = 2, y + x = 2, y = 0 (ñì. ðèñ. 4.19).

O

y

x

y=0

y
x

+
=
2

A(-2,0)

y
x-
=
2

C(-2,0)

B(0,2)

�èñ. 4.19: Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ �óíêöèè.

1. Íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè âíóòðè îáëàñòè. Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè f(x, y) è ïðèðàâ-
íÿåì èõ íóëþ

{
f ′
x = 2x = 0,

f ′
y = 2y − 2 = 0.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå (0, 1), êîòîðîå ïðèíàäëåæèò èñõîäíîé îáëàñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷-
êà (0, 1) � åäèíñòâåííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ âíóòðè îáëàñòè. Íàéä¼ì çíà÷åíèå â ýòîé òî÷êå f(0, 1) = −6.

2. Íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íà ñòîðîíå AC. Êîîðäèíàòû òî÷åê, ëåæàùèõ íà AC óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

y = 0, x ∈ [−2, 2]. Òîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ �óíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä f(x, y) = x2 − 5. Ñòàöèîíàðíàÿ
òî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ f ′

x = 0. Îòñþäà x = 0. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå �óíêöèè â íàéäåííîé òî÷êå

f(0, 0) = −5.

3. �àññìîòðèì òî÷êè, ëåæàùèå íà ñòîðîíå AB. Èõ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì x = y− 2, y ∈ [0, 2].
Ïðè ýòîì èìååì f(x, y) = 2y2 − 6y − 1. Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ f ′

y = 0. Îòñþäà
y = 3/2. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå �óíêöèè â íàéäåííîé òî÷êå f(−1/2, 3/2) = −5.5.

4. Íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íà ñòîðîíå BC. Çäåñü x = 2−y, y ∈ [0, 2]. Ïðè ýòîì èìååì f(x, y) = 2y2−6y−1.
Èç óñëîâèÿ f ′

y = 0. Îòñþäà y = 3/2. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå �óíêöèè â íàéäåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå

f(1/2, 3/2) = −5.5.

5. Íàéäåì çíà÷åíèÿ �óíêöèè â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà (âåðøèíû ìû ðàñññìàòðèâàåì êàê ïåðåñå÷åíèå ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé) f(−2, 0) = f(2, 0) = −1, f(0, 2) = −5. Âûáåðåì íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå èç ýòèõ

çíà÷åíèé.

Èòàê, �óíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå fmax = −1 â òî÷êàõ (±2, 0), íàèìåíüøåå çíà÷åíèå fmin = −6
â òî÷êå (0, 1).
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O

z

x

y

�èñ. 4.20: Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ �óíêöèè.

Ï ð è ì å ð 4.12.2. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x, y, z) = z2+x2+y2− y3

3 −(x+z)+1
â îáëàñòè z > 0, x2 + y2 + z2 6 1. Äàííàÿ îáëàñòü èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.20.

1. Íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè âíóòðè îáëàñòè. Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè f(x, y) è ïðèðàâ-
íÿåì èõ íóëþ





f ′
x = 2x− 1 = 0,

f ′
y = y(2− y) = 0,

f ′
z = 2z − 1 = 0.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (1/2, 0, 1/2), êîòîðîå ïðèíàäëåæèò èñõîäíîé îáëàñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (1/2, 0, 1/2) � åäèíñòâåííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ âíóòðè îáëàñòè. Íàéä¼ì çíà÷åíèå â

ýòîé òî÷êå f(1/2, 0, 1/2) = 1/2.

2. Íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè z = 0 â îáëàñòè x2+y2 6 1. Òîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ �óíêöèÿ

ïðèíèìàåò âèä f(x, y, z) = x2 + y2 − y3

3 − x+ 1. Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé

{
f ′
x = 2x− 1 = 0,

f ′
y = y(2− y) = 0.

Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (1/2, 0, 0), êîòîðîå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè x2 + y2 6 1. Âû÷èñëèì
çíà÷åíèå �óíêöèè â íàéäåííîé òî÷êå f(1/2, 0, 0) = 3/4.

3. �àññìîòðèì òî÷êè, ëåæàùèå íà ïîâåðõíîñòè x2 + y2 + z2 = 1, z > 0. Áóäåì èñêàòü ýêñòðåìóì �óíêöèè

f(x, y, z) ïðè óñëîâèè x2 + y2 + z2 = 1, z > 0. Ñîñòàâèì �óíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, y, z, λ) = z2 + x2 + y2 − y3

3
− (x+ z) + 1 + λ · (x2 + y2 + z2 − 1)

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé





L′
x = 2x− 1 + 2λx = 0,

L′
y = y(2− y + 2λ) = 0,

L′
z = 2z − 1 + 2λz = 0,

x2 + y2 + z2 = 1.

⇐⇒





x = 1
2(1+λ) ,

z = 1
2(1+λ) ,

y = 0 ëèáî y = 2(1 + λ),

x2 + y2 + z2 = 1.

�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
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I. Ïóñòü y = 2(1 + λ). Òîãäà x = z = 1
2(1+λ) è ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå ñâÿçè x2 + y2 + z2 = 1 ïîëó÷àåì

áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé (1 + λ)

4(1 + λ)2 +
1

2(1 + λ)2
= 1 ⇐⇒ 4(1 + λ)4 − (1 + λ)2 +

1

2
= 0 ⇐⇒

(
2(1 + λ)2 − 1

4

)2

+
7

16
= 0,

êîòîðîå íå èìååò ðåøåíèé.

II. Ïóñòü y = 0. Òîãäà x = z = 1
2(1+λ) è ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå ñâÿçè x

2 + y2 + z2 = 1 ïîëó÷àåì

x = z = ± 1√
2
,

λ = −1± 1√
2
.

Òàêèì îáðàçîì òî÷êè ( 1√
2
, 0, 1√

2
), (− 1√

2
, 0,− 1√

2
) � ñòàöèîíàðíûå. Çíà÷åíèå â ýòèõ òî÷êàõ f( 1√

2
, 0, 1√

2
) =

2−
√
2, f(− 1√

2
, 0,− 1√

2
) = 2 +

√
2.

4. Íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íà ïåðåñå÷åíèè ïîâåðõíîñòåé z = 0 è x2 + y2 + z2 = 1. Èùåì ñòàöèîíàðíûå

òî÷êè �óíêöèè f(x, y, z) = x2 + y2 − y3

3 − x+ 1, ïðè óñëîâèè x2 + y2 = 1. Ñîñòàâèì �óíêöèþ Ëàãðàíæà

F (x, y, λ) = x2 + y2 − y3

3
− x+ 1 + λ · (x2 + y2 − 1)

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé





2x(1 + λ) = 0,

y(2(1 + λ)− y) = 0,

x2 + y2 = 1.

�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

I. Ïóñòü x = 0. Òîãäà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ëèáî y = 2(1 + λ), ëèáî y = 0, íî ñëó÷àé y = 0 íåâîçìîæåí,
ò.ê. òîãäà óðàâíåíèå ñâÿçè x2 + y2 = 1 íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå ñâÿçè, íàõîäèì y = ±1,
λ = ±1/2− 1. Íàõîäèì çíà÷åíèå â ýòèõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ f(0, 1, 0) = 5/3, f(0,−1, 0) = 7/3.

II. Ïóñòü λ = −1. Òîãäà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì y = 0. Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå ñâÿçè, íàõî-

äèì x = ±1. Íàõîäèì çíà÷åíèå â ýòèõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ f(1, 0, 0) = 1, f(−1, 0, 0) = 3. Âûáåðåì
íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå èç ýòèõ çíà÷åíèé.

Èòàê, �óíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå fmax = 2 +
√
2 â òî÷êå (− 1√

2
, 0,− 1√

2
), íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

fmin = 1/2 â òî÷êå (1/2, 0, 1/2).

4.13 Ïðèëîæåíèå òåîðèè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ê ýêîíîìè÷åñêîé òåî-

ðèè

Íèæå ìû ðàññìîòðèì äâå ìîäåëè. Äàíû äâà òîâàðà, îäèí � ñòîèìîñòüþ p1 çà åäèíèöó, äðóãîé � ñòîèìî-

ñòüþ p2 çà åäèíèöó èçìåðåíèÿ (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîæíî êóïèòü ëþáûå êîëè÷åñòâà x1, x2 ýòèõ òîâàðîâ).
Íàëè÷íûå ñðåäñòâà � M . Òîâàðû â êîëè÷åñòâå x1, x2 îáëàäàþò ñîâîêóïíîé ïîëåçíîñòüþ U(x1, x2).

êîëè÷åñòâî òîâàðà öåíà çà åäèíèöó

x1 p1

x2 p2
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• (Ïåðâàÿ ìîäåëü) Òðåáóåòñÿ äîáèòüñÿ íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè ïîëåçíîñòè U(x1, x2) ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ðàñõîäû íå ïðåâîñõîäÿò M , ò.å.

U(x1, x2) → max

p1x1 + p2x2 6M.

• (Âòîðàÿ ìîäåëü) Òðåáóåòñÿ äîáèòüñÿ �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ũ �óíêöèè ïîëåçíîñòè u(x1, x2) ïðè
ìèíèìàëüíûõ çàòðàòàõ p1x1 + p2x2 íà ïîêóïêó äâóõ òîâàðîâ.

p1x1 + p2x2 → min

U(x1, x2) = ũ.

�àçáåð¼ì îáå ýòè ìîäåëè ïîäðîáíåå.

4.13.1 Çàäà÷à ðàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ íà ðûíêå. Ôóíêöèè ñïðîñà

ïî Ìàðøàëëó. Ôóíêöèÿ êîñâåííîé ïîëåçíîñòè, å¼ ñâîéñòâà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Òðåáóåòñÿ êóïèòü äâà òîâàðà, îäèí � ñòîèìîñòüþ p1 çà åäèíèöó, äðóãîé � ñòîèìîñòüþ p2 çà åäèíèöó èçìå-
ðåíèÿ (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîæíî êóïèòü ëþáûå êîëè÷åñòâà x1, x2 ýòèõ òîâàðîâ). Íàëè÷íûå ñðåäñòâà � M .

Òîâàðû â êîëè÷åñòâå x1, x2 îáëàäàþò ñîâîêóïíîé ïîëåçíîñòüþ U(x1, x2). Òðåáóåòñÿ äîáèòüñÿ íàèáîëüøåãî

çíà÷åíèÿ �óíêöèè ïîëåçíîñòè U(x1, x2) ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàñõîäû íå ïðåâîñõîäÿò M .

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ �óíêöèè U(x1, x2) íà îáëàñòè G ⊂ R2
, îãðàíè÷åííîé ïðÿìûìè x1 = 0, x2 = 0

è p1x1 + p2x2 =M . Ñíà÷àëà èùåì ýêñòðåìóì âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè, ðåøàÿ ñèñòåìó

O

x1

p
x

p
x

M

1
1 +

=
2

2

M p/ 1

M p/ 2

x2

�èñ. 4.21: Îáëàñòü G â ïåðåìåííûõ x1, x2.

{
U ′
x1

= 0,

U ′
x2

= 0.

È èññëåäóÿ íàéäåííûå òî÷êè, èñïîëüçóÿ äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ýêñòðåìóìà. Çàòåì ðàññìîòðèì �óíêöèþ

U(x1, 0) íà îòðåçêå 0 6 x1 6 M/p1 è ïîñ÷èòàåì å¼ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå; òî æå äëÿ �óíêöèè U(0;x2) íà îò-
ðåçêå 0 6 x2 6M/p2. Îñòàëîñü íàéòè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè U(x1, x2) ïðè óñëîâèè p1x1 + p2x2 =M ,

ïîñëå ÷åãî, ñðàâíèâàÿ âûøåóïîìÿíóòûå íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ âíóòðè îáëàñòè G è íà å¼ ãðàíèöàõ, ïîëó÷èì

ðåøåíèå çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî ýòà ïðîöåäóðà ïðèãîäíà äëÿ ïðîèçâîëüíîé äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè ïî-

ëåçíîñòè U(x1, x2). Ïîñêîëüêó ìû ìîæåì íå ïðîâåðÿòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â ñëó÷àè äè��åðåíöèðóåìîñòè

�óíêöèé. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàåìàÿ �óíêöèÿ ïîëåçíîñòè òàêîâà, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

�óíêöèÿ ïîëåçíîñòè ïðèíèìàåò íà ãðàíèöå U(x1, x2).
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Çàäà÷à î íàõîæäåíèè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèè

Íàéä¼ì óñëîâíûé ýêñòðåìóì �óíêöèè U(x1, x2) ïðè p1x1+p2x2 =M . Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì �óíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x1, x2, λ) = U(x1, x2) + λ · (M − p1x1 − p2x2).

Ïðèðàâíÿåì ê íóëþ å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå





L′
x1

= U ′
x1

− λp1 = 0,

L′
x2

= U ′
x2

− λp2 = 0,

L′
λ =M − p1x1 − p2x2 = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x̃1(p1, p2,M), x̃2(p1, p2,M), λ̃(p1, p2,M).

Îïðåäåëåíèå 4.13.1. Ôóíêöèè x̃1(p1, p2,M), x̃2(p1, p2,M) íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè ñïðîñà ïî Ìàðøàëëó.

Ôóíêöèÿ

U(x̃1, x̃2) = U(x̃1(p1, p2,M), x̃2(p1, p2,M)) = V (p1, p2,M)

íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé êîñâåííîé ïîëåçíîñòè.

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà {
U ′
x1
(x̃1, x̃2) = λ̃p1,

U ′
x2
(x̃1, x̃2) = λ̃p2.

Óðàâíåíèå ñâÿçè ïðèíèìàåò âèä p1x̃1 + p2x̃2 =M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x̃1, x̃2 � äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè

è, äè��åðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî Ì, íàõîäèì:

p1
∂x̃1
∂M

+ p2
∂x̃2
∂M

= 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p1 � ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà, M è p2 íå çàâèñÿò îò p1. Òîãäà, äè��åðåíöèðóÿ óðàâíåíèå

ñâÿçè ïî p1, íàõîäèì

x̃1 + p1
∂x̃1
∂p1

+ p2
∂x̃2
∂p1

= 0,

îòòóäà p1
∂x̃1

∂p1
+ p2

∂x̃2

∂p1
= −x̃1. Àíàëîãè÷íî,

p1
∂x̃1
∂p2

+ p2
∂x̃2
∂p2

= −x̃2.

Ëåììà 14. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

V ′
M = λ̃,

V ′
pk

= −λ̃x̃k, k = 1, 2.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâî �îÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî

V ′
M =

∂

∂M
(U(x̃1(p1, p2,M), x̃2(p1, p2,M))) = U ′

x1
(x̃1, x̃2) ·

∂x̃1
∂M

+ U ′
x2
(x̃1, x̃2) ·

∂x̃2
∂M

=

= λ̃

(
p1 ·

∂x̃1
∂M

+ p2 ·
∂x̃2
∂M

)
= λ̃.

Äîêàæåì âòîðîå ðàâåíñòâî ëåììû:

V ′
pk =

∂

∂pk
(U(x̃1(p1, p2,M), x̃2(p1, p2,M))) = U ′

x1
(x̃1, x̃2) ·

∂x̃1
∂pk

+ U ′
x2
(x̃1, x̃2) ·

∂x̃2
∂pk

=

= λ̃

(
p1 ·

∂x̃1
∂pk

+ p2 ·
∂x̃2
∂pk

)
= −λ̃x̃k.
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Ï ð è ì å ð 4.13.1. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðåäûäóùåãî ïðèìåð, â êîòîðîì

U(x1, x2) = xα1

1 xα2

2 , 0 < αk < 1, k = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä

L(x1, x2, λ) = xα1
1 xα2

2 + λ · (M − p1x1 − p2x2).

1. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå. Íàéä¼ì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè





L′
x1

= α1x
α1−1
1 xα2

2 − λp1 = 0,

L′
x2

= α2x
α1
1 xα2−1

2 − λp2 = 0,

L′
λ =M − p1x1 − p2x2 = 0.

íàéä¼ì ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî äîìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà α2x1, à âòîðîå íà α1x2 è âû÷òåì
îäíî èç äðóãîãî. Òîãäà ïîëó÷èì α2p1x1 = α1p2x2. Ïîäñòàâèâ, íàéäåííîå ñîîòíîøåíèå p2x2 = (α2/α1)p1x1 â
ïîñëåäíåå óðàâíåíèè ñèñòåìû íàõîäèì:

p1x1

(
1 +

α2

α1

)
=M =⇒ x̃1 =

α1M

(α1 + α2)p1
.

Àíàëîãè÷íî

x̃2 =
α2M

(α1 + α2)p2
.

Íàìè íàéäåíû �óíêöèè Ìàðøàëëà x̃1, x̃2. Çíà÷åíèå λ̃, ìû íàéä¼ì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû

α1

(
α1M

(α1 + α2)p1

)α1−1(
α2M

(α1 + α2)p2

)α2

= λp1.

Îòêóäà

λ̃ =

(
α1

p1

)α1
(
α2

p2

)α2
(

M

α1 + α2

)α1+α2−1

.

2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ.

�àçóìååòñÿ, â ýòîé çàäà÷å åù¼ ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî â ïîëó÷åííîé òî÷êå åñòü ýêñòðåìóì. Äàäèì äâà

äîêàçàòåëüñòâà íàëè÷èÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, èñïîëüçóÿ âòîðîé äè��åðåíöèàë è îêàéìë¼ííûé ãåññèàí.

I ñïîñîá. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå íàéä¼ì âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

L′′
x1x1

= α1(α1 − 1)x̃α1−2
1 x̃α2

2 ,

L′′
x1x2

= α1α2x̃
α1−1
1 x̃α2−1

2 ,

L′′
x2x2

= α2(α2 − 1)x̃α1
1 x̃α2−2

2 .

Âòîðîé äè��åðåíöèàë �óíêöèè L ðàâåí

Èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè ñëåäóåò p1d x1 + p2d x2 = 0. Îòêóäà

d x2 = −(p1/p2)d x1.

Ïîýòîìó

d2 L = L′′
x1x1

(d x1)
2 + 2L′′

x1x2
d x1d x2 + L′′

x2x2
(d x2)

2 =

=

(
α1(α1 − 1)x̃α1−2

1 x̃α2
2 − 2α1α2

(
p1
p2

)
x̃α1−1
1 x̃α2−1

2 + α2(α2 − 1)

(
p1
p2

)2

x̃α1
1 x̃α2−2

2

)
(d x1)

2.

Âñå òðè ñëàãàåìûõ â ñêîáêàõ � îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàê êàê 0 < α1, α2 < 1, x̃1 > 0, x̃2 > 0, p1, p2 > 0.
Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà äà¼ò óñëîâíûé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è.
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II ñïîñîá. Äàäèì åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî íàëè÷èÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, èñïîëüçóÿ îêàéìë¼ííûé ãåñ-

ñèàí. Îêàéìëåííûé �åññèàí ïðèíèìàåò âèä:

detH3 =

∣∣∣∣∣∣

0 ϕ′
x1

ϕ′
x2

ϕ′
x1

L′′
x1x1

L′′
x1x2

ϕ′
x2

L′′
x2x1

L′′
x2x2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

0 −p1 −p2
−p1 α1(α1 − 1)x̃α1−2

1 x̃α2
2 α1α2x̃

α1−1
1 x̃α2−1

2

−p2 α1α2x̃
α1−1
1 x̃α2−1

2 α2(α2 − 1)x̃α1
1 x̃α2−2

2

∣∣∣∣∣∣
=

= p1

∣∣∣∣
−p1 α1α2x̃

α1−1
1 x̃α2−1

2

−p2 α2(α2 − 1)x̃α1
1 x̃α2−2

2

∣∣∣∣− p2

∣∣∣∣
−p1 α1(α1 − 1)x̃α1−2

1 x̃α2
2

−p2 α1α2x̃
α1−1
1 x̃α2−1

2

∣∣∣∣ =

= p1

∣∣∣∣
−p1 α1α2x̃

α1−1
1 x̃α2−1

2

−p2 α2(α2 − 1)x̃α1
1 x̃α2−2

2

∣∣∣∣+ p2

∣∣∣∣
p1 α1(α1 − 1)x̃α1−2

1 x̃α2
2

p2 α1α2x̃
α1−1
1 x̃α2−1

2

∣∣∣∣ .

Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíà, òàê êàê èç íåðàâåíñòâ 0 < α1, α2 < 1, x̃1 > 0, x̃2 > 0, p1, p2 > 0 âûòå-

êàåò, ÷òî êàæäûé èç ïîëó÷åííûõ îïðåäåëèòåëåé ïîëîæèòåëåí. Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå èìååòñÿ

óñëîâíûé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.

Çàìå÷àíèå 37. Â ýòîé çàäà÷å óðàâíåíèå ñâÿçè p1x1 + p2x2 = M ëåãêî ðåøàåòñÿ. Íàïðèìåð, x2 = (M −
p1x1)/p2. È çàäà÷à îòûñêàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ

�óíêöèè f(x1) = U(x1, (M − p1x1)/p2) íà îòðåçêå x1 ∈ [0;M/p1]. �åêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ ïðèìåíèòü ýòî

ñîîáðàæåíèå ê ðàññìîòðåííîìó ïðèìåðó ñ �óíêöèåé U(x1, x2) = xα1
1 xα2

2 ñàìîñòîÿòåëüíî.

4.13.2 Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðàñõîäà ïîòðåáèòåëÿ ïðè �èêñèðîâàííîì óðîâíå ïî-

ëåçíîñòè. Ôóíêöèè ñïðîñà ïî Õèêñó. Ôóíêöèÿ ðàñõîäîâ, å¼ ñâîéñòâà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Òðåáóåòñÿ äîáèòüñÿ �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ũ �óíêöèè ïîëåçíîñòè u(x1, x2) ïðè ìèíèìàëüíûõ çàòðàòàõ

p1x1 + p2x2 íà ïîêóïêó äâóõ òîâàðîâ. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìèíèìóìà �óíêöèè p1x1 + p2x2 ïðè óñëîâèè
u(x1, x2) = ũ. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

L(x1, x2, λ) = p1x1 + p2x2 + λ(ũ − u(x1, x2)).

Ïðèðàâíÿåì ê íóëþ å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå





L′
x1

= p1 − λu′x1
= 0,

L′
x2

= p2 − λu′x2
= 0,

L′
λ = ũ− u(x1, x2) = 0.

Îïðåäåëåíèå 4.13.2. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x̃1(p1, p2, ũ), x̃2(p1, p2, ũ),
λ(p1, p2, ũ). Ôóíêöèè x̃1, x̃2 íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè ñïðîñà ïî Õèêñó, à �óíêöèÿ

m(p1, p2, ũ) = p1x̃1(p1, p2, ũ) + p2x̃2(p1, p2, ũ)

íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ðàñõîäîâ.

Èç ïåðâûõ äâóõ ðàâåíñòâ äëÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ x̃1, x̃2, λ̃ ïîëó÷àåì

pk = λ̃
∂ũ

∂x̃k
, k = 1, 2.

Ëåììà 15. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

m′
ũ = λ̃,

m′
pk

= x̃k, k = 1, 2.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâî Øåïàðäà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî

m′
ũ = p1

∂x̃1
∂ũ

+ p2
∂x̃2
∂ũ

=

= λ̃

(
∂ũ

∂x̃1
(x̃1(p1, p2, ũ), x̃2(p1, p2, ũ)) ·

∂x̃1
∂ũ

+
∂ũ

∂x̃2
(x̃1(p1, p2, ũ), x̃2(p1, p2, ũ)) ·

∂x̃2
∂ũ

)
=

= λ̃

(
∂ũ

∂x̃1
· ∂x̃1
∂ũ

+
∂ũ

∂x̃2
· ∂x̃2
∂ũ

)
= λ̃

∂ũ

∂ũ
= λ̃.

Äîêàæåì âòîðîå ðàâåíñòâî ëåììû:

m′
p1 =

∂

∂p1
(p1x̃1 + p2x̃2) = x̃1 + p1

∂x̃1
∂p1

+ p2
∂x̃2
∂p1

=

= x̃1 + λ̃

(
∂ũ

∂x̃1
(x̃1(p1, p2, ũ), x̃2(p1, p2, ũ)) ·

∂x̃1
∂p1

+
∂ũ

∂x̃2
(x̃1(p1, p2, ũ), x̃2(p1, p2, ũ)) ·

∂x̃2
∂p1

)
=

= x̃1 + λ̃

(
∂ũ

∂x̃1
· ∂x̃1
∂p1

+
∂ũ

∂x̃2
· ∂x̃2
∂p1

)
= x̃1 + λ̃

∂ũ

∂p1
= x̃1.

Ïîñêîëüêó ũ′p1 = 0. �àâåíñòâî m′
p2 = x̃2 óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ï ð è ì å ð 4.13.2. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðåäûäóùåãî ïðèìåð, â êîòîðîì

u(x1, x2) = xα1
1 xα2

2 , 0 < αk < 1, k = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä

L(x1, x2, λ) = p1x1 + p2x2 + λ · (ũ− xα1
1 xα2

2 ) .

1. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå. Íàéä¼ì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè





L′
x1

= p1 − λα1x
α1−1
1 xα2

2 = 0,

L′
x2

= p2 − λα2x
α1
1 xα2−1

2 = 0,

L′
λ = ũ− xα1

1 xα2
2 = 0.

íàéä¼ì ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî äîìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà α2x1, à âòîðîå íà α1x2 è âû÷òåì
îäíî èç äðóãîãî. Òîãäà ïîëó÷èì α2p1x1 = α1p2x2. Ïîäñòàâèâ, íàéäåííîå ñîîòíîøåíèå x2 = (α2/α1)(p1/p2)x1
â ïîñëåäíåå óðàâíåíèè ñèñòåìû íàõîäèì:

ũ = xα1+α2
1

(
α2p1
α1p2

)α2

=⇒ x̃1 = ũ
1

α1+α2

(
α1p2
α2p1

) α2
α1+α2

.

Àíàëîãè÷íî

x̃2 = ũ
1

α1+α2

(
α2p1
α1p2

) α1
α1+α2

.

Íàìè íàéäåíû �óíêöèè ñïðîñà ïî Õèêñó x̃1, x̃2. Çíà÷åíèå λ̃, ìû íàéä¼ì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû

p1 = λα1ũ
1− 1

α1+α2

(
α1p2
α2p1

)− α2
α1+α2

.

Îòêóäà

λ̃ = ũ
1

α1+α2
−1

(
p1
α1

)(
α1p2
α2p1

) α2
α1+α2

.

Ôóíêöèÿ ðàñõîäà èìååò âèä

m̃(p1, p2, ũ) = p1ũ
1

α1+α2

(
α1p2
α2p1

) α2
α1+α2

+ p2ũ
1

α1+α2

(
α2p1
α1p2

) α2
α1+α2

.
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2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ.

�àçóìååòñÿ, â ýòîé çàäà÷å åù¼ ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî â ïîëó÷åííîé òî÷êå åñòü ýêñòðåìóì. Äàäèì äâà

äîêàçàòåëüñòâà íàëè÷èÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, èñïîëüçóÿ âòîðîé äè��åðåíöèàë è îêàéìë¼ííûé ãåññèàí.

I ñïîñîá. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå íàéä¼ì âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

L′′
x1x1

= −λ̃α1(α1 − 1)x̃α1−2
1 x̃α2

2 ,

L′′
x1x2

= −λ̃α1α2x̃
α1−1
1 x̃α2−1

2 ,

L′′
x2x2

= −λ̃α2(α2 − 1)x̃α1
1 x̃α2−2

2 .

Èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè x̃α1
1 x̃α2

2 = ũ ñëåäóåò α1x̃
α1−1
1 x̃α2

2 d x1 + α2x̃
α1
1 x̃α2−1

2 d x2 = 0. Îòêóäà

d x2 = −α1

α2

x̃2
x̃1
d x1.

Ïîýòîìó

d2 L = L′′
x1x1

(d x1)
2 + 2L′′

x1x2
d x1d x2 + L′′

x2x2
(d x2)

2 =

= −λ̃
(
α1(α1 − 1)x̃α1−2

1 x̃α2
2 − 2α1α2

(
α1

α2

)
x̃α1−2
1 x̃α2

2 + α2(α2 − 1)x̃α1
1 x̃α2−2

2

(
−α1x̃2
α2x̃1

)2
)
(d x1)

2.

Âñå òðè ñëàãàåìûõ â ñêîáêàõ � îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàê êàê 0 < α1, α2 < 1, x̃1 > 0, x̃2 > 0, p1, p2 > 0.
Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà äà¼ò óñëîâíûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è.

II ñïîñîá. Äàäèì åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî íàëè÷èÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, èñïîëüçóÿ îêàéìë¼ííûé ãåñ-

ñèàí. Îêàéìëåííûé �åññèàí ïðèíèìàåò âèä:

detH3 =

∣∣∣∣∣∣

0 ϕ′
x1

ϕ′
x2

ϕ′
x1

L′′
x1x1

L′′
x1x2

ϕ′
x2

L′′
x2x1

L′′
x2x2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

0 −λ̃α1x
α1−1
1 xα2

2 −λ̃α2x
α1
1 xα2−1

2

−λ̃α1x
α1−1
1 xα2

2 −λ̃α1(α1 − 1)x̃α1−2
1 x̃α2

2 −λ̃α1α2x̃
α1−1
1 x̃α2−1

2

−λ̃α2x
α1
1 xα2−1

2 −λ̃α1α2x̃
α1−1
1 x̃α2−1

2 −λ̃α2(α2 − 1)x̃α1
1 x̃α2−2

2

∣∣∣∣∣∣
=

= −λ̃3 ·

∣∣∣∣∣∣

0 α1x
α1−1
1 xα2

2 α2x
α1
1 xα2−1

2

α1x
α1−1
1 xα2

2 α1(α1 − 1)x̃α1−2
1 x̃α2

2 α1α2x̃
α1−1
1 x̃α2−1

2

α2x
α1
1 xα2−1

2 α1α2x̃
α1−1
1 x̃α2−1

2 α2(α2 − 1)x̃α1
1 x̃α2−2

2

∣∣∣∣∣∣
= −λ̃3·

·
(
−α1x

α1−1
1 xα2

2

∣∣∣∣
α1x

α1−1
1 xα2

2 α1α2x̃
α1−1
1 x̃α2−1

2

α2x
α1
1 xα2−1

2 α2(α2 − 1)x̃α1
1 x̃α2−2

2

∣∣∣∣+ α2x
α1
1 xα2−1

2

∣∣∣∣
α1x

α1−1
1 xα2

2 α1(α1 − 1)x̃α1−2
1 x̃α2

2

α2x
α1
1 xα2−1

2 α1α2x̃
α1−1
1 x̃α2−1

2

∣∣∣∣
)
.

Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà îòðèöàòåëüíà, òàê êàê èç íåðàâåíñòâ 0 < α1, α2 < 1, x̃1 > 0, x̃2 > 0, p1, p2 > 0 âûòåêàåò,
÷òî êàæäîå èç ïîëó÷åííûõ ñëàãàåìûõ â ñêîáêå ïîëîæèòåëüíî. Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå èìååòñÿ

óñëîâíûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì.



�ëàâà 5

Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå �óíêöèé

îäíîãî ïåðåìåííîãî

5.1 Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Äè��åðåíöèèðóåìàÿ �óíêöèÿ F , íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé, åñëè F ′(x) = f(x) äëÿ
f(x) íà [a, b].

Óòâåðæäåíèå 5.1.1. Ïóñòü F1, F2 - ïåðâîîáðàçíûå äëÿ f(x), òîãäà ∃C ∈ R : F1 − F2 = C íà [a, b]

Äîêàçàòåëüñòâî.

g(x) = F1(x)− F2(x)

Ïðèìåíÿåì òåîðåìó Ëàãðàíæà

g(β)− g(α) = g′(c)(β − α) [α, β] ⊆ [a, b], c ∈ (α, β)

g′(c) = 0

⇓

g(x) = C ∀[a, b]

Îïðåäåëåíèå 5.1.2. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë äëÿ �óíêöèè f(x) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ

ýòîé �óíêöèè ∫
f(x)dx = F (x) + C, ãäå F - ëþáàÿ

Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà:

1. Ïóñòü f, g ∈ C[a; b], òîãäà íà îòðåçêå [a; b] âûïîëíåíî

∫
(αf + βg) dx = α

∫
f dx+ β

∫
g dx.

2. Ïóñòü f, g ∈ C1(R), òîãäà ∫
f dg = fg −

∫
g df.

3. Ïóñòü f ∈ C(R), ϕ ∈ C1(R), x = ϕ(t). Òîãäà

∫
f(x) dx =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

167
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ýòè ñâîéñòâà ëåãêî âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Äîñòàòî÷íî

âñåãî ëèøü ïðîäè��åðåíöèðîâàòü ýòè óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, âòîðîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà fg′ =
(fg)′ − gf ′

.

Ï ð è ì å ð û 5.1.1. ∫
sin 3x dx = −cos 3x

3
+ C

∫
dx

1 + x2
= arctg x+ C

Èíòåãðèðîâàíèå õîòü è ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé îáðàòíîé ê äè��åðåíöèðîâàíèþ, ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì

äåéñòèåì, ïîñêîëüêó â îòëè÷èè îò äè��åðåíöèðîâàíèÿ êëàññ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé îïåðàöèÿ èíòåãðèðî-

âàíèÿ íå ñîõðàíÿåò. Íàïðèìåð èíòåãðàëû

∫
sin x
x dx,

∫
e−x

2

dx,
∫
cos(−x2) dx íå âû÷èñëÿþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ

�óíêöèÿõ.

Òàáëèöà íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåçäå a 6= 0, à â 4 ïóíêòå a > 0, a 6= 1)

1)

∫
xα dx =





xα+1

α+ 1
+ C, α 6= −1

ln |x|+ C, α = −1
9)

∫
dx

cos2 x
= tg x+ C

2)

∫
sinxdx = − cosx+ C 10)

∫
dx

sin2 x
= − ctg x+ C

3)

∫
cosxdx = sinx+ C 11)

∫
shxdx = chx+ C

4)

∫
axdx =

ax

ln a
+ C 12)

∫
chxdx = shx+ C

5)

∫
dx

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C 13)

∫
dx

ch2 x
= thx+ C

6)

∫
dx

a2 − x2
=

1

2a
ln
∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣+ C 14)

∫
dx

sh2 x
= − cthx+ C

7)

∫
dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C 15)

∫
dx

sinx
= ln

∣∣∣tg x
2

∣∣∣ + C

8)

∫
dx√
x2 + a

= ln |x+
√
x2 + a|+ C

Çàìå÷àíèå 38. �àâåíñòâî

∫
x−1 dx = ln |x| + C òðåáóåò íåêîòîðîãî ïîÿñíåíèÿ. Ôóíêöèÿ

1
x îïðåäåëåíà â

îáëàñòè x 6= 0, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ëó÷åé: (−∞, 0) è (0,+∞). Íà ïåðâîì èç ëó÷åé ïåðâîîáðàçíûìè áóäóò

�óíêöèè ln(−x) +C1, íà âòîðîì � �óíêöèè lnx+C2. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííûå C1, C2 âûáèðàþòñÿ íåçàâèñèìî

äðóã îò äðóãà.

Äëÿ ðàâåíñòâà 9) ñëåäóåò ñäåëàòü çàìå÷àíèå, àíàëîãè÷íîå ïðåäûäóùåìó. Íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ(
−π

2 + πn, π2 + πn
)
, n ∈ Z, ñîñòàâëÿþùèõ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè tg x, íåçàâèñèìî âûáèðàåòñÿ ñâîÿ

ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå íàäî äåëàòü è â ñëó÷àå 10). Çäåñü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëåíà èç èíòåðâàëîâ

(πn, π(n+ 1)), n ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àâåíñòâî â òàáëè÷íûõ èíòåãðàëàõ ïðîâåðÿåòñÿ âçÿòèåì ïðîèçâîäíîé. Íàïðèìåð äëÿ ðà-

âåíñòâà 8) ïîëó÷àåì:

(
ln(x +

√
x2 + α)

)′
=

1 + x√
x2+α

x+
√
x2 + α

=
1√

x2 + α
.

5.2 �åøåíèå çàäà÷ ïî òåìå íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Â äàííîé ïàðàãðà�å ðàçáåð¼ì ïðèìåðû íà âû÷èñëåíèå ïðîñòåéøèõ èíòåãðàëîâ. Èñïîëüçîâàòü áóäåì òîëüêî

ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîãî, èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è òàáëèöó èíòåãðàëîâ.
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Ï ð è ì å ð 5.2.1. Íàéòè ∫
2x dx

1 + x2
.

�åøåíèå. Òàê êàê 2x dx = d(x2) = d(1 + x2), òî ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ t = 1 + x2 ïîëó÷àåì

∫
2x dx

1 + x2
=

∫
dt

t
= ln t+ C = ln(1 + x2) + C.

Ï ð è ì å ð 5.2.2. Íàéòè ∫
x2ex

3

dx.

�åøåíèå. Òàê êàê x2 dx = (1/3)d(x3), òî ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ t = x3 ïîëó÷àåì

∫
x2ex

3

dx = (1/3)

∫
et dt = (1/3) · et + C = (1/3) · ex3

+ C.

Ï ð è ì å ð 5.2.3. Íàéòè ∫
dx

(arcsinx)3
√
1− x2

.

�åøåíèå. Ïðîâåä¼ì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

∫
dx

(arcsinx)3
√
1− x2

=

∫
d arcsinx

(arcsinx)3
=

∫
dt

t3
=
t−2

−2
+ C = −arcsin−2 x

2
+ C.

Ï ð è ì å ð 5.2.4. Íàéòè ∫
(6x− 5) dx

2
√
3x2 − 5x+ 6

.

�åøåíèå. Ïðîâåä¼ì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

∫
(6x− 5) dx

2
√
3x2 − 5x+ 6

=

∫
d(3x2 − 5x+ 6)

2
√
3x2 − 5x+ 6

=

=

∫
dt

2t1/2
=

1

2

∫
t−1/2 dt =

1

2
· t

1/2

1/2
+ C =

√
3x2 − 5x+ 6 + C.

Ï ð è ì å ð 5.2.5. Íàéòè ∫
cos3 x sin 2x dx.

�åøåíèå. Èíòåãðèðóÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå âûðàæåíèÿ âàæíî ïîìíèòü îñíîâíûå �îðìóëû òðèãîíîìåòðèè.

Â äàííîì ïðèìåðå óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé äâîéíîãî óãëà äëÿ ñèíóñà sin 2x = 2 sinx cosx

∫
cos3 x sin 2x dx = 2

∫
cos4 x sinx dx = −2

∫
cos4 x d cosx = −2

∫
t4 dt = (−2/5) t5 + C = (−2/5) cos5 x+ C.

Ï ð è ì å ð 5.2.6. Íàéòè ∫
3x− 1

x2 + 9
dx.
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�åøåíèå. �àçîáú¼ì èñõîäíûé èíòåãðàë íà äâà

∫
3x− 1

x2 + 9
dx =

∫
3x dx

x2 + 9
−
∫

dx

x2 + 9
.

Âû÷èñëèì êàæäûé èíòåãðàë ïî îòäåëüíîñòè

∫
3x dx

x2 + 9
=

3

2

∫
d(x2 + 9)

x2 + 9
=

3

2

∫
dt

t
=

3

2
ln t+ C =

3

2
ln(x2 + 9) + C,

∫
dx

x2 + 9
=

1

3
· arctg x

3
+ C.

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâî âòîðîå, ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó ðåçóëüòàòó:

∫
3x− 1

x2 + 9
dx =

3

2
ln(x2 + 9)− 1

3
· arctg x

3
+ C.

Ï ð è ì å ð 5.2.7. Íàéòè ∫
xex dx.

�åøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

∫
xex dx =

∫
x dex = xex −

∫
ex dx+ C = ex(x− 1) + C.

Ï ð è ì å ð 5.2.8. Íàéòè ∫
arcsinx dx.

�åøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

∫
arcsinx dx = x arcsinx−

∫
x d arcsinx+ C = x arcsinx−

∫
x√

1− x2
dx+ C =

= x arcsinx+
1

2

∫
d(1 − x2)√

1− x2
+ C.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû ïåðåìåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèâ u(x) =
1− x2 ïëó÷àåì

∫
arcsinx dx = x arcsinx+

1

2

∫
du

u1/2
+ C = x arcsinx+ u1/2 + C = x arcsinx+ (1− x2)1/2 + C.

Ï ð è ì å ð 5.2.9. Íàéòè ∫
e
√
2x dx.

�åøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: t =
√
2x, ò.å. t2 = 2x, dx = t dt

∫
e
√
2x dx =

∫
tet dt.

Äàëåå èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïðèéä¼ì ê îòâåòó, íî ìîæíî ñîñëàòüñÿ íà óæå âû÷èñëåííûé èíòåãðàë â ïðèìåðå

5.2.7. ∫
e
√
2x dx = e

√
2x(

√
2x− 1) + C.
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Ï ð è ì å ð 5.2.10. Íàéòè ∫
x2

(1 + x2)2
dx.

�åøåíèå. Òàê êàê

x2

(1 + x2)2
dx = −1

2
· x

(1 + x2)2
d(1 + x2) = −1

2
· x d(1 + x2)−1.

òî èìååò ñìûñë ïðîèíòåãðîâàòü ïî ÷àñòÿì.

∫
x2

(1 + x2)2
dx = −1

2
·
∫
x d(1 + x2)−1 = −1

2
·
(
x(1 + x2)−1 +

∫
dx

1 + x2
+ C

)
= − x

2(1 + x2)
+

arctg x

2
+ C.

Ï ð è ì å ð 5.2.11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
eax cos(bx) dx.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì I =
∫
eax cos(bx) dx, ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì äâàæäû. Çàíåñåì eax ïîä äè��åðåíöèàë

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ïåðâûé ðàç, à çàòåì ïðîîäåëàåì ýòó ïðîöåäóðó ñ îñòàâøèìñÿ èíòåãðàëîì:

I =

∫
eax cos(bx) dx =

1

a

∫
cos(bx) deax =

1

a
· eax cos(bx)− 1

a

∫
eax d cos(bx) + C =

=
1

a
· eax cos(bx) + b

a

∫
eax sin(bx) dx + C =

1

a
· eax cos(bx) + b

a2

∫
sin(bx) deax + C =

=
1

a
· eax cos(bx) + b

a2
eax sin(bx)− b

a2

∫
eax d sin(bx) + C =

=
a cos(bx) + b sin(bx)

a2
eax − b2

a2

∫
eax cos(bx) dx + C =

a cos(bx) + b sin(bx)

a2
eax − b2

a2
I + C.

Íàìè ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî

I =
a cos(bx) + b sin(bx)

a2
· eax − b2

a2
· I + C,

Â äàííîì âûðàæåíèè I íàõîäèòñÿ â îáîèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà, ïåðåíîñÿ I â îäíó ÷àñòü óðàâíåíèÿ, è âûðàæàÿ
åãî ïðèõîäèì ê îòâåòó ∫

eax cos(bx) dx = eax · a cos(bx) + b sin(bx)

a2 + b2
+ C.

Çàìå÷àíèå 39. Ìû ìîãëè áû ðåøèòü ïðåäûäóùèé ïðèìåð íàìíîãî ïðîùå, åñëè áû âîñïîëüçîâàëèñü�îðìóëîé

Ýéëåðà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà eax cos(bx) = ℜe(a+ib)x ïîëó÷àåì

I = ℜ
(∫

e(a+ib)x dx

)
= ℜ

(
e(a+ib)x

a+ ib

)
+ C = eaxℜ

(
eibx(a− ib)

(a+ ib)(a− ib)

)
+ C =

= eaxℜ
(
(cos(bx) + i sin(bx))(a− ib)

a2 + b2

)
+ C = eax · a cos(bx) + b sin(bx)

a2 + b2
+ C.

5.3 Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé

Îïðåäåëåíèå 5.3.1. Ïóñòü n ∈ N. Ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, ñòåïåíè íå âûøå ÷åì n,
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Pn.

Îïðåäåëåíèå 5.3.2. Ïóñòü r, n ∈ N. Ôóíêöèþ âèäà R(x) = Pr(x)
Qn(x)

, ãäå Pr(x) ∈ Pr,Qn(x) ∈ Pn áóäåì íàçûâàòü
ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé.

�àöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé äðîáüþ, åñëè ñòåïåíü ïîëèíîìà Pr(x) ìåíüøå ñòåïåíè

ïîëèíîìà Qn(x), ò.å. r < n.
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�àçáåð¼ì âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè â íåñêîëüêî øàãîâ.

I. Ñâåäåíèå ê ïðàâèëüíîé äðîáè. Ïóñòü

Qn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, an 6= 0, ak ∈ R, k = 0, 1, 2, . . . , n.

Åñëè ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ R(x) íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé äðîáüþ (ò.å. r > n), òî ìû ìîæåì ïîäåëèòü

ñòîëáèêîì ìíîãî÷ëåí íà ìíîãî÷ëåí è ïîëó÷èì

R(x) = Sr−n(x) +
Pm(x)

Qn(x)
, r > n, m < n,

ãäå

Sr−n(x) = br−nx
r−n + · · ·+ b2x

2 + b1x+ b0.

Òàêèì îáðàçîì âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò ïðîèçâîëüíîé ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè ìû ñâîäèì ê âû÷èñëåíèþ

èíòåãðàëà îò ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé äðîáüþ, ò.å. ñòåïåíü ïîëèíîìà â ÷èñëèòåëå

ñòðîãî ìåíüøå ñòåïåíè ïîëèíîìà â çíàìåíàòåëå.

II. �àçëîæåíèå íà ïðîñòûå äðîáè. Ïîä ïðîñòûìè äðîáÿìè áóäåì ïîíèìàòü ðàöèîíàëüíûå äðîáè

ñëåäóþùèõ âèäîâ

A

(x− a)k
,

Bx+ C

(x2 + αx+ β)k
, k ∈ Z+,

ãäå A, B, C, α, β � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óðàâíåíèå x2 + αx + β = 0 íå èìååò

äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, ò.å. âûïîëíåíî óñëîâèå α2 − 4β < 0.
Äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ ïðàâèëüíàÿ äðîáü äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå äðîáè. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå

àëãåáðû ïîëèíîì Qn(x) äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Qn(x) = an

q∏

s=1

(x− zs)
ks , k1 + k2 + · · ·+ kq = n.

Ïðè÷¼ì êàæäîìó êîìïëåêñíîìó êîðíþ zl = xl+ iyl (çäåñü yl 6= 0) êðàòíîñòè kl, ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííîå ÷èñëî z̄l = xl − iyl òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîëèíîìà Qn(x) òîé æå êðàòíîñòè. Ýòî âûòåêàåò èç
òîãî, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà Qn(x) íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

(x − zl) · (x− z̄l) = x2 − 2xlx+ (x2l + y2l ) = x2 + αlx+ βl,

ãäå D = α2
l − 4βl = −4y2l < 0. Ïîýòîìó íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äàííîå ðàçëîæåíèå ïðèíèìàåò âèä

Qn(x) = an(x− x1)
k1 . . . (x− xs)

ks(x2 + α1x+ β1)
l1 . . . (x2 + αpx+ βp)

lp ,

ãäå Dm = α2
m − 4βm < 0, 1 6 m 6 p.

Ëåììà 16. Ïóñòü m,n ∈ N , m < n, Qn(x) = (x − x1)
k1Q1(x), Q1(x1) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàí-

òà A è ïîëèíîì P1(x), òàêèå ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå ïðàâèëüíîé äðîáè Pm(x)/Qn(x) íà ïðîñòóþ è

ïðàâèëüíóþ äðîáü:

Pm(x)

Qn(x)
=

A

(x− x1)k1
+

P1(x)

(x− x1)k1−1Q1(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àâåíñòâî â óòâåðæäåíèè ëåììû, ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà Qn(x), ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

Pm(x) = AQ1(x) + P1(x)(x − x1).

Ïîäñòàâèâ x = x1 íàéä¼ì A = Pm(x1)
Q1(x1)

. Òîãäà x = x1 áóäåò êîðíåì óðàâíåíèÿ Pm(x)−AQ1(x) = 0, à ïîñêîëüêó

Pm(x)−AQ1(x) � ïîëèíîì, òî Pm(x)−AQ1(x) äåëèòñÿ áåç îòàòêà íà x− x1. Îñòà¼òñÿ îïðåäåëèòü ïîëèíîì
P1(x) ðàâåíñòâîì

P1(x) =
Pm(x)−AQ1(x)

x− x1
.
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Èç äàííîé ëåììû âûòåêàåò

Pm
Qn

=
Ak1

(x− x1)k1
+

Ak1−1

(x− x1)k1−1
+ · · ·+ A1

x− x1
+
P ∗(x)

Q1(x)
,

ãäå P ∗(x1) 6= 0, à ñòåïåíü ïîëèíîìà P ∗(x1) ìåíüøå ñòåïåíè ïîëèíîìà Q1(x).

Ëåììà 17. Ïóñòü m,n ∈ N , m < n,

Q2(x) =
Qn(x)

(x2 + α1x+ β1)l
,

D1 = α2
1 − 4β1 < 0, ïðè÷¼ì Q2(x) íàöåëî íå äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí x2 + α1x + β1. Òîãäà ñóùåñòâóþò

êîíñòàíòû M , N è ïîëèíîì P2(x), òàêèå ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå ïðàâèëüíîé äðîáè Pm(x)/Qn(x) íà
ïðîñòóþ è ïðàâèëüíóþ äðîáü:

Pm(x)

Qn(x)
=

Mx+N

(x2 + α1x+ β1)l
+

P2(x)

(x2 + α1x+ β1)l−1Q2(x)

Äîêàçàòåëüñòâî. �àâåíñòâî â óòâåðæäåíèè ëåììû, ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà Qn(x), ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

Pm(x) = (Mx+N)Q2(x) + (x2 + α1x+ β1)P2(x).

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû M , N è ïîëèíîì P2(x), ÷òî äàííîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.

Â ÷àñòíîñòè äàííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àëî áû, ÷òî ïîëèíîì Pm(x) − (Mx + N)Q2(x) äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà

x2 + α1x+ β1. Ïîêàæåì, ÷òî ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü ïðè ïîìîùè âûáîðà êîíñòàíò M è N .

• Îáîçíà÷èì ÷åðåç γx+ δ � îñòàòîê îò äåëåíèÿ Pm(x) íà x2 + α1x+ β1.

• Îáîçíà÷èì ÷åðåç υx+ µ � îñòàòîê îò äåëåíèÿ Q2(x) íà x
2 + α1x+ β1.

Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû âûòåêàëî áû óòâåðæäåíèå

(Mx+N)(υx+ µ)− (γx+ δ)
.

.

. x2 + α1x+ β1. (5.3.1)

Äîêàæåì, ÷òî ìîæíî íàéòè òàêèå êîíñòàíòûM , N , ÷òîáû ïîëèíîì â (5.3.1) äåëèëñÿ íàöåëî íà x2+α1x+β1.
Ïðèâåä¼ì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå

Mυx2 + (Nυ +Mµ− γ)x+Nµ− δ.

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå Mυ
(
x2 + α1x+ β1

)
äåëèòñÿ íàöåëî íà x2 + α1x + β1, òî âû÷òåì ýòî âûðàæåíèå èç

ïðåäûäóùåãî âûðàæåíèÿ. Ïîëó÷àåì

(Nυ +Mµ− γ − α1Mυ)x+ (Nµ− δ − β1Mυ) = 0.

Ìû çàïèñàëè ðàâåíñòâî íóëþ, ò.ê. åñëè ýòî íå òàê, òî ïîëèíîì ïåðâîé ñòåïåíè íå ìîæåò äåëèòüñÿ íàöåëî íà

ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè. Ïðèðàâíÿåì êîý��èöèåíòû ïðè x1 è x0 ê íóëþ
{
Nυ +M(µ− α1υ) = γ
Nµ−Mβ1υ = δ

�åøåíèå äàííîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò, ò.å. ñóùåñòâóþò M è N , åñëè

∣∣∣∣
υ µ− α1υ
µ −β1υ

∣∣∣∣ 6= 0 ⇐⇒ µ2 − α1υµ+ β1υ
2 6= 0.

Åñëè υ 6= 0, òî
(
µ
υ

)2
+ α1

(
−µ
υ

)
+ β1 6= 0, ò.ê. ïîëèíîì x2 + α1x + β1 íå èìåë äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Åñëè

υ = 0, òî òîãäà µ 6= 0, ò.ê. åñëè áû µ = 0, òî òîãäà áû âûòåêàëî, ÷òî ïîëèíîì Q2(x) äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà

x2 +α1x+ β1. Íî â ñëó÷àå υ = 0, µ 6= 0 îïÿòü âûïîëíåíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé îïðåäåëèòü îòëè÷åí îò íóëÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû M è N òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (5.3.1).

�àâåíñòâî (5.3.1) îçíà÷àåò, ÷òî ïîëèíîì Pm(x) − (Mx + N)Q2(x) äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà x2 + α1x + β1.
Îñòà¼òñÿ îïðåäåëèòü ïîëèíîì P2(x):

P2(x) =
Pm(x)− (Mx+N)Q2(x)

x2 + α1x+ β1
.
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Èç äàííîé ëåììû âûòåêàåò

Pm(x)

Qn(x)
=

Ml1x+Nl1x

(x2 + α1x+ β1)l1
+

Ml1−1x+Nl1−1

(x2 + α1x+ β1)l1−1
+ · · ·+ M1x+N1

x2 + α1x+ β1
+
P3(x)

Q2(x)
.

ãäå P3(x) íàöåëî íå äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí x
2 +α1x+β1, à ñòåïåíü ïîëèíîìà P3(x) ìåíüøå ñòåïåíè ïîëèíîìà

Q1(x).
Èç äâóõ ëåìì ìû ïîëó÷àåì:

R(x) =
Pr(x)

Qn(x)
=

r−n∑

k=0

Ckx
k +

s∑

k=1

(
nk∑

v=1

Ak,v
(x− xk)v

)
+

p∑

k=1

(
lk∑

µ=1

Mk,µx+Nk,µ
(x2 + αkx+ βk)µ

)
.

III. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ðàçëîæåíèè íà ïðîñòåéøèè äðîáè. Ñëåäîâà-

òåëüíî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà

∫
R(x) dx îò ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè R(x) ìû ñâåëè ê âû÷èñëåíèþ ñëåäóþùèõ

èíòåãðàëîâ

•
∫
xk dx, k ∈ N;

•
∫ dx

(x− xk)v
, v ∈ N;

•
∫ (Mx+N)dx

(x2 + αx+ β)l
, ãäå D = α2 − 4β < 0, l ∈ N.

Èíòåãðàëû ïåðâûõ äâóõ òèïîâ íàéòè òðóäà íå ïðåäñòàâëÿåò. Îñòàíîâèìñÿ íà âû÷èñëåíèè ïîñëåäíåãî èíòå-

ãðàëà. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîãî t = x+ α
2 . Òîãäà

x2 + αx+ β = t2 +

(
β − α2

4

)
= t2 + γ2, γ > 0, (β − α2

4
) > 0.

è Mx+N =Mt+
(
N − α

2M
)
=Mt+N1.

∫
(Mx+N) dx

(x2 + αx+ β)l
=

∫
(Mt+N1) dt

(t2 + γ2)l
=M

∫
t dt

(t2 + γ2)l
+N1

∫
dt

(t2 + γ2)l

Íàéä¼ì ïåðâûé èíòåãðàë

∫
t dt

(t2 + γ2)l
=

1

2

∫
d(t2 + γ2)

(t2 + γ2)l
=





(t2 + γ2)1−l

2(1− l)
+ C, l > 2,

ln(t2 + γ2) + C, l = 1.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü âòîðîé èíòåãðàë âûâåäåì ðåêêóðåíòíîå ññîòíîøåíèå íà

Il =

∫
dt

(t2 + γ2)l
l > 1, l ∈ N.

Çàìåòèì, ÷òî I1 = 1
γ arctg

t
γ + C. Äëÿ íàõîæäåíèÿ äðóãèõ Il, l > 2, l ∈ N âûïèøåì ðåêóðåíòíóþ �îðìóëó.

Il =
1

γ2
·
∫

(t2 + γ2)− t2

(t2 + γ2)l
dt =

1

γ2
· Il−1 −

1

2γ2

∫
td(t2 + γ2)

(t2 + γ2)l
.

Ïîñêîëüêó

d(t2 + γ2)

(t2 + γ2)l
=
d((t2 + γ2)1−l)

1− l
,

òî ∫
td(t2 + γ2)

(t2 + γ2)l
=

1

1− l

∫
td((t2 + γ2)1−l) =

1

1− l

(
t

(t2 + γ2)l−1
− Il−1

)
.

Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì ðåêóðåíòíóþ �îðìóëó:

Il =
1

γ2

((
1− 1

2(l− 1)

)
Il−1 +

1

2(l− 1)

t

(t2 + γ2)l−1

)
.
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Çàìå÷àíèå 40. Íà ïðèìåðå ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé âèäíî, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè êëàññ ðàöèîíàëüíûõ

�óíêöèé íå ñîõðàíÿåòñÿ, ò.ê. ïîÿâëÿþòñÿ �óíêöèè lnx è arctg x. Òîò æå ý��åêò ïðîèñõîäèò è â ñëó÷àå

êëàññà âñåõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé, êîòîðûé ïðè èíòåãðèðîâàíèè íå ñîõðàíÿåòñÿ.

Ï ð è ì å ð 5.3.1. Âû÷èñëèòü

∫ (x2+3) dx
x3−2x2−3x .

�åøåíèå. Çíàìåíàòåëü ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè: x3−2x2−3x = x(x+1)(x−3). Ïîñêîëüêó ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà
â ÷èñëèòåëå ñòðîãî ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà â çíàìåíàòåëå, òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

x2 + 3

x3 − 2x2 − 3x
=

A

x+ 1
+

B

x− 3
+
C

x
.

Äàííîå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ x2 + 3 = Ax(x − 3) + Bx(x + 1) + C(x + 1)(x − 3). Ïîäñòàâëÿÿ ïî
î÷åðåäè òî÷êè x = 0, x = −1, x = 3, íàõîäèì:

x = 0 =⇒ 3 = −3C =⇒ C = −1,

x = −1 =⇒ 4 = 4A =⇒ A = 1,

x = 3 =⇒ 12 = 12B =⇒ B = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî

∫
(x2 + 3) dx

x3 − 2x2 − 3x
=

∫
dx

x+ 1
+

∫
dx

x− 3
−
∫
dx

x
= ln

(
(x+ 1)(x− 3)

x

)
+ C.

Ï ð è ì å ð 5.3.2. Âû÷èñëèòü

∫ (x4+2x2+x+1) dx
x(x2+1)2 .

�åøåíèå. Çíàìåíàòåëü óæå ðàçëîæåí íà ìíîæèòåëè. Ïîñêîëüêó ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà â ÷èñëèòåëå ñòðîãî

ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà â çíàìåíàòåëå, òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

x4 + 2x2 + x+ 1

x(x2 + 1)2
=
A

x
+
Bx+ C

x2 + 1
+

Dx+ E

(x2 + 1)2
.

Êîíñòàíòû ìû ìîæåì íàéòè, ïðèâåäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíÿâ ó ÷èñëèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþùèå

ñòåïåíè. Íî äàííûå êîíñòàíòû ëåãêî íàéòè èç ñëåäóþùåãî ñîîáðàæåíèÿ:

x4 + 2x2 + x+ 1

x(x2 + 1)2
=

(x2 + 1)2 + x

x(x2 + 1)2
=

1

(x2 + 1)2
+

1

x
.

Ñëåäîâàòåëüíî ∫
(x4 + 2x2 + x+ 1) dx

x(x2 + 1)2
=

∫
dx

x
+

∫
dx

(x2 + 1)2
= ln |x|+ I2,

ãäå çà I2 îáîçíà÷åí ïîñëåäíèé èíòåãðàë, ò.å. In =
∫
dx/(x2 + 1)n. Èñïîëüçóÿ ðåêêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå,

íàéäåííîå âûøå, íàõîäèì:

I1 = arctgx+ C,

I2 =

(
1− 1

2

)
I1 +

1

2

x

(x2 + 12)1
.

Îòêóäà ∫
(x4 + 2x2 + x+ 1) dx

x(x2 + 1)2
= ln |x|+ 1

2
arctg x+

x

2(x2 + 1)
+ C.

Ï ð è ì å ð 5.3.3. Âû÷èñëèòü

∫ (3x2−6x−1) dx
(x+1)2(x−1)2 .
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�åøåíèå. Ïîñêîëüêó ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü ïðàâèëüíàÿ, òî áóäåì èñêàòü ðàçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè:

3x2 − 6x− 1

(x+ 1)2(x− 1)2
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

C

x− 1
+

D

(x − 1)2
. (5.3.2)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðèâåä¼ì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ îïóñòèâ ïðè ýòîì îáùèé çíàìåíàòåëü

3x2 − 6x− 1 = A(x+ 1)(x− 1)2 +B(x− 1)2 + C(x+ 1)2(x− 1) +D(x+ 1)2. (5.3.3)

Îòêóäà ïîëó÷àåì:

x =1 =⇒ −4 = 4D =⇒ D = −1;

x = −1 =⇒ 8 = 4B =⇒ B = 2.

Íàéä¼ì êîý��èöèåíòû A, C ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè:

I. Ñïîñîá Èç (5.3.2) ïîëó÷àåì

3x2 − 6x− 1

(x+ 1)2(x− 1)2
− 2

(x+ 1)2
+

1

(x− 1)2
=

A

x+ 1
+

C

x− 1
⇐⇒

2

(x+ 1)(x− 1)
=

A

x+ 1
+

C

x− 1
.

Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ ïîëó÷àåì: 2 = A(x − 1) + C(x+ 1). Îòêóäà,

x =1 =⇒ 2 = 2C =⇒ C = 1;

x = −1 =⇒ 2 = −2A =⇒ A = −1.

II. Ñïîñîá Ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîý��èöèåíòîâ. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (5.3.3), âûïèøåì êîý��èöèåíòû

ïðè ñòåïåíÿõ x0 è x3:

x3 : 0 = A+ C

x0 : −1 = A+B − C +D =⇒ A− C = −2

Îòêóäà îïÿòü íàõîäèì C = 1, A = −1.

III. Ñïîñîá Èñïîëüçóÿ äè��åðåíöèðîâàíèå. Çàïèøåì ðàçëîæåíèå (5.3.3) â ñëåäóþùåì âèäå:

3x2 − 6x− 1 = (x− 1)2 (A(x + 1) + 2) + C(x + 1)2(x− 1)− (x + 1)2.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ îò îáîèõ ÷àñòåé è ïîäñòàâèì x = 1. Òîëüêî ïåðåä ýòèì çàìåòèì, ÷òî ïðè äè�-

�åðåíöèðîâàíèå âûðàæåíèå (x− 1)2 (A(x+ 1) + 2) ïåðåéä¼ò â âûðàæåíèå âèäà (x − 1) · ψ(x), à ïîòîìó
îáðàòèòüñÿ â íîëü ïðè ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèÿ x = 1. Ñëåäîâàòåëüíî

6x− 6|x=1 = C(x+ 1)2
∣∣
x=1

− 2(x+ 1)|x=1 .

Îòêóäà C = 1. Ïî àíàëîãèè èç ðàçëîæåíèÿ

3x2 − 6x− 1 = A(x+ 1)(x− 1)2 + 2(x− 1)2 + (x+ 1)2 (C(x − 1)− 1)

äè��åðåíöèðîâàíèåì è ïîäñòàíîâêîé x = −1, ïîëó÷àåì

6x− 6|x=−1 = A(x− 1)2
∣∣
x=−1

+ 4(x− 1)|x=−1 .

×òî îïÿòü ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó A = −1.
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Çàìå÷àíèå 41. Èçëîæåííûé âûøå III ñïîñîá íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ, ìîæíî ïðèìåíÿòü è â ïðîèçâîëü-

íîé ñèòóàöèè äëÿ íàõîæäåíèè êîý��èöèåíòîâ Al, l = 1, . . . , k1 â ðàçëîæåíèè ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé

äðîáè

Pm
Qn

=
Ak1

(x− x1)k1
+

Ak1−1

(x− x1)k1−1
+ · · ·+ A1

x− x1
+
P ∗(x)

Q1(x)
.

Ïîñëå óìíîæåíèÿ ðàâåíñòâà (x− x1)
k1
íà ïîëó÷àåì

Pm
Q1

= Ak1 +Ak1−1(x− x1) + · · ·+A1(x− x1)
k1−1 + (x− x1)

k1 · P
∗(x)

Q1(x)
.

Âîçüì¼ì îò ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ l-óþ ïðîèçâîäíóþ (l = 0, 1, . . . , k1 − 1) è ïîäñòàâèì çíà÷åíèå x1. Òîãäà

(
(x − x1)

k1 · P
∗(x)

Q1(x)

)(l)
∣∣∣∣∣
x=x1

= 0, l = 0, 1, . . . , k1 − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî (
Pm
Q1

)(l)
∣∣∣∣∣
x=x1

= Ak1−l · l!

Îòêóäà è ïîëó÷àåì îáùóþ �îðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ Al

Ak1−l =
1

l!

(
(x− x1)

k1 · Pm
Qn

)(l)
∣∣∣∣∣
x=x1

, l = 0, 1, . . . , k1 − 1.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Âñåãäà ëè èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè áóäåò ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé?

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè.

Óïðàæíåíèÿ ê 5.3

Óïðàæíåíèå 5.3.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè

(a)

∫
x4 + 2x3 + 2x2 + x+ 1

x3 + 2x2 + x
dx; (b)

∫ −x4 + x3 + x2 − 2x+ 2

−x3 + x2 + 2x
dx; (c)

∫
x6 − x2 − 1

x− 1
dx;

(d)

∫
x4 + x3 + 3x2 + 4x+ 2

x3(x+ 1)2
dx; (e)

∫
x4 + x3 + 4x2 + x+ 1

x(x2 − 1)2
dx; (f)

∫
3x3 − 3x2 + 3x− 1

x3(x− 1)3
dx;

(g)

∫
x4 + 2x3 + x2 + 2x+ 1

x2(x+ 1)2
dx; (h)

∫
x6 − 16x2 − 1

x+ 2
dx; (i)

∫
x2 + 2x− 11

(x− 3)(x− 2)(x+ 1)
dx;

(j)

∫
7x− 9

(x+ 1)(x− 3)2
dx; (k)

∫
x4 + x3 + x2 + 1

(x− 1)(x2 + 1)2
dx; (l)

∫
x2 + x+ 6

(x− 3)(x2 + 9)
dx;

(m)

∫
x2 + 2x+ 3

(x2 + 1)(x2 + 4x+ 5)
dx; (n)

∫
x+ 2

(x2 + 9)(x2 − 2x+ 5)
dx; (o)

∫
3x2 − x+ 1

(x2 + 1)(x2 − 2x+ 2)
dx.

Îòâåòû: 5.3.1 (a) x2/2 + ln |x|+ 1/(x+ 1) +C; (b) x2/2 + ln |x| − ln |x+1|+ ln |x− 2|+C; () x6/6 + x5/5 + x4/4 +
x3/3− ln |x− 1|+C; (d) −1/x2 + ln |x|+1/(x+1); (e) −1/(x− 1)+ ln |x|+1/2 · 1/(x+1); (f) −1/(x− 1)2 − 1/2 · 1/x2

; (g)

1−1/x+1/(x+1);(d) −1/x2+ln |x|+1/(x+1) (h) x6/6−2x5/5+x3−8x3/3−ln |x+2|+C (i) ln |x−3|+ln |x−2|−ln |x+1|+C;
(j) ln |x− 3| − ln |x+ 1| − 3/2 · (x− 1)−1 +C; (k) ln |x− 1|+ 1/2 arctg x− x

2(x2+1)
+C; (l) ln |x− 3|+ 1/3 arctg(x/3) +C;

(m) 1/2 arctg x + 1/2 arctg(x + 2) + C; (n) 1/2 arctg x−1
2

− 1/3 arctg(x/3) + C; (o) 2 arctg(x − 1) + 1/2 ln(x2 − 2x + 2) −
1/2 ln(1 + x2) + C.
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5.4 Èíòåãðèðîâàíèå èððàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé

5.4.1 Èíòåãðèðîâàíèå íåêîòîðûõ âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèå ðàäèêàëû

Îïðåäåëåíèå 5.4.1. Ìíîãî÷ëåíîì îòíîñèòåëüíî äâóõ ïåðåìåííûõ u, v íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ âèäà

∑N
n,k=0 cn,ku

nvk, ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè cn,k. Ôóíêöèÿ R(u, v) íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé îò äâóõ ïåðå-

ìåííûõ, åñëè îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ u, v.

Ï ð è ì å ð 5.4.1. • Ôóíêöèè âèäà u3v2−17u6+v3u8+11, u+v−uv12+2� ìíîãî÷ëåíû îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ

u, v.

• Ôóíêöèè âèäà

u3v2 − u+ v + 1

u13 + v2u4 − 12
,

3u4 + v − uv12 + 2

uv − 11u+ 3
ðàöèîíàëüíûå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ u, v.

• Ôóíêöèÿ âèäà

x+ 3
√
x2 + 2 + x5 − 2

x− x7 · 3
√

(x2 + 2)5 + (x2 + 2)4
,

ðàöèîíàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x, 3
√
x2 + 2.

• Ôóíêöèÿ âèäà

cos x+ sin3 x− 2 cos5 x

14 sin7 x · cos2 x− cos5 x+ 12
,

ðàöèîíàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ sin x, cosx.

Ïóñòü m ∈ N. �àññìîòðèì èíòåãðàë âèäà

∫

R

(

x, m

√

αx+ β

γx+ δ

)

dx, (5.4.4)

ãäå R(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ îò ïåðìåííûõ u è v. Òîãäà çàìåíà

t = m

√

αx+ β

γx+ δ

ïðèâîäèò äàííûé èíòåãðàë ê ðàçîáðàííîìó âûøå ñëó÷àþ, à èìåííî ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå

tm =
αx+ β

γx+ δ
, x =

δtm − β

α− γtm
, dx =

mδtm−1 · (α− γtm) +mγtm−1 · (δtm − β)

(α− γtm)2
dt.

Îòêóäà ñëåäóåì, ÷òî èíòåãðàë (5.4.4) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè îò ïåðåìåííîé t. Ê èíòåãðàëó ðàçîáðàí-

íîãî âèäà òàêæå ñâîäÿòñÿ èíòåãðàëû

∫

R

(

x,

(
αx+ β

γx+ δ

)s1

,

(
αx+ β

γx+ δ

)s2

, . . . ,

(
αx+ β

γx+ δ

)sm
)

dx,

ãäå sk ∈ Q � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ò.å. ïðåäñòàâèìû â âèäå sk = nk/mk, ãäå nk ∈ Z, mk ∈ N è sk ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî íåñîêðàòèìûå äðîáè. Çàìåíîé

t = m

√

αx+ β

γx+ δ
,

ãäå m = HOK(m1,m2, . . . , mk), èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè, êàê è â ñëó÷àå (5.4.4).

Ï ð è ì å ð 5.4.2. Âû÷èñëèòü

J =

∫ (
x−1
x+2

)1/3

−
(

x−1
x+2

)1/6

+ 4

(x+ 2)2
((

x−1
x+2

)4/3

+ 4
(

x−1
x+2

)) dx

�åøåíèå. Â äàííîì ïðèìåðå s1 = 1/3, s2 = 1/6, s3 = 4/3, s4 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî m = HOK(m1,m2, . . . ,mk) =
HOK(3, 6, 3, 1) = 6. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîãî

t = 6

√

x− 1

x+ 2
, dt =

1

6

(
x− 1

x+ 2

)−5/6

· 3 dx

(x+ 2)2
=

dx

2t5(x+ 2)2
.
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Îòêóäà dx = 2t5(x+ 2)2 dt. Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå âûðàæåíèå â èíòåãðàë, ïîëó÷àåì:

J = 2

∫
t2 − t+ 4

t3 + 4t
dt.

Çíàìåíàòåëü ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè t3 + 4t = t(t2 + 4). Ïîñêîëüêó ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà â ÷èñëèòåëå ñòðîãî ìåíüøå

ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà â çíàìåíàòåëå, òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

t2 − t+ 4

t3 + 4t
=
A

t
+
Bt+ C

t2 + 4
.

Êîíñòàíòû ìû ìîæåì íàéòè, ïðèâåäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíÿâ ó ÷èñëèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñòåïåíè. Íî

äàííûå êîíñòàíòû ëåêãî íàéòè èç ñëåäóþùåãî ñîîáðàæåíèÿ:

t2 − t+ 4

t(t2 + 4)
=

(t2 + 4)− t

t(t2 + 4)
=

1

t
− 1

t2 + 4
.

Ñëåäîâàòåëüíî

J = 2

∫ (
1

t
− 1

t2 + 4

)

dt = 2 ln |t| − arctg
t

2
+ C = 2 ln 6

√

x− 1

x+ 2
− arctg

(

1

2
· 6

√

x− 1

x+ 2

)

+C.

5.4.2 Èíòåãðèðîâàíèå áèíîìèíàëüíûõ äè��åðåíöèàëîâ

Îïðåäåëåíèå 5.4.2. Äè��åðåíöèàë âèäà

xm(a+ bxn)p dx

íàçûâàþòñÿ áèíîìèíàëüíûìè.

�àññìîòðèì ñëó÷àé a, b ∈ R, m, n, p ∈ Q.

Òåîðåìà 5.4.1 (×åáûøåâ). Ïóñòü a, b ∈ R, m, n, p ∈ Q. Òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè

1. Åñëè p ∈ Z, òî ðàöèîíàëèçàöèÿ èíòåãðàëà ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé t = λ
√
x, ãäå λ íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìå-

íàòåëåé äðîáåé m è n.

2. Åñëè

m+1
n

∈ Z, òî ðàöèîíàëèçàöèÿ èíòåãðàëà ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé t = λ
√
a+ bxn

, ãäå λ çíàìåíàòåëü äðîáè p.

3. Åñëè

m+1
n

+p ∈ Z, òî ðàöèîíàëèçàöèÿ èíòåãðàëà ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé t = λ
√
ax−n + b, ãäå λ çíàìåíàòåëü äðîáè p.

4. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ m, n, p ∈ Q áèíîìèíàëüíûé äè��åðåíöèàë íå èíòåãðèðóåì â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé p ∈ Z ëåãêî äîïóñêàåò ðàöèîíàëèçàöèþ ïðè ïîìîùè çàìåíû t = λ
√
x, ãäå λ íàèìåíüøåå

îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé äðîáåé m è n.

�àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîãî y = xn
.

∫

xm(a+ bxn)p dx =
1

n

∫

yq(a+ by)p dy,

ãäå q = m+1
n

− 1. Â íàøåì ñëó÷àå q ∈ Z, ïîýòîìó ðàöèíàëèçàöèþ ïðîèñõîäèò ïðè ïîìîùè çàìåíû t = λ
√
a+ by, ãäå λ

çíàìåíàòåëü äðîáè p.

�àññìîòðèì òðåòèé ñëó÷àé. Ñïðàâåäëèâî

1

n

∫

yq(a+ by)p dy =
1

n

∫

yp+q(ay−1 + b)p dy,

ãäå p+q = p+m+1
n

−1. Îòêóäà äëÿ íàøåãî ñëó÷àå p+q ∈ Z, ïîýòîìó ðàöèíàëèçàöèÿ äîñòèãàåòñÿ çàìåíîé t = λ
√
ay−1 + b,

ãäå λ çíàìåíàòåëü äðîáè p.

×åòâ¼ðòûé ñëó÷àé îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ï ð è ì å ð 5.4.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
x−10(

√
1 + x18 )3 dx.
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�åøåíèå. Ïðåäñòâèâ x−10(
√
1 + x18)3 = x−10(1 + x18)3/2 íàõîäèì, ÷òî m = −10, n = 18, p = 3/2. Ïîñêîëüêó

m+ 1

n
+ p = 1 ∈ Z,

òî, ÷òîáû ðàöèîíàëèçèðîâàòü äàííûé èíòåãðàë äîñòàòî÷íî ââåñòè çàìåíó ïåðåìåííîãî t2 = x−18 + 1. Äëÿ óäîáñòâà,

äàííóþ çàìåíó ðàçîáú¼ì íà äâå ïðîñòûå çàìåíû. Ïóñòü ñíà÷àëî y = x18
. Òîãäà

∫

x−10(
√

1 + x18)3 dx =
1

18

∫

y−3/2(1 + y)3/2 dy =
1

18

∫

(y−1 + 1)3/2 dy.

Îñòà¼òñÿ ðàöèîíàëèçîâàòü ïðè ïîìîùè çàìåíû t2 = y−1 + 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî y = (t2 − 1)−1
.

∫

(y−1 + 1)3/2 dy =

∫

t3 d

(
1

t2 − 1

)

=
t3

t2 − 1
− 3

∫
t2

t2 − 1
dt =

=
t3

t2 − 1
− 3

∫
(t2 − 1) + 1

t2 − 1
dt =

t3

t2 − 1
− 3t− 3

2
ln

∣
∣
∣
∣

t− 1

t+ 1

∣
∣
∣
∣
+ C.

Îòêóäà ïîëó÷àåì îòâåò:

∫

x−10(
√

1 + x18)3 dx =
1

18

(
t3

t2 − 1
− 3t− 3

2
ln

∣
∣
∣
∣

t− 1

t+ 1

∣
∣
∣
∣

)

+C,

ãäå t = x−18 + 1.

Ï ð è ì å ð 5.4.4. Âûÿñíèòü, âîçìîæíî ëè âû÷èñëèòü â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ èíòåãðàë

∫ √
1 + x3 dx?

�åøåíèå. Ïðåäñòàâèâ

√
1 + x3 = x0(1 + x3)1/2 íàõîäèì, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå m = 0, n = 3, p = 1/2. Ïîñêîëüêó

p =
1

2
6∈ Z,

m+ 1

n
=

1

3
6∈ Z,

m+ 1

n
+ p =

5

6
6∈ Z,

òî äàííûé èíòåãðàë íåëüçÿ âû÷èñëèòü â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ.

5.4.3 Ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà

�àñìîðèì èíòåãðàëû âèäà ∫

R(x,
√

ax2 + bx+ c) dx,

ãäå R(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ îò ïåðìåííûõ u, v. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûðàæåíèå ïîä êîðíåì íå ÿâëÿåòñÿ

ïîëíûì êâàäðàòîì (ò.å. äèñêðèìèíàíò îòëè÷åí îò íóëÿ), ò.ê. èíà÷å ýòî ñðàçó ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ îò ïåðåìåííîé

x.

1 ïîäñòàíîâêà Ïóñòü a > 0. Ïîëîæèì
√

ax2 + bx+ c = t−
√
a x.

Óáåäèìñÿ, ÷òî x è
√
ax2 + bx+ c ðàöèîíàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç t â ýòîì ñëó÷àå (åñëè x ðàöèîíàëüíî âûðàæà-

þòñÿ ÷åðåç t, òî è dx ðàöèîíàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç t). Äåéñòâèòåëüíî, âîçâåäÿ â êâàäðàò ïîñëåäíå ðàâåíñòâî

ïîëó÷èì bx+ c = t2 − 2
√
a tx èëè

x =
t2 − c

2
√
a t+ b

,
√

ax2 + bx+ c =

√
a t2 + bt+ c

√
a

2
√
a t+ b

,

dx = 2

√
a t2 + bt+ c

√
a

(2
√
a t+ b)2

dt.

Â êà÷åñòâå çàìåíû ìîæíî áûëî áûëî áû âçÿòü è òàêóþ ïîäñòàíîâêó

√
ax2 + bx+ c = t+

√
a x, êîòîðàÿ àíàëîãè÷íî

ïðèâåëà áû ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè.

2 ïîäñòàíîâêà Ïóñòü c > 0. Ïîëîæèì
√

ax2 + bx+ c = xt+
√
c.

Óáåäèìñÿ, ÷òî x è
√
ax2 + bx+ c ðàöèîíàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç t â ýòîì ñëó÷àå (åñëè x ðàöèîíàëüíî âûðàæà-

þòñÿ ÷åðåç t, òî è dx ðàöèîíàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç t). Äåéñòâèòåëüíî, âîçâåäÿ â êâàäðàò ïîñëåäíå ðàâåíñòâî

è ñîêðàòèâ íà x ïîëó÷èì ax+ b = xt2 + 2
√
c t èëè

x =
2
√
ct− b

a− t2
,
√

ax2 + bx+ c =

√
c t2 − bt+ a

√
c

a− t2
,

dx = 2

√
c t2 − bt+

√
c a

(a− t2)2
dt.

Â êà÷åñòâå çàìåíû ìîæíî áûëî áûëî áû âçÿòü è òàêóþ ïîäñòàíîâêó

√
ax2 + bx+ c = xt−√

c, êîòîðàÿ àíàëîãè÷íî
ïðèâåëà áû ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè.
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3 ïîäñòàíîâêà Ïóñòü ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2), ãäå x1 6= x2. Ïîëîæèì

√

ax2 + bx+ c = t(x− x1).

Óáåäèìñÿ, ÷òî x è
√
ax2 + bx+ c ðàöèîíàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç t â ýòîì ñëó÷àå (åñëè x ðàöèîíàëüíî âûðàæà-

þòñÿ ÷åðåç t, òî è dx ðàöèîíàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç t). Äåéñòâèòåëüíî, âîçâåäÿ â êâàäðàò ïîñëåäíå ðàâåíñòâî

è ñîêðàòèâ íà x− x1 ïîëó÷èì a(x− x2) = t2(x− x1) èëè

x =
x1t

2 − ax2

t2 − a
,
√

ax2 + bx+ c =
a(x1 − x2)t

t2 − a
,

dx = −2a(x1 − x2)t

(t2 − a)2
dt.

Â êà÷åñòâå çàìåíû ìîæíî áûëî áûëî áû âçÿòü è òàêóþ ïîäñòàíîâêó

√
ax2 + bx+ c = t(x− x2), êîòîðàÿ àíàëî-

ãè÷íî ïðèâåëà áû ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè.

Ï ð è ì å ð 5.4.5. Âû÷èñëèòü

∫ √
x2 + 9− 7

x+
√
x2 + 9

dx.

�åøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâîé ïîäñòàíîâêîé Ýéëåðà. Ïóñòü

√
x2 + 9 = t − x, òîãäà ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò

ïîëó÷àåì 9 = t2 − 2tx èëè

x =
t2 − 9

2t
,
√

x2 + 9 = t− x =
t2 + 9

2t
,

dx =
t2 + 9

2t2
dt.

Îòêóäà

∫ √
x2 + 9− 7

x+
√
x2 + 9

dx =

∫ t2+9
2t

− 7

t
· t

2 + 9

2t2
dt =

∫
(t2 − 14t + 9)(t2 + 9)

4t4
dt =

=
1

4

∫ (

1− 14

t
+

18

t2
− 126

t3
+

81

t4

)

dt =
1

4

(

t− 14 ln |t| − 18

t
+

63

t2
− 27

t3

)

+ C.

Îñòà¼òñÿ ñäåëàòü îáðàòíóþ çàìåíó t = x+
√
x2 + 9 è âûïèñàòü îòâåò.

5.4.4 Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé ñ èððàöèîíàëüíîñòüþ âèäà√
ax2 + bx+ c â çíàìåíàòåëå

�å÷ü èä¼ò î âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ âèäà

∫
R(x)√

ax2 + bx+ c
dx,

ãäå R(x) � ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèè äðîáè ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè, ñâîäèì

âû÷èñëåíèå èñõîäíîãî èíòåãðàëà ê ñëåäóþùèì òð¼ì âèäàì:

•
∫ xk

√
ax2 + bx+ c

dx, k ∈ N;

•
∫ dx

(x− γ)v
√
ax2 + bx+ c

, v ∈ N;

•
∫ (Mx+N)dx

(x2 + αx+ β)l
√
ax2 + bx+ c

, ãäå D = α2 − 4β < 0, l ∈ N.

I. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïåðâîãî âèäà. Ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó äëÿ èíòåãðàëà

Jk =

∫
xk

y
dx,

ãäå y =
√
ax2 + bx+ c. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(xk−1 · y)′ = (k − 1)xk−2y +
xk−1(2ax+ b)

2y
=

2(k − 1)xk−2(ax2 + bx+ c) + xk−1(2ax+ b)

2y
=

= ka
xk

y
+

(

k − 1

2

)

b · x
k−1

y
+ (k − 1)c · x

k−2

y
.
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Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

xk−1 · y = kaJk +

(

k − 1

2

)

b · Jk−1 + (k − 1)c · Jk−2.

èëè

Jk =
xk−1 · y
ka

−
(
2k − 1

2ka

)

b · Jk−1 − (k − 1)c

ka
· Jk−2.

J1 =
y

a
−
(
b

2a

)

· J0

Îòêóäà ïðèõîäèì ê �îðìóëå

Jk = pk−1(x) · y + λ · J0.

Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà óäîáíåå ñðàçó íàïèñàòü ðàçëîæåíèå ïðåäûäóùåãî âèäà è èñêàòü êîý��èöèåíòû ïðè ïî-

ëèíîìå pk−1(x) è λ ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ.

II. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ âòîðîãî âèäà. Äàííûé èíòåãðàëû ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâêè t = 1/(x−γ) ñâîäÿòñÿ
ê ðàçîáðàííîìó ïåðâîìó ñëó÷àþ. Äåéñòâèòåëüíî,

x− γ =
1

t
, dx = −dt

t2
, ax2 + bx+ c =

(aγ2 + bγ + c)t2 + (2aγ + b)t+ a

t2
.

Îòêóäà

∫
dx

(x− γ)v
√
ax2 + bx+ c

= −
∫

tv−1 dt
√

(aγ2 + bγ + c)t2 + (2aγ + b)t+ a

Åñëè γ êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ax2 + bx+ c = 0, Òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë óïðîùàåòñÿ, ïîñêîëüêó ïðåâðàùàåòñÿ
â âèä

−
∫

tv−1 dt
√

(2aγ + b)t+ a
.

Äàííûé èíòåãðàë ñ÷èòàåì ïðè ïîìîùè çàìåíû z = (2aγ + b)t+ a. Åñëè γ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

ax2 + bx+ c = 0, òî ïîëó÷åí èíòåãðàë ïåðâîãî âèäà, êîòîðûé óæå ðàçîáðàí.

III. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ òðåòüåãî âèäà. �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: III-a Ïóñòü ax2+bx+c = a(x2+αx+β).
Òîãäà íàõîæäåíèå èñõîäíîãî èíòåãðàëà ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

∫
(Mx+N)dx

(ax2 + bx+ c)l+
1
2

=
M

2a

∫
2ax+ b dx

(ax2 + bx+ c)l+
1
2

+

(

N − Mb

2a

)∫
dx

(ax2 + bx+ c)l+
1
2

.

Íà÷í¼ì ñ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà, êîòîðûé ñâîäèòñÿ ê ðàöèîíàëüíîìó âûðàæåíèþ, ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâêè Àáåëÿ

t =
√
y ′
:

t =
√
y ′ =

y′

2
√
y
=

2ax+ b

2
√
ax2 + bx+ c

.

Îòêóäà

4t2y = (2ax+ b)2 =⇒
4ay − 4t2y = 4ac− b2 =⇒ 4(a− t2)y = 4ac− b2.

Îòêóäà íàõîäèì ïðåäñòàâëåíèå

ys =

(
4ac− b2

4

)s
1

(a− t2)s
.

Åñëè æå ïðîäè��åðåíöèðîâàòü âûðàæåíèå t
√
y = ax+ b

2
, òî ïîëó÷èì

√
y dt+ t2 dx = a dx. Îòêóäà

dx√
y
=

dt

a− t2
.

Ñëåäîâàòåëüíî

∫
dx

yl+
1
2

=

(
4

4ac− b2

)l ∫

(a− t2)l−1 dt.

Äàëåå îñòàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.
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III-b �àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé

ax2+bx+c
x2+αx+β

6= Const, ò.å ëèáî b/a 6= α ëèáî c/a 6= β. Ïðåäñòàâèì ax2 + bx + c =

a(x2+α′x+β′), ïðè÷¼ì ñîãëàñíî íàøåìó ñëó÷àþ, ëèáî α′ 6= α ëèáî β′ 6= β. Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïðè ïîìîùè äðîáíî-

ëèíåéíîé çàìåíû äîáèòñÿ òîãî, ÷òîáû â îáîèõ âûðàæåíèÿõ x2+αx+β è x2+α′x+β′
êîý��èöèåíò ïðè x îòñóòñòâîâàë

áû.

Ñëó÷àé α = α′
î÷åâèäåí, ïîñêîëüêó ëèíåéíàÿ çàìåíà t = x + α/2 (ëèíåéíàÿ çàìåíà � ÷àñòíûé ñëó÷àé äðîáíî-

ëèíåéíîé çàìåíû) ñðàçó ïðèâîäèò ê æåëàåìîìó ðåçóëüòàòó:

x2 + αx+ β = t2 + (β − α2/4), x2 + α′x+ β′ = t2 + (β′ − α′ 2/4).

�àññìîòðèì ñëó÷àé α 6= α′
.

Ëåììà 18. Ïóñòü x2 + α′x+ β′
è x2 + αx+ β òàêîâû, ÷òî α′ 6= α. Ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâî x2 + αx+ β > 0 äëÿ ëþáîãî

x (ò.å. äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëåí α 2 − 4β < 0). Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû µ è ν è äðîáíî-ëèíåéíàÿ

çàìåíà

x =
µt+ ν

t+ 1
,

÷òî ñïðàâåäëèâî

x2 + αx+ β =
A1t

2 +B1

(t+ 1)2
, x2 + α′x+ β′ =

A2t
2 +B2

(t+ 1)2
,

ãäå êîíñòàíòû A1, A2, B1, B2 çàâèñÿò îò µ è ν. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè äàííîé çàìåíå áóäåò îòñóòñòâîâàòü êîý��è-

öèåíò ïðè t â ÷èñëèòåëå ïîëó÷åííîé äðîáè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíó

x =
µt+ ν

t+ 1
.

Ïîëó÷àåì

x2 + αx+ β =
(µ2 + αµ+ β)t2 + (2µν + α(µ+ ν) + 2β)t+ (ν2 + αν + β)

(t+ 1)2
.

Óñëîâèå íà íàõîæäåíèå êîý��èöèåíòîâ µ è ν

2µν + α(µ+ ν) + 2β = 0,

2µν + α′(µ+ ν) + 2β′ = 0.

Îòêóäà

µ+ ν = −2
β − β′

α− α′ , µν =
α′β − αβ′

α− α′ .

Òàêèì îáðàçîì µ è ν êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

(α− α′)z2 + 2(β − β′)z + (α′β − αβ′) = 0.

Ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé âîçìîæíî ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

(β − β′)2 − (α− α′) · (α′β − αβ′) > 0.

Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî

(

β + β′ − α2α′ 2

2

)2

> 4

(

β − α2

4

)(

β′ − α′ 2

4

)

. (5.4.5)

Ïîñêîëüêó x2 + αx + β = 0 èìååò ìíèìûå êîðíè, òî äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëåí è β − α2

4
> 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

β′ − α′ 2
4
< 0, òî íåðàâåíñòâî (5.4.5) âûïîëíåíî. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà β′ − α′ 2

4
> 0. Òîãäà

β > 0, β′
> 0, 4

√

ββ′ > αα′.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíåì àðè�ìåòè÷åñêèì è ãåîìåòðè÷åñêèì β + β′ > 2
√
ββ′

, ïîëó÷àåì:

(

β + β′ − αα′

2

)2

>

(

2
√

ββ′ − αα′

2

)2

=

=

(

2β − α2

2

)(

2β′ − α′ 2

2

)

+ (α′√β − α
√

β′)2 >

(

2β − α2

2

)(

2β′ − α′ 2

2

)

.

Íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíåì àðè�ìåòè÷åñêèì è ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, åñëè β = β′
, à ÷òîáû ïî-

ñëåäíåå íåðàâåíñòâî îáðàòèëîñü â ðàâåíñòâî äîïîëíèòåëüíî ïðèä¼òñÿ ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû α = α′
, íî òàêîå ïî ïðåäïî-

ëîæåíèþ íå âîçìîæíî, ò.å. â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå çíàê ñòðîãèé, è íåðàâåíñòâî (5.4.5) âûïîëíåíî.
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Â ñëó÷àå α′ 6= α, âûïîëíèâ äðîáíî-ëèíåéíóþ ïîäñòàíîâêó, èñõîäíûé èíòåãðàë ïðèìåò âèä:

∫
P (t) dt

(t2 + γ)l
√

ξt2 + ζ
,

ãäå P (t) ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì 2l−1 è γ > 0. �àçëîæèâ ïðàâèëüíóþ äðîáü P (t)/(t2+γ)l íà ïðîñòûå ïðèéä¼ì
ê ñóììå èíòåãðàëîâ ñëåäóþùåãî âèäà:

∫
At+B dt

(t2 + γ)k
√
ξt2 + ζ

, k = 1, 2, . . . , l.

Â ñëó÷àå α′ = α ìû ïðèõîäèì ê òîëüêî ÷òî âûïèñàííîìó èíòåãðàëó ïðè ïîìîùè çàìåíû t = x + α/2. �àçîáúåì
ïîëó÷åííûé èíòåãðàë íà äâà:

∫
At+B dt

(t2 + γ)k
√

ξt2 + ζ
= A

∫
t dt

(t2 + γ)k
√

ξt2 + ζ
+B

∫
dt

(t2 + γ)k
√

ξt2 + ζ
.

Ïåðâûé èíòåãðàë ðàöèîíàëèçèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâêè u =
√

ξt2 + ζ, âòîðîé � ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâêè

Àáåëÿ

u =
ξt

√

ξt2 + ζ
.

Ñðàçó ïîëó÷àåì

t2 + γ =
(ζ − ξγ)u2 + ξ2γ

ξ(ξ − u2)
.

Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ âûðàæåíèå u
√
ξt2 + ζ = ξt, òî ïîëó÷èì

√
ξt2 + ζ du+ u2 dt = ξ dt. Îòêóäà

dt
√

ξt2 + ζ
=

du

ξ − u2
.

Ñëåäîâàòåëüíî

∫
dt

(t2 + γ)k
√

ξt2 + ζ
= ξk

∫
(ξ − u2)k−1 dt

((ζ − ξγ)u2 + ξ2γ)k
.

È îïÿòü ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè.

Ï ð è ì å ð 5.4.6. Âû÷èñëèòü

∫
(5x5 + 64x3 + 3x− 1) dx√

x2 + 16
.

�åøåíèå. Â ñèëó äîêàçàííîãî, ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû, ÷òî ñïðàâåäëèâî:

∫
(5x5 + 64x3 + 3x− 1) dx√

x2 + 16
= (Ax4 +Bx3 + Cx2 +Dx+ E)

√

x2 + 16 + λ

∫
dx√

x2 + 16
.

Ïîëîæèì y = x2 + 16. Ïðîäè��åðåíöèðóåì äàííîå óðàâíåíèå

5x5 + 64x3 + 3x− 1√
y

= (4Ax3 + 3Bx2 + 2Cx +D)
√
y + (Ax4 +Bx3 +Cx2 +Dx+ E)

x√
y
+

λ√
y
.

Ïðèâåä¼ì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ:

5x5 + 64x3 + 3x− 1 = (4Ax3 + 3Bx2 + 2Cx+D)(x2 + 16) + (Ax4 +Bx3 + Cx2 +Dx+ E) · x+ λ.

�àâåíñòâî äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñëåâà è ñïðàâà óðàâíåíèÿ, âëå÷¼ò ðàâåíñòâî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ ïî ïåðåìåí-

íîé x

x5 : 5 = 4A+ A A = 1

x4 : 0 = 3B +B B = 0

x3 : 64 = 64A + 2C + C C = 0

x2 : 0 = 48B +D +D D = 0

x1 : 3 = 32C + E E = 3

x0 : −1 = 16D + λ λ = −1
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Èòîãî,

∫
(5x5 + 64x3 + 3x− 1) dx√

x2 + 16
= (x4 + 3)

√

x2 + 16−
∫

dx√
x2 + 16

= (x4 + 3)
√

x2 + 16− ln
∣
∣
∣x+

√

x2 + 16
∣
∣
∣+ C.

Ï ð è ì å ð 5.4.7. Âû÷èñëèòü ∫
dx

(x2 + 8x+ 21)11/2
.

�åøåíèå. Ñäåëàåì äëÿ óäîáñòâà çàìåíó z = x+ 4. Òîãäà

∫
dx

(x2 + 8x+ 21)11/2
=

∫
dz

(z2 + 5)11/2
.

Òåïåðü ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâêè Àáåëÿ t =
√
y ′

(çäåñü, êàê îáû÷íî y = z2+5) ñâåä¼ì ê èíòåãðèðîâàíèþ ðàöèîíàëüíîé

�óíêöèè

t =
√
y ′ =

y′

2
√
y
=

z√
y
.

Îòêóäà

t2y = z2 =⇒
t2y = y − 5 =⇒ (1− t2)y = 5.

Îòêóäà íàõîäèì ïðåäñòàâëåíèå

ys =

(
5

1− t2

)s

.

Åñëè æå ïðîäè��åðåíöèðîâàòü âûðàæåíèå t
√
y = z, òî ïîëó÷èì

√
y dt+ t2 dz = dz. Îòêóäà

dz√
y
=

dt

1− t2
.

Ñëåäîâàòåëüíî

∫
dz

y5+
1
2

=

∫

y−5 · dz√
y
=

1

55

∫

(1− t2)4 dt =
1

55

∫

(1− 4t2 + 6t4 − 4t6 + t8) dt =

=
1

55

(

t− 4

3
· t3 + 6

5
· t5 − 4

7
· t7 + 1

9
· t9
)

+ C.

Äàëåå îñòàåòñÿ âûïèñàòü îòâåò, çàìåíèâ t = z/
√
z2 + 5, ò.å. t = (x+ 4)/

√
x2 + 8x+ 21.

Çàìå÷àíèå 42. Èíòåãðàë

∫
(z2 + 5)−11/2 dz ìîæíî áûëî áû ïîñ÷èòàòü è ïðè ïîìîùè ãèïåðáîëè÷åñêîé çàìåíû, ò.å.

ïîëîæèâ z =
√
5 sh u, ïðèøëè áû ê èíòåãðàëó âèäà

∫
dz

(z2 + 5)11/2
=

∫
du

55 ch10 u
=

∫ (
1

ch2 u

)4
du

55 ch2 u
=

1

55

∫
(
1− th2 u

)4
d th u =

=
1

55

∫

(1− 4w2 + 6w4 − 4w6 + w8) dw =
1

55
·
(

thu− 4

3
· th3 u+

6

5
· th5 u− 4

7
· th7 u+

1

9
· th9 u

)

+ C,

ãäå u = arcsh
(
(x+ 4)/

√
5
)
.

Ï ð è ì å ð 5.4.8. Âû÷èñëèòü ∫
(x− 2) dx

(x2 − 2x+ 4)
√
x2 + 2x+ 4

.

�åøåíèå. Íàéä¼ì êîý��èöèåíòû µ, ν â äðîáíî-ëèíåéíîé çàìåíå:

x =
µt+ ν

t+ 1
.

Ïîñêîëüêó

x2 ± 2x+ 4 =
(µ2 ± 2µ+ 4)t2 + (2µν ± 2(µ+ ν) + 8)t+ (ν2 ± 2ν + 4)

(t+ 1)2
,
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òî óñëîâèåì íà êîý��èöèåíòû µ, ν áóäåò èñêàòü èç óðàâíåíèÿ 2µν ± 2(µ + ν) + 8 = 0. Ïîäõîäÿò, íàïðèìåð, µ = 2,
ν = −2. Îòêóäà

x =
2(t− 1)

t+ 1
, x− 2 =

−4

t+ 1
, dx =

4 dt

(t+ 1)2
,

x2 + 2x+ 4 =
12t2 + 4

(t+ 1)2
, x2 − 2x+ 4 =

4t2 + 12

(t+ 1)2
.

Ñëåäîâàòåëüíî

∫
(x− 2) dx

(x2 − 2x+ 4)
√
x2 + 2x+ 4

= −2

∫
dt

(t2 + 3)
√
3t2 + 1

.

Òåïåðü ðàöèîíàëüçàöèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâêè Àáåëÿ u =
√
y ′

çäåñü, y = 3t2 + 1

u =
√
y ′ =

y′

2
√
y
=

3t√
y
.

Îòêóäà

u2y = 9t2 =⇒
u2y = 3y − 3 =⇒ (3− u2)y = 3.

Îòêóäà íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèé, ñòîÿùèõ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

y1/2 =

(
3

3− u2

)1/2

, t2 + 3 =
27− 8u2

9− 3u2
.

Åñëè æå ïðîäè��åðåíöèðîâàòü âûðàæåíèå u
√
y = 3t, òî ïîëó÷èì

√
y du+ u2 dt = 3dt. Îòêóäà

dt√
y
=

du

3− u2
.

Èíòåãðàë ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

−2

∫
dx

(t2 + 3)
√
3t2 + 1

= −2

∫
9− 3u2

27− 8u2
· du

3− u2
= −6

∫
du

27− 8u2
.

Ñëåäîâàòåëüíî

−6

∫
du

27− 8u2
=

3

4

∫
du

u2 − 27
8

=
3

4 · 2 · 3
√

3

2
√

2

ln

∣
∣
∣
∣
∣
∣

u− 3
√

3

2
√

2

u+ 3
√

3

2
√

2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+C =
1

2
√
6
ln

∣
∣
∣
∣

2
√
2 · u− 3

2
√
2 · u+ 3

∣
∣
∣
∣
+ C.

ãäå u = 3t/
√
3t2 + 1, t = (2 + x)/(2− x).

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðèìåíèòü ïîäñòàíîâêó Àáåëÿ?

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè îò äâóõ àðãóìåíòîâ.

Óïðàæíåíèÿ ê 5.4

Óïðàæíåíèå 5.4.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

(a)

∫
x− 3 dx√
x2 + 2x+ 5

; (b)

∫
3x+ 1 dx√
x2 − 8x+ 17

; (c)

∫
x+ 7 dx√
x2 − 2x+ 10

;
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Óïðàæíåíèå 5.4.2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

(a)

∫
( 3
√
x+ 4) dx

3
√
x4 + x− 2

6
√
x7

; (b)

∫
(

3

√
x+1
x−3

− 3 6

√
x+1
x−3

+ 1
)

dx
((

x+1
x−3

)4/3

+ x+1
x−3

)

(x− 3)2
; (c)

∫ √
x+ 5(

√
x+ 5− 1)

1 + 3
√
x+ 5

dx;

(d)

∫ 6
√
x5 +

√
x+ 1

6
√
x5(1 + 3

√
x)

dx.

Óïðàæíåíèå 5.4.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

(a)

∫ √
1− x+ x2 − 1

x
√
1− x+ x2

dx; (b)

∫ √
x2 − 2x+ 10− 2

x+
√
10− 2x+ x2 − 1

dx;

Óïðàæíåíèå 5.4.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

(a)

∫
x2 + 3x− 2√

1 + x2
dx; (b)

∫
x− x2 + 3√

4− x2
dx; (c)

∫
x3 − x2 + 2√

1− x2
dx;

(d)

∫
x3 + x+ 2√

4 + x2
dx.

Óïðàæíåíèå 5.4.5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

(a)

∫

x38/7(4 + x15/7)5/2 dx; (b)

∫

x29/7(x18/7 + 2)7/2 dx; (c)

∫
1

4
√
x13

(

1 +
4

4
√
x3

)3/2

dx;

(d)

∫

x−7(1− x12)3/2 dx; (e)

∫

x−11(
√

1 + x20)3 dx; (f)

∫
x dx

√

5 +
3
√
x2

;

(g)

∫
dx

3
√
x11(1 + x4)

; (h)

∫
dx

3
√
1 + x3

; (i)

∫
dx

x8 · 4
√
1 + x4

;

(j)

∫
dx

4
√
1 + x4

; (k)

∫
3
√

3x− x3 dx.

Óïðàæíåíèå 5.4.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë, èñïîëüçóþ ïîäñòàíîâêó Àáåëÿ

(a)

∫
dx

(5 + 2x+ x2)5/2
; (b)

∫
dx

(26 + 10x + x2)11/2
; (c)

∫
(2x+ 3) dx

√
(x2 + 4x+ 5)11

;

(d)

∫
(−9− 2x) dx

√
(x2 + 8x+ 17)13

; (e)

∫
dx

(7 + 4x+ x2)3/2
; (f)

∫
(x+ 1) dx

(1 + x+ x2)3/2
;

(g)

∫
dx

(x2 + 2)
√
5 + 2x+ 2x2

; (h)

∫
x dx

(x2 + 2x+ 4)
√
x2 + 6x+ 12

;

(i)

∫
dx

(x2 + 3x+ 3)
√
x2 + 5x+ 7

.

Îòâåòû: 5.4.1 (a)

√
x2 + 2x+ 5−4 ln |x+1+

√
x2 + 2x+ 5|+C; (b) 3

√
x2 − 8x+ 17−4 ln |x−4+

√
x2 − 8x+ 17|+C; ()√

x2 − 2x+ 10+8 ln |x−1+
√
x2 − 2x+ 10|+C. 5.4.2 (a) − 30

6√x−1
+4 ln |x|−18 ln | 6

√
x−1|+C; (b) −3/2 ln |t|+9/2 arctg t+C,

t = 6

√
x+1
x−3

; () 1/6 ·ψ(t), ψ(t) = t10

10
− t8

8
+ t7

7
+ t6

6
+ t5

5
− t4

4
− t3

3
+ t2

2
+t− 1

2
ln(1+t2)−arctg t+C, t = 6

√
x+ 5; (d) 3/2

3
√
x2+

6arctg 6
√
x + C. 5.4.3 (a) ln

∣
∣
∣1 −

(√
1−x+x2−1

x

)2∣
∣
∣ + C; (b) 1

4

(
t− ln |t| − 9

2t
+ 1

2t2
− 27

4t3

)
+ C, t = x − 1 +

√
x2 − 2x+ 10.

5.4.4 (a)

(
x
2
+ 3
)√

x2 + 1− 5
2
ln |x+

√
x2 + 1|+C; (b)

(
x
2
− 1
)√

4− x2 + arcsin(x/2) +C; () − 1
6
(2x2 − 3x+ 4)

√
1− x2 +

3
2
arcsin x+ C; (d) 1

3
(x2 − 5)

√
4 + x2 + 2 ln |x +

√
4 + x2|+ C. 5.4.5 (a)

7
15

(
2
11
t11/2 − 16

9
t9/2 + 32

7
t7/2

)

+ C, t = x15/7 + 4;

(b)

7
99
t11/2 − 14

81
t9/2+C, t = 2+x18/7

; () − 1
216

t9/2+ 1
84
t7/2 − 1

120
t5/2 +C, t = 1+4x−3/4

; (d) − t
12(t2+1)

− t
6
+ 1

4
arctg t+C,

t = x−12−1; (e) t
20(t2−1)

− t
10

− 3
4
ln
∣
∣
∣
1−t
1+t

∣
∣
∣+C, t = x−20+1; (f) 3

5
t5−10 · t3+75t+C, t =

√
5 + x2/3

; (g) − 3(1+x4)2/3

8x8/3 +C; (h)

1
6
ln t2+t+1

(t−1)2
− 1√

3
arctg 2t+1√

3
+C, t = 3

√
1 + x−3

; (i) − t7/4

7
+ t3/4

3
+C, t = 1+x−4

; (j)

1
4
ln
∣
∣
∣
t+1
t−1

∣
∣
∣− 1

2
arctg t+C, t = 3

√
1 + x−4

;

(k)

3t
2(1+t3)

− 1
4
ln (t+1)2

t2−t+1
−

√
3

2
arctg 2t−1√

3
+C, t = 3

√
3x−2 − 1. 5.4.6 (a) t

16
− t3

48
+C, t = x+1√

x2+2x+5
èëè

(x+1)3+6(x+1)

24(x2+2x+5)5/2
+C;

(b) t− 4
3
·t3+ 6

5
·t5− 4

7
·t7+ 1

9
·t9+C, t = x+5√

26+10x+x2
; () − 2

9
(x2+4x+5)−9/2−t+ 4

3
·t3− 6

5
·t5+ 4

7
·t7− 1

9
·t9+C, t = x+2√

x2+4x+5
;

(d)

4
11
(x2+8x+17)−11/2− t+ 5

3
· t3−2t5+ 10

7
· t7− 5

9
· t9+ 1

11
t11+C, t = x+4√

x2+8x+17
; (e) ln x+2

3
√

x2+x+1
+C; (f) 2(x−1)

3
√

x2+x+1
+C;
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(g)

1
3
arctg

√
2x2+2x+5

1−x
+ 1

6
√

2
ln

√
2(2x2+2x+5)+2+x√
2(2x2+2x+5)−2−x

+ C. (h) 2 ln |2 − u| −
(

2−
√

3√
3

)

· ln |
√
3 + u| +

(
2+

√
3√

3

)

· ln |
√
3 − u| + C,

u = 3t/
√
3t2 + 1, t = 1 + 4/x; (i) − 1√

2
arctg

√
x2+5x+7

(x+1)
√
2

+ 1√
6
ln
∣
∣
∣
(x+3)

√
2−

√
3(x2+5x+7)√

x2+3x+3

∣
∣
∣+ C.

5.5 Èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé

5.5.1 Èíòåãðèðîâàíèå �óíêöèé âèäà R(sin x, cosx)

Èíòåãðàëû òàêîãî âèäà âñåãäà èíòåãðèðóþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ. Îíè ñâîäÿòñÿ, íàïðèìåð, ê ðàöèîíàëüíîé

�óíêöèè îò îäíîãî ïåðåìåííîãî ïðè ïîìîùè óíèâåðñàëüíîé çàìåíû (ñì. íèæå). Îäíàêî íàäî ïîìíèòü, ÷òî ïðè âû÷å-

ñëåíèè èíòåãðàëîâ ïîäîáíîãî òèïà, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �îðìóëû, êîòîðûå ìîãóò ñóùåñòâåííî

îáëåã÷èòü âû÷åñëåíèå èíòåãðàëà. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé, ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ u = sin x, v = cosx. Ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Ëåììà 19. • Ïóñòü ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì R(−u, v) = R(u, v) òîãäà å¼ ìîæíî ïðèâåñòè

ê âèäó R(u, v) = R1(u
2, v), ò.å. ê ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè ñîäåðæàùåé òîëüêî ÷¼òíûå ñòåïåíè ïåðåìåííîé u.

• Ïóñòü ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì R(−u, v) = −R(u, v) òîãäà å¼ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

R(u, v) = uR2(u
2, v), ãäå ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ R2 ñîäåðæèò òîëüêî ÷¼òíûå ñòåïåíè u.

• Ïóñòü ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì R(−u,−v) = R(u, v) òîãäà å¼ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

R(u, v) = R∗(u/v, v
2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå, èçâåñòíî èç àëãåáðû. Âòîðîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ïåðâîãî, åñëè åãî ïðèìå-

íèòü ê �óíêöèè R(u, v)/u. Ïîÿñíèì òðåòüå ñâîéñòâî. Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî

R(u, v) = R
(u

v
v, v
)

= R3

(u

v
, v
)

,

òî òîãäà áóäåò âûïîëíåíî R3(u/v,−v) = R3(u/v, v), à ñëåäîâàòåëüíî R(u/v, v) = R∗(u/v, v
2).

1 ñëó÷àé Åñëè âûïîëíåíî R(−u, v) = −R(u, v). Òîãäà ñïðàâåäëèâî
R(sin x, cos x) dx = R3(sin

2 x, cosx) sin x dx = −R3(1− cos2 x, cos x) d cosx.

Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ðàöèîíàëèçàöèÿ äîñòèãàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé t = cos x.

2 ñëó÷àé Åñëè âûïîëíåíî R(u,−v) = −R(u, v). Òîãäà ñïðàâåäëèâî
R(sinx, cosx) dx = R4(sin x, cos

2 x) cos x dx = R4(sin x, 1− sin2 x) d sin x.

Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ðàöèîíàëèçàöèÿ äîñòèãàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé t = sin x.

3 ñëó÷àé Åñëè âûïîëíåíî R(−u,−v) = R(u, v). Òîãäà ñïðàâåäëèâî R(u, v) = R∗(u/v, v
2), à ïîýòîìó

R(u, v) = R∗
(
tg x, cos2 x

)
= R∗

(

tg x,
1

1 + tg2 x

)

= R∗(tg x).

Ñëåäîâàòåëüíî ðàöèîíàëèçàöèÿ äîñòèãàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé t = tg x. Äåéñòâèòåëüíî,

R(sinx, cos x) dx = R∗(tg x) dx = R∗(t)
dt

1 + t2
.

4 ñëó÷àé (óíèâåðñàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà) Ïðè ïîìîùè çàìåíû t = tg(x/2), x ∈ (−π;π) ìîæíî âñåãäà ðàöèîíàëè-

çèðîâàòü èñõîäíûé èíòåãðàë. Äåéñòâèòåëüíî,

sin x =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
,

x = 2arctg t, dx =
2 dt

1 + t2
.

Îòêóäà

R(sin x, cos x) dx = R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
2 dt

1 + t2
.

Ï ð è ì å ð 5.5.1. Âû÷èñëèòü

∫
dx/ sin x.

�åøåíèå. Ñïðàâåäëèâî

∫
dx

sin x
=

∫
dx

2 sin(x/2) cos(x/2)
=

∫
dx

2 tg(x/2) cos2(x/2)
=

∫
d tg(x/2)

tg(x/2)
= ln | tg(x/2)|+ C.
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�åêêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

Iα,β =

∫

sinα x cosβ x dx.

Òåîðåìà 5.5.1. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Iα,β = − 1

α+ β
sinα−1 x · cosβ+1 x+

α− 1

α+ β
· Iα−2,β, (α+ β 6= 0); (5.5.6)

Iα,β =
1

α+ β
sinα+1 x · cosβ−1 x+

β − 1

α+ β
· Iα,β−2, (α+ β 6= 0); (5.5.7)

Iα,β =
1

α+ 1
sinα+1 x · cosβ+1 x+

α+ β + 2

α+ 1
· Iα+2,β, (α 6= −1); (5.5.8)

Iα,β = − 1

β + 1
sinα+1 x · cosβ+1 x+

α+ β + 2

β + 1
· Iα,β+2, (β 6= −1). (5.5.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî. Äëÿ ýòîãî çàíåñåì ïîä äè��åðåíöèàë êîñèíóñ.

Iα,β = − 1

β + 1

∫

sinα−1 x d cosβ+1 x = − 1

β + 1
sinα−1 x · cosβ+1 x+

α− 1

β + 1

∫

sinα−2 x · cosβ+2 x dx.

Èñïîëüçóþ ðàâåíñòâî sinα−2 x · cosβ+2 x = sinα−2 x · (1− sin2 x) · cosβ x, ïðîäîëæèì

Iα,β = − 1

β + 1
sinα−1 x · cosβ+1 x+

α− 1

β + 1
Iα−2,β − α− 1

β + 1
Iα,β.

Ñîáèðàÿ âûðàæåíèå Iα,β â îäíîé ñòîðîíå, ïðèõîäèì ê �îðìóëå (5.5.6).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïîä äè��ðåíöèàë çàíåñòè ñèíóñ è ïðîäåëàòü àíàëîãè÷íîå ðàñ-

ñóæäåíèå.

Åñëè â óðàâíåíèå (5.5.6) ïîäñòàâèì âìåñòî α âåçäå α+ 2, è âûðàçèì Iα,β, òî ïîëó÷èì (5.5.8).

Åñëè â óðàâíåíèå (5.5.7) ïîäñòàâèì âìåñòî β âåçäå β + 2, è âûðàçèì Iα,β, òî ïîëó÷èì (5.5.9).

Ï ð è ì å ð 5.5.2. Âû÷èñëèòü

∫
sin2 x cos3 x dx.

�åøåíèå. Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ðåøåíèé:

1. Ïîëüçóþñü íå÷¼òíîñòüþ ïî àðãóìåíòó cosx �óíêöèè sin2 x cos3 x ñäåëàåì ñîîòâåòñòâóþùóþ çàìåíó.

∫

sin2 x cos3 x dx =

∫

sin2 x cos2 x d sin x =

∫

sin2 x(1− sin2 x) d sin x =
sin3 x

3
− sin5 x

5
+ C.

2. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì (5.5.6), à çàòåì (5.5.7)

I2,3 =

∫

sin2 x cos3 x dx = −1

5
sin x · cos4 x+

1

5

∫

cos3 x dx = −1

5
sin x · cos4 x+

1

5

(
1

3
sin x · cos2 x+

2

3
· I0,1

)

=

= −1

5
sin x · cos4 x+

1

15
sin x · cos2 x+

2

15
sin x+ C.

3. Âîñïîëüçóåìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ðàâåíñòâàìè:

sin2 x cos3 x =
1

4
sin2 2x · cos x =

1

8
(1− cos 4x) · cos x =

1

8
cosx− 1

16
(cos 5x+ cos 3x).

Äàëåå îñòàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü:

∫

sin2 x cos3 x dx =
sin x

8
− sin 3x

48
− sin 5x

80
+ C.

Ï ð è ì å ð 5.5.3. Âû÷èñëèòü

∫ dx

sin3 x cos2 x
.

�åøåíèå. Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ðåøåíèé:
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1. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì (5.5.8), à çàòåì (5.5.9)

I−3,−2 =

∫
dx

sin3 x cos2 x
= − sin−2 x · cos−1 x

−1
+

−3

−1
· I−3,0 = sin−2 x · cos−1 x+ 3

(
cosx

−2 sin2 x
+

−1

−2
· I−1,0

)

=

=
1

sin2 x · cos x − 3

2
· cos x

sin2 x
+

3

2
· ln
∣
∣
∣tg

x

2

∣
∣
∣+ C.

2. Âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñòâîì:

I−3,−2 =

∫
(sin2 x+ cos2 x) dx

sin3 x cos2 x
=

∫
dx

sin x cos2 x
+

∫
dx

sin3 x
=

=

∫
(sin2 x+ cos2 x) dx

sin x cos2 x
+

∫
(sin2 x+ cos2 x) dx

sin3 x
=

∫
sin x dx

cos2 x
+ 2

∫
dx

sin x
+

∫
cos2 x dx

sin3 x
.

Îáîçíà÷èì ïîñëåäíèé èíòåãðàë çà J è âû÷èñëèì åãî, èñïîëüçóÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

J =

∫
cos x d sin x

sin3 x
=

1

−2

∫

cosx d sin−2 x =

= −1

2

(
cosx

sin2 x
−
∫

1

sin2 x
d cosx

)

= −1

2
· cos x

sin2 x
− 1

2

∫
dx

sin x
.

Òåïåðü âîçâðàùàåìñÿ ê âû÷èñëåíèþ èñõîäíîãî èíòåãðàëà

I−3,−2 =

∫
sin x dx

cos2 x
+

3

2

∫
dx

sin x
− 1

2
· cos x

sin2 x
=

1

cos x
+

3

2
ln
∣
∣
∣tg

x

2

∣
∣
∣− 1

2
· cos x

sin2 x
+ C.

3. Ïîëüçóþñü íå÷¼òíîñòüþ ïî àðãóìåíòó sin x �óíêöèè sin3 x cos2 x ñäåëàåì çàìåíó t = cosx.

I−3,−2 =

∫
dx

sin3 x cos2 x
= −

∫
d cosx

sin4 x cos2 x
= −

∫
dt

(1− t2)2t2
.

Äàëåå ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ðàöèîíàëüíûå äðîáè:

1

(1− t2)2t2
=

(1− t2) + t2

(1− t2)2t2
=

1

(1− t2)t2
+

1

(1− t2)2
=

=
(1− t2) + t2

(1− t2)t2
+

(1− t2) + t2

(1− t2)2
=

1

t2
+

2

1− t2
+

t2

(1− t2)2
.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå âñå åù¼ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ, íî âìåñòî òîãî, ÷òîáû èñêàòü ýòî

ðàçëîæåíèå ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìû ïðîèíòåãðèðóåì èñïîëüçóþ ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

∫
t2 dt

(1− t2)2
= −1

2

∫
t d(1− t2)

(1− t2)2
=

1

2

∫

t d(1− t2)−1 =
t

2(1− t2)
− 1

2

∫
dt

1− t2
.

Âûïèñàòü îêîí÷àòåëüíûé îòâåò ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

5.5.2 Íåêîòîðûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå èíòåãðàëû è èõ óïðîùåíèÿ

Òåîðåìà 5.5.2. Ïóñòü a2 + b2 6= 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

∫
a1 sin

2 x+ 2b1 sin x cosx+ c1 cos
2 x

a sin x+ b cos x
dx = A sin x+B cos x+ C

∫
dx

a sin x+ b cos x
,

ãäå

A =
bc1 − a1b+ 2ab1

a2 + b2
,

B =
ac1 − aa1 − 2bb1

a2 + b2
,

C =
a1b

2 + a2c1 − 2abb1
a2 + b2

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû A, B, C, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

a1 sin
2 x+ 2b1 sin x cos x+ c1 cos

2 x = (A cos x−B sin x)(a sin x+ b cos x) + C(sin2 x+ cos2 x).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàñïèñàâ êîý��èöèåíòû ïîëó÷àåì

sin2 x :
sin x cosx :
cos2 x :







a1 = −Ba+ C,

2b1 = Aa−Bb,

c1 = Ab+ C.

Ñóùåñòâîâàíèå íåèçâåñòíûõ ïåðåìåííûõ A, B, C ëåãêî âûòåêàåò èç �îðìóë Êðàìåðà. Ñîãëàñíî êîòîðûì:

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 −a 1
a −b 0
b 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a2 + b2 6= 0.

Èç ðàâåíñòâ

∆1 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 −a 1
2b1 −b 0
c1 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= bc1 − a1b+ 2ab1,

∆2 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 a1 1
a 2b1 0
b c1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= ac1 − aa1 − 2bb1,

∆3 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 −a a1
a −b 2b1
b 0 c1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a1b
2 + a2c1 − 2abb1,

íàõîäèì A = ∆1/∆, B = ∆2/∆, C = ∆3/∆.

Òåîðåìà 5.5.3. Ïóñòü b 6= 0 (äàííîå óñëîâèå áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî λ1,2 6= a, c). Òîãäà ñïðàâåäëèâî
∫

a1 sin x+ b1 cos x

a sin2 x+ 2b sin x cosx+ c cos2 x
dx = A

∫
du1

k1u2
1 + λ1

+B

∫
du2

k2u2
2 + λ2

,

ãäå λ1, λ2 êîðíè óðàâíåíèÿ

∣
∣
∣
∣

a− λ b
b c− λ

∣
∣
∣
∣
= 0.

uj = (a− λj) sin x+ b cos x, kj =
1

a− λj
, j = 1, 2.

A = −a1(a− λ2) + bb1
b(λ1 − λ2)

,

B =
bb1 + a1(a− λ1)

b(λ1 − λ2)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ïðè b 6= 0 âñåãäà ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû λ1,2, λ1,2 6= a, c. Äåéñòâèòåëüíî
îíè óäîâëåòâîðÿþò êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ λ2 − λ(a+ c) + (ac− b2) = 0, äèñêðèìèíàíò êîòîðîãî ðàâåí:

D = (a+ c)2 − 4(ac− b2) = (a− c)2 + 4b2 > 0.

Íåâîçìîæíîñòü ðàâåíñòâà λ1,2 6= a, c ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé âìåñòî λ çíà÷åíèé a ëèáî c.
Ñïðàâåäëèâî:

a sin2 x+ 2b sin x cos x+ c cos2 x =

=(a− λj) sin
2 x+ 2b sin x cos x+ (c− λj) cos

2 x+ λj =

=kj
(
(a− λj)

2 sin2 x+ 2(a− λj)b sin x cos x+ (a− λj)(c− λj) cos
2 x
)
+ λj .

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå â ñêîáêàõ

(a− λj)
2 sin2 x+ 2(a− λj)b sin x cos x+ (a− λj)(c− λj) cos

2 x =

=(a− λj)
2 sin2 x+ 2(a− λj)b sin x cos x+ b2 cos2 x+

(
(a− λj)(c− λj)− b2

)
cos2 x =

=u2
j + 0.
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Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû A, B ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

a1 sin+b1 cosx = A((a− λ1) cos x− b sin x) +B((a− λ2) cosx− b sin x).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàñïèñàâ ïî êîý��èöèåíòàì ïîëó÷àåì

sin x :
cos x :

{

a1 = −b(A+B),

b1 = A(a− λ1) +B(a− λ2).

Èç ðàâåíñòâ

∆ =

∣
∣
∣
∣

−b −b
a− λ1 a− λ2

∣
∣
∣
∣
= −b(λ1 − λ2),

∆1 =

∣
∣
∣
∣

a1 −b
b1 a− λ2

∣
∣
∣
∣
= a1(a− λ2) + bb1,

∆2 =

∣
∣
∣
∣

−b a1
a− λ1 b1

∣
∣
∣
∣
= −(bb1 + a1(a− λ1)),

íàõîäèì A = ∆1/∆, B = ∆2/∆.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Âñåãäà ëè ìîæíî ñâåñòè èíòåãðàë îò òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè ê ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè?

Óïðàæíåíèÿ ê 5.3

Óïðàæíåíèå 5.5.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

(a)

∫

(cos6 x+ sin6 x) cos 11x dx; (b)

∫

cos3 x · sin 13x dx;

Óïðàæíåíèå 5.5.2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

(a)

∫
sin 2x dx

cos4 x+ sin4 x
; (b)

∫
dx

9
√
sin15 x cos3 x

; (c)

∫
dx

11
√
sin17 x cos5 x

;

(d)

∫
2 sin x+ 3 cosx dx

sin2 x cosx+ 9 cos3 x
; (e)

∫
dx

sin 2x+ 4 cos 2x+ 6 sin2 x
;

(f)

∫
dx

4 cos 2x− 2 sin 2x+ 5 sin2 x
.

Óïðàæíåíèå 5.5.3. Âû÷èñëèòü

(a)

∫
sin x+ 3 cos x dx

sin2 x+ 4 sin x cosx− 2 cos2 x
dx; (b)

∫
sin x+ 3 cosx dx

2 sin2 x+ 3 sin x cosx+ 6 cos2 x
dx;

Îòâåòû: 5.5.1 (a)

1
48

sin9 x+ 5
88

sin 11x+ 3
208

sin 13x+ C; (b) − 1
80

cos 10x − 1
32

cos 12x− 3
112

cos 14x − 1
128

+ C;

5.5.2 (a) arctg(tg2 x) + C; (b) −(3/2) tg−2/3 x + C; () −(11/6) tg−6/11 x + C; (d) ln(tg2 x + 9) + arctg( tg x
3

) + C; (e)
2√
7
arctg 2 tg x+1√

7
+ C, |x| < π/2; (f) 1/(2− tg x) + C.

5.5.3 (a) λ1,2 = −3; 2, −
∫

du1

2−u2
1
+ 1

2

∫
du2

(1/4)u2
2−3

= 1

2
√

2
ln
∣
∣
∣

√
2−u1√
2+u1

∣
∣
∣ + 1

2
√

3
ln
∣
∣
∣
2
√

3−u1

2
√

3+u1

∣
∣
∣ + C, u1 = 4 sin x + 2 cos x, u2 =

− sin x+ 2 cos x; (b) λ1,2 = 3/2; 13/2, − 2
3

∫
du2

13/2−(9/2)u2
2
= − 2

9
√

13
ln
∣
∣
∣

√
13+3u2√
13−3u2

∣
∣
∣+ C, u2 = −(9/2) sin x+ (3/2) cos x.
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5.6 Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë �èìàíà

5.6.1 Çàäà÷à î ïëîùàäè ïëîñêîé �èãóðû.

Ñíà÷àëà ñ�îðìóëèðóåì ïðîáëåìó, ðåøåíèå êîòîðîé åñòåñòâåííî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà. Ïóñòü

�óíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà íà îòðåçêå [a, b].

Ïðîáëåìà. ×òî òàêîå ïëîùàäü �èãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðà�èêîì ýòîé �óíêöèè, îñüþ àáñöèññ è âåðòèêàëüíûìè

ïðÿìûìè x = a, x = b è êàê å¼ âû÷èñëÿòü?

Íà÷í¼ì ñ îïðåäåëåíèÿ ïëîùàäè. Ïåðâè÷íûì ïîíÿòèåì äëÿ íàñ áóäåò èçâåñòíîå èç øêîëüíîãî êóðñà ïîíÿòèå

ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêà. Ìû ñ÷èòàåì èçâåñòíûì ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêîâ: ïëîùàäü îáú-

åäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Êðîìå òîãî, ïëîùàäü

íåîòðèöàòåëüíà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé �èãóðû G íà ïëîñêîñòè ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà ìíîãîóãîëüíèêîâ

{p, p ⊂ G} è {P, P ⊃ G}. Ìíîæåñòâî ïëîùàäåé {S(P )} ìíîãîóãîëüíèêîâ èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åí-

íûì ñâåðõó (íàïðèìåð, ëþáîé ïëîùàäüþ S(P ), P ⊃ G. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ýòîãî ìíîæåñòâà,

íàçûâàåìàÿ íèæíåé ïëîùàäüþ G è îáîçíà÷àåìàÿ S∗(G). Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî ïëîùàäåé {S(P )} ìíîãîóãîëüíèêîâ
P ⊃ G îãðàíè÷åíî ñíèçó (íàïðèìåð, ëþáûì ÷èñëîì S(p), p ⊂ G. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ýòîãî

ìíîæåñòâà, íàçûâàåìàÿ âåðõíåé ïëîùàäüþ G è îáîçíà÷àåìàÿ S∗(G).

x

O

y

G

O

x

y

G

�èñ. 5.1: p ⊂ G �èñ. 5.2: P ⊃ G

Îïðåäåëåíèå 5.6.1. Ôèãóðà G íàçûâàåòñÿ êâàäðèðóåìîé (ñèíîíèìû: èìåþùåé ïëîùàäü, èìåþùåé æîðäàíîâó ïëî-

ùàäü), åñëè S∗(G) = S∗(G). Ïðè ýòîì å¼ ïëîùàäü S(G) ðàâíà: S(G) = S∗(G) = S∗(G).

Âåðí¼ìñÿ ê íàøåé ïðîáëåìå. Ôèãóðà, ðàññìàòðèâàåìàÿ â íåé, íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèåé. Íàì ïîòðå-

áóåòñÿ ðÿä îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 5.6.2. Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê a = x0 < x1 < · · · < xn = b íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì îòðåçêà [a, b].

�àçáèåíèå îòðåçêà îáîçíà÷àåì áóêâîé P .

Îïðåäåëåíèå 5.6.3. Îáîçíà÷èì ∆xk = xk − xk−1, k = 1, . . . n. Íàèáîëüøåå èç ýòèõ ÷èñåë íàçûâàåì äèàìåòðîì

ðàçáèåíèÿ è îáîçíà÷àåì λ(P ), ò.å. λ(P ) = maxk=1,...,n |∆xk|.

O

x

y

f x( )

a x= 0 x1x2 xi xi+1 xn-1x bn=»i

�èñ. 5.3: Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà
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Îïðåäåëåíèå 5.6.4. Âûáåðåì íà êàæäîì èç îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ P òî÷êó ξk−1 ∈ [xk−1, xk], k = 1, . . . , n. Ïðè ýòîì

ïîëó÷èì ðàçáèåíèå îòðåçêà ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè. Áóäåì îáîçíà÷àòü (P, ξ), ãäå ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn).

�àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèþ y = f(x), îïðåäåë¼ííóþ íà îòðåçêå [a, b].

Îïðåäåëåíèå 5.6.5. Âåëè÷èíà σ = σ(f, (P, ξ)) =
∑n

k=1 f(ξk)∆xk íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé �óíêöèè y =
f(x), ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ P îòðåçêà [a, b] ñ âûáðàííûìè òî÷êàìè ξk.

Îïðåäåëåíèå 5.6.6. Ââåä¼ì áàçó B. Ýëåìåíòîì áàçû Bd, d > 0, íàçîâ¼ì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçáèåíèé P = (P, ξ) ñ
îòìå÷åííûìè òî÷êàìè òàê, ÷òî λ(P ) < d.

Îïðåäåëåíèå 5.6.7. ×èñëî I ∈ R îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî I = limλ(P )→0 σ(f, (P, ξ)) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì

�óíêöèè y = f(x) íà îòðåçêå [a, b], è îáîçíà÷àåòñÿ

∫ b

a

f(x) dx.

Ïðåäåë limλ(P )→0 σ(f, (P, ξ)) ìû ïîíèìàåò â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ = δǫ > 0, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ P îòðåçêà [a, b] ñ âûáðàííûìè òî÷êàìè ξ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ λ(P ) < δ, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |σ(f, (P, ξ))− I | < ǫ, íåçàâèñèìî îò âûáîðà îòìå÷åííûõ òî÷åê ξ.

Åñëè äëÿ �óíêöèè y = f(x) íà îòðåçêå [a, b] ñóùåñòâóåò èíòåãðàë, òî �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé íà ýòîì
îòðåçêå (ïî �èìàíó). Çàìå÷àíèå â ñêîáêàõ îçíà÷àåò, ÷òî áûâàþò ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà. Ñ íèìè ìîæíî

ïîçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â êíèãå [?℄. Êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ïî �èìàíó �óíêöèé íà îòðåçêå [a, b] áóäåì îáîçíà÷àòü

R[a, b].

Çàìå÷àíèå 43. Â îáîçíà÷åíèè èíòåãðàëà èñïîëüçîâàíà áóêâà x, íàçûâàåìàÿ ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Âìåñòî ýòîé
áóêâû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé äðóãîé ñèìâîë, íàïðèìåð, íàïèñàòü

∫ b

a
f(r) dr èëè

∫ b

a
f(∗) d∗. Îò ýòîãî èíòåãðàë

íå èçìåíèòñÿ.

Ï ð è ì å ð 5.6.1. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) ≡ C ≡ Const. Òîãäà äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ξk âûïîëíåíî f(ξk) = C,
ñëåäîâàòåëüíî

n∑

k=1

f(ξk)∆xk =

n∑

k=1

C ·∆xk = C

n−1∑

i=0

∆xk = C · (b− a).

Îòêóäà

∫ b

a
C dx = C · (b− a).

Îïðåäåëåíèå 5.6.8. Îïðåäåëèì

∫ b

a
f(x) dx â ñëó÷àå b < a ðàâåíñòâîì

∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî âïîëíå åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå. Â èíòåãðàëüíîé ñóììå, â ñëó÷àå b < a, âñå ∆xk = xk − xk−1, k =
1, . . . n ïðîñòî ñìåíÿò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Êðîìå òîãî, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî

∫ a

a
f(x) dx = 0.

Òåîðåìà 5.6.1 (Êðèòåðèé Êîøè). Ôóíêöèÿ f ∈ R[a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ǫ > 0 ∃δǫ > 0 ∀(P ′, ξ′), (P ′′, ξ′′) : λ(P ′) < δ, λ(P ′′) < δ |σ(f, (P ′, ξ′))− σ(f, (P ′′, ξ′′))| < ǫ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïåðåïèñàòü êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà �óíêöèè σ(f, (P, ξ)) ïî áàçå
B.

Òåîðåìà 5.6.2 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè).

f ∈ R[a, b] ⇒ f - îãðàíè÷åíà íà [a, b]

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ R[a, b], íî f íå îãðàíè÷åíà íà [a, b]. Çàïèøåì îòðèöàíèå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî

�óíêöèÿ íå èíòåãðèðóåìà, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Êîøè

∃ǫ > 0∀δ > 0 : ∃(P ′, ξ′), (P ′′, ξ′′) : λ(P ′) < δ, λ(P ′′) < δ =⇒ |σ(f, (P ′, ξ′))− σ(f, (P ′′, ξ′′))| > ǫ.

Ïóñòü ǫ = 1, çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå δ > 0, âûáåðåì ðàçáèåíèå (P ′, ξ′) òàê, ÷òî λ(P ′) < δ, à ðàçáèåíèå ξ′ �
ïðîèçâîëüíîå. Â ñèëó íåîãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè f íà îòðåçêå [a, b] íàéä¼òñÿ îòðåçîê ðàçáèåíèÿ [xk−1, xk] íà êîòîðîì
�óíêöèÿ f(x) íåîãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî íàéä¼òñÿ ξ∗k òàêàÿ, ÷òî |f(ξ∗k)| - ñêîëü óãîäíî áîëüøîå çíà÷åíèå. Íàïðèìåð,
ñïðàâåäëèâî

|f(ξ∗k)| >
10

xk − xk−1
+ |f(ξ′k)|.

Îïðåäåëèì (P ′′, ξ′′). �àçáèåíèå îñòàâèì òî æå ñàìîå, îòìå÷åííûå òî÷êè ξ′′ âûáåðåì òàê æå, êàê è ðàíåå, êðîìå k-îé:
ξ′′ = (ξ′1, . . . , ξ

′
k−1, ξ

∗
k, ξ

′
k+1, . . . , ξ

′
n).

|σ(f, (P ′, ξ′))− σ(f, (P ′′, ξ′′))| = |(f(ξ′k)− f(ξ∗k))(xk − xk−1)| > (|f(ξ∗k)| − |f(ξ′k)|)|∆xk| > 10 > 1.

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî �óíêöèÿ f 6∈ R[a, b].
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Ï ð è ì å ð 5.6.2. �àññìîòðèì �óíêöèþ Äèðèõëå

D(x) =

{
1, x - ðàöèîíàëüíîå,

0, x - èððàöèîíàëüíîå.

Ïîêàæåì, ÷òî äàííàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, íî íå èíòåãðèðóåìîé ïî �èìàíó íà ëþáîì îòðåçêå [a, b] äåé-
ñòâèòåëüíîé ïðÿìîé. Ò.å. D(x) 6∈ R[a, b].

Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì îòìå÷åííûå òî÷êè ðàçáèåíèÿ ξ′ ðàöèîíàëüíûìè, à çàòåì ξ′′ èððàöèîíàëüíûìè. Òîãäà
ïîëó÷èì

|σ(f, (P, ξ′))− σ(f, (P, ξ′′))| = b− a > 0

Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åííîñòü íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì.

Òåîðåìà 5.6.3 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè).

lim
λ(P )→0

n∑

k=1

ω(f,∆xk)|∆xk| = 0 ⇒ f ∈ R[a, b]

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïîñêîëüêó limλ(P )→0

∑n
k=1 ω(f,∆xk)|∆xk| = 0, òî ñóùåñòâóåò

òàêîå δ = δε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ P îòðåçêà [a; b]: λ(P ) < δ âûïîëíåíî

n∑

k=1

ω(f,∆xk)|∆xk| < ǫ/2.

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå (P, ξ) ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, (P̃ , ξ̃) � ïðîäîëæåíèå äàííîãî ðàçáèåíèÿ.

|σ(f, (P, ξ))− σ(f, (P̃ , ξ̃))| = |
n∑

l=1

f(ξl)|∆xl| −
n∑

l=1

(

kl∑

j=1

f(ξ̃lj )|∆xlj |)| =

= |
n∑

l=1

(

kl∑

j=1

(f(ξl)− f(ξ̃lj )))|∆xlj || 6
n∑

l=1

kl∑

j=1

|f(ξl)− f(ξ̃lj )||∆xlj | 6

6

n∑

l=1

ω(f,∆xl)

kl∑

j=1

|∆xlj | =
n∑

l=1

ω(f,∆xl)|∆xl| < ǫ

2

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå (P ′, ξ′) è (P ′′, ξ′′) òàêèå, ÷òî λ(P ′) < δǫ, λ(P
′′) < δǫ. Ïîñòðîèì ïðîäîëæåíèå

îáîèõ ðàçáèåíèé P̃ = P ′ ∪ P ′′
(âêëþ÷åíèåì âñåõ òî÷åê ðàçáèåíèé P ′

, P ′′
â ðàçáèåíèå P̃ ). Òîãäà λ(P̃ ) < δǫ, ξ̃ � ëþáûå

îòìå÷åííûå òî÷êè èç P̃ . Òîãäà ñïðàâåäëèâî

|σ(f, (P ′, ξ′))− σ(f, (P̃ , ξ̃))| < ǫ

2
,

|σ(f, (P ′′, ξ′′))− σ(f, (P̃ , ξ̃))| < ǫ

2
.

Îòêóäà

|σ(f, (P ′, ξ′))− σ(f, (P ′′, ξ′′))| < ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ.

Ñëåäñòâèå 5.6.1. Ïóñòü f ∈ C[a, b]. Òîãäà f ∈ R[a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 5.6.3 âûòåêàåò, ÷òî èç óñëîâèÿ

∀ǫ > 0∃δǫ > 0 : ∀(P, ξ) : λ(P ) < δ

n∑

k=1

ω(f,∆xk)|∆xk| < ǫ

âûòåêàåò èíòåãðèðóåìîñòü. Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óñëîâèÿ. Åñëè f ∈ C[a, b], òî ïî òåîðåìå Êàíòîðà

�óíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ǫ > 0, ∃δǫ > 0
òàêîå, ÷òî ω(f,∆xk) <

ǫ
b−a

äëÿ ëþáîãî |∆xk| < δǫ, ãäå ∆xk ⊆ [a; b]. Îòêóäà

n∑

k=1

ω(f,∆xk)|∆xk| 6
n∑

k=1

ǫ

b− a
|∆xk| = ǫ
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Ñëåäñòâèå 5.6.2. Ïóñòü f(x) � ìîíîòîííàÿ íà [a, b]. Òîãäà f ∈ R[a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè �óíêöèÿ f(x) � ìîíîòîííàÿ íà [a, b], òî îíà îãðàíè÷åíà |f(x)| 6 max{|f(a)|, 1, |f(b)|} = C.
Ïîëîæèì δǫ =

ǫ
2C
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè (P, ξ) òàêîãî, ÷òî λ(P ) < δ ñïðàâåäëèâî

n∑

k=1

ω(f,∆xk)|∆xk| =
n∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)||∆xk| 6

6 δ|
n∑

k=1

(f(xk)− f(xk−1))| = δ|f(b)− f(a)| 6 2Cδ 6 ǫ.

Ï ð è ì å ð 5.6.3. Âûÿñíèòå, áóäåò ëè �óíêöèè, îïðåäåë¼ííûå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, èíòåãðèðóåìû íà ñîîòâåò-

ñòâóþùåì îòðåçêå

f(x) = [x], ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [−2; 4]?

g(x) =

{

x sin 1
x
, x 6= 0,

0, x = 0
èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [0; 1]?

0

x

y

0 2 3 4

1

1

2

3

g( )x

O

y=x

y=-x

x

y

�èñ. 5.4: �ðà�èê �óíêöèè [x] �èñ. 5.5: �ðà�èê �óíêöèè x sin(1/x)

Èç ñëåäñòâèÿ 5.6.2 âûòåêàåò, ÷òî ëþáàÿ ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b] ÿâëÿåòñÿ íà í¼ì èíòåãðèðóåìîé.

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f(x) = [x] � ìîíîòîííà (�óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íå óáûâàþùåé è ïðè ýòîì èìååò

òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà â òî÷êàõ −1, 0, 1, 2, 3, 4), òî îíà èíòåãðèðóåìà íà [−2; 4]. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì

�óíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà [−2; 4].

Ôóíêöèÿ g(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [0; 1] (äîêàæèòå ýòî!), à ñëåäîâàòåëüíî èíòåãðèðóåìîé íà í¼ì, íî

ïðè ýòîì äàííàÿ �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íè â îäíîé îêðåñòíîñòè âèäà [0, δ].

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äâà ñëåäñòâèÿ 5.6.1 è 5.6.2 �îðìàëüíî ìåæäó ñîáîé íå ñâÿçàíû.

Ëåììà 20. Ïóñòü K � êîìïàêò (íàïðèìåð, K = [a, b]).

∀x ∈ K : ω(f, x) 6 ω0 ⇒ ∀ǫ > 0 ∃δǫ > 0 ∀x ∈ K : ω(f,Uδ(x)) 6 ω0 + ǫ

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ω0 = 0 - òåîðåìà Êàíòîðà. Åñëè ω0 > 0, òî äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
Êàíòîðà.

Îïðåäåëåíèå 5.6.9 (Ìíîæåñòâî Ëåáåãîâîé ìåðû ½0�). Ìíîæåñòâî A ⊂ R1
, íàçîâ¼ì ìíîæåñòâîì Ëåáåãîâîé ìåðû

íóëü è áóäåì ïèñàòü µ(A) = 0, åñëè äëÿ ëþáîãî ǫ > 0 ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûé íàáîð {Ik}+∞
k=1 (íàáîð ìîæåò

áûòü è êîíå÷íûì), ãäå Ik � îòêðûòûå èíòåðâàëû, òàêîé ,÷òî

a)A ⊂
+∞⋃

k=1

Ik b)

+∞∑

k=1

|Ik| 6 ǫ.

Ï ð è ì å ð 5.6.4. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê, ò.å. ïîëîæèì A = {xk}nk=1. Òîãäà

åñëè âçÿòü èíòåðâàëû Ik òàêèå, ÷òî xk ∈ Ik è ïðè ýòîì äëèíà êàæäîãî èíòåðâàëà áûëà áû ðàâíà

ǫ
2n
, ò.å. µ(Ik) =

ǫ
n
.

Òîãäà ñóììà äëèí âñåõ èíòåðâàëîâ Ik äëÿ k = 1, . . . , n áóäåò ðàâíà ε/2 (ñì. ðèñ. 5.6). Íàìè äîêàçàíî, ÷òî A �

ìíîæåñòâî ìåðû íóëü è µ(A) = 0.
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x

x1

( )

I1

= /2² n

x2

( )

I2

= /2² n

xn

( )

In

= /2² n

�èñ. 5.6:

x

x1

( )

I1

= /2²

x2

( )

I2

= /2²
2

xn

( )

In

= /2²
n

�èñ. 5.7:

Ï ð è ì å ð 5.6.5. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç ñ÷¼òíîãî íàáîðà òî÷åê, ò.å. ïîëîæèì B = {xk}+∞
k=1 ⊆ R. Òîãäà

åñëè âçÿòü èíòåðâàëû Ik òàêèå, ÷òî xk ∈ Ik è ïðè ýòîì äëèíà êàæäîãî èíòåðâàëà áûëà áû ðàâíà

ǫ
2k
, ò.å. µ(Ik) =

ǫ
2k
,

k = 1, 2, . . . (ñì. ðèñ. 5.7). Òîãäà

• Ïî ïîñòðîåíèþ èíòåðâàëîâ Ik áóäåò âûïîëíåíî, ÷òî B ⊂ ⋃+∞
k=1 Ik.

• Ñóììà äëèí âñåõ èíòåðâàëîâ Ik äëÿ k = 1, 2, . . . áóäåò ðàâíà

+∞∑

k=1

|Ik| =
+∞∑

k=1

ǫ

2k
= ǫ.

Íàìè äîêàçàíî, ÷òî B � ìíîæåñòâî ìåðû íóëü è µ(B) = 0.

Ï ð è ì å ð 5.6.6. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî C ⊂ [0, 1] â ðàçëîæåíèè êîòîðîãî â òðîè÷íîé çàïèñè íå ñîäåðæèòñÿ öè�ð
1. Êàê íàì èçâåñòíî, ìíîæåñòâî C � íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì. Ïîêàæåì, ÷òî òåì íå ìåíåå, äàííîå ìíîæåñòâî èìååò

íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà.

µ(C) = 1− 1

3
− 2

9
− 1

3

(
2

3

)2

− · · · = 1− 1

3

(

1 +
2

3
+

(
2

3

)2

+ . . .

)

= 1− 1

3

(
1

1− 2
3

)

= 0.

Îïðåäåëåíèå 5.6.10. f - íåïðåðûâíà ïî÷òè âñþäó íà A, åñëè f ∈ C(A \B), ãäå µ(B) = 0

Ñëåäñòâèå 5.6.3. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) � íåïðåðûâíà ïî÷òè âñþäó íà [a, b] è îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå. Òîãäà

f ∈ R[a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè íà îòðåçêå [a, b] âûòåêàåò ω(f, [a, b]) = supx1,x2∈[a;b] |f(x1)−f(x2)| 6 C.
Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ǫ > 0. Ïîëîæèì

Eǫ =

{

x ∈ [a, b] : ω(f, x) >
ǫ

4(b − a)

}

.

Ìíîæåñòâî Eǫ � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â [a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî êîìïàêò. Ïîñêîëüêó Eǫ � ïîäìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà,

òî µ(Eǫ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóþò èíòåðâàëû (îòêðûòûå ìíîæåñòâà) I1, I2, . . . , In, . . . òàêèå, ÷òî Eǫ ⊆
⋃∞

k=1 Ik
è

∑+∞
k=1 |Ik| < ǫ

6C
. Ïî êðèòåðèþ êîìïàêòíîñòè âûäåëèì êîíå÷íîå ïîêðûòèå I1, . . . , In ìíîæåñòâà Eǫ, ò.å. Eǫ ⊆

⋃n
k=1 Ik.

Èòîã: Eǫ ⊆
n⋃

k=1

Ik,
n∑

k=1

|Ik| 6 ǫ

6C
.

Ïîëîæèì I =
∑n

k=1 Ik. Òîãäà K = [a, b]\I � êîìïàêò. Ñëåäîâàòåëüíî ∀x ∈ K : ω(f, x) < ǫ
4(b−a)

ïî ëåììå 20 ñóùåñòâóåò

δ1 > 0, ÷òî ∀x ∈ K ω(f,Uδ1(x)) 6 ǫ
2(b−a)

. Ïîëîæèì δ2 = 1
2

min
k=1,...,n

{|Ik|}, δ = δǫ = min{δ1, δ2}. Îöåíèì ñëåäóþùóþ

ñóììó:

n∑

k=1

ω(f,∆xk)|∆xk| =
∑

k:∆xk∩I=∅
+

∑

k:∆xk∩I 6=∅
.
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Ïóñòü P ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a; b] ñ λ(P ) < δ. Òîãäà

∑

k:∆xk∩I=∅
6

ǫ

2(b− a)

∑

k:∆xk∩I=∅
|∆xk| 6

ǫ

2(b− a)

n∑

k=1

|∆xk| =
ǫ

2
.

Åñëè ∆xk∩Il 6= ∅, òî èç òàê âûáðàííûõ δ2 è δ âûòåêàåò, ÷òî ãîìîòåòè÷íîå ðàçäóòèå ìíîæåñòâà Il â òðè ðàçà ñ öåíòðîì
â ñåðåäèíå Il áóäåò ïîëíîñòüþ ñîäåðæàòü îòðåçîê ∆xk (ñì. ðèñóíîê 5.8). Ïîýòîìó

x

a x= 0 x1x2
xk 1- xk xn-1x bn=

( )(

<±/2

)

3 Il| |/2

Il

¢xk

| |/2Il

3Il

�èñ. 5.8:

∑

k:∆xk∩I 6=∅
6 C ·

∑

k:∆xk∩I 6=∅
6 C ·

n∑

k=1

3|Ik| = 3C · ǫ

6C
=
ǫ

2
.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ǫ > 0 ìû ïðåäúÿâèëè δǫ = δ > 0 òàêîå, ÷òî ∀(P, ξ)λ(P ) < δ âûïîëíåíî

|
n∑

k=1

ω(f,∆xk)|∆xk|| < ǫ.

5.7 Ñóììû Äàðáó

Îïðåäåëåíèå 5.7.1 (Ñóììû Äàðáó). Îïðåäåëèì âåðíþþ S(f, P ) è íèæíþþ s(f, P ) ñóììó Äàðáó, ïðè ïîìîùè ðà-

âåíñòâ

S(f, P ) =
n∑

k=1

Mk∆xk, Mk = sup
x∈∆xk

f(x),

s(f, P ) =

n∑

k=1

mk∆xk, mk = inf
x∈∆xk

f(x).

O

x

y

f x( )

a x= 0 x1x2
xixi+1 xn-1x bn= O

x

y

f x( )

a x= 0 x1x2
xixi+1 xn-1x bn=

�èñ. 5.9: Íèæíÿÿ ñóììà Äàðáó �èñ. 5.10: Âåðõíÿÿ ñóììà Äàðáó

Èç îïðåäåëåíèÿ ëåãêî âûòåêàþò íåðàâåíñòâà:

s(f, P ) 6 σ(f, (P, ξ)) 6 S(f, P )
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Ë å ì ì à

s(f, P ) = inf
ξ
σ(f, (P, ξ))

S(f, P ) = sup
ξ
σ(f, (P, ξ))

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ǫ > 0. Èç îïðåäåëåíèå òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè íà k-òîì îòðåçêå âûïîë-

íÿåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ξ∗k ∈ [xk−1, xk] òàêàÿ, ÷òî f(ξ
∗
k) > Mk − ǫ

b−a
. Îòêóäà

S(f, P ) > σ(f, (P, ξ∗)) =
n∑

k=1

f(ξ∗k)∆xk >

n∑

k=1

Mk∆xk − ǫ = S(f, P )− ǫ.

Àíàëîãè÷íî

s(f, P ) 6 σ(f, (P, ξ∗∗)) =
n∑

k=1

f(ξ∗∗k )∆xk 6

n∑

k=1

mk∆xk + ǫ = s(f, P ) + ǫ.

Îïðåäåëåíèå 5.7.2. Ââåä¼ì ïîíÿòèå íèæíåãî (I) è âåðõíåãî (I) èíòåãðàëà Äàðáó:

I = lim
λ(P )→0

s(f, P ),

I = lim
λ(P )→0

S(f, P ),

â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ è êîíå÷íîñòè ïðåäåëîâ.

Òåîðåìà 5.7.1 (Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè â òåðìèíàõ ñóìì Äàðáó). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) � âåùåñòâåííà è îãðà-

íè÷åíà íà [a, b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

f ∈ R[a, b] ⇔ I = I,

ïðè÷¼ì îáùåå çíà÷åíèå I = I = I ñîâïàäàåò ñ

∫ b

a
f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒). Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ǫ > 0. Òîãäà èç ïðåäûäóùåé ëåììû âûòåêàåò

−ǫ+ σ(f, (P, ξ∗∗)) 6 s(f, P ) 6 σ(f, (P, ξ))
λ(P ) → 0 ↓ ↓

−ǫ+ I I

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì I = I = I.

(⇐) Äîêàæåì â îáðàòíóþ ñòîðîíó.

s(f, P ) 6 σ(f, (P, ξ)) 6 S(f, P )
λ(P ) → 0 ↓ ↓

I I

Íî, ïîñêîëüêó I = I, òî ïî òåîðåìå î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüñòè âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíè èíòåãðàëà è ðàâåíñòâî

I = I = I.

Ï ð è ì å ð 5.7.1. �àññìîòðèì �óíêöèþ (ñì. ðèñ. 5.7.1)

f(x) =

{ (
3
2

)n
, x ∈

(
1
2n

; 1
2n−1

]

, n ∈ N,

0, x = 0.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà òàê, ÷òî ïëîùàäü ïîä êàæäîé "ñòóïåíüêîé" ðàâíà åäèíèöå, ïîýòîìó äëÿ

äàííîé �óíêöèè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

I [2−n;1] = I [2−n;1] =
n∑

k=1

(
3

4

)k

.

Ïîä îáîçíà÷åíèåì I [2−n;1] ìû ïîíèìàåì, ÷òî âåðõíèé èíòåãðàë Äàðáó ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îòðåçêå [2−n; 1]. Òàêæå ëåãêî

ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî I [0;1] = I [0;1] =
∑+∞

k=1

(
3
4

)k
= 3, íî ïðè ýòîì f(x) 6∈ R[a, b]. Äàííûé ïðèìåð íå ïðîòèâîðå÷èò

òåîðåìå Äàðáó, ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f(x) íå îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [0; 1].
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x

y

0
3/2

(3/2)
3

12
-2

(3/2)
4

2
-1

2
-3

(3/2)
2

�èñ. 5.11:

5.8 Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè è êðèòåðèé Ëåáåãà

Òåîðåìà 5.8.1 (Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) � îïðåäåëåíà è âåùåñòâåííà íà îòðåçêå [a, b].
Òîãäà

f ∈ R[a, b] ⇐⇒ lim
λ(P )→0

n∑

k=1

ω(f,∆xk)|∆xk| = 0

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) Â îäíó ñòîðîíó óæå íàìè äîêàçàíî.

(⇒) Ïîñêîëüêó ω(f,∆xk) =Mk −mk, òî

∑

ω(f,∆xk)|∆xk| = S(f, P )− s(f, p) → 0 λ(P ) → 0.

Òåîðåìà 5.8.2 (Êðèòåðèé Ëåáåãà).

f ∈ R([a, b]) ⇔
(
f - îãðàíè÷åíà íà [a, b],
f - íåïðåðûâíà ïî÷òè âñþäó íà [a, b].

)

Äîêàçàòåëüñòâî.

⇐ (áûëî)

⇒ (îãð áûëî)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà E íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû 0. Ïîëîæèì

En =

{

x ∈ [a, b] : ω(f, x) >
1

n

}

.

Òîãäà E = ∪+∞
n=1En è ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûé íîìåð N òàêîé, ÷òî EN � íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû 0, ò.å.

ñóùåñòâóåò ǫ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîêðûòèÿ {Ik}∞k=1 òàêîãî, ÷òî EN ⊆ ⋃∞
k=1 Ik âûïîëíåíî

∑+∞
k=1 |Ik| > ǫ. Ïóñòü P �

ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Ïîëîæèì

A =

{

∆xk : ∆xk ∩EN 6= 0 ëèáî ω(f,∆xk) >
1

2N

}

.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî EN ⊆ A. Äåéñòâèòåëüíî, ëèáî êàæäàÿ òî÷êà EN ëåæèò âíóòðè ∆xk, è òîãäà ∆xk ∈ A, ëèáî íà

ãðàíèöå ïðîìåæóòêîâ ðàçáèåíèÿ ∆xk, íî òîãäà â ñèëó íåðàâåíòñâà òðåóãîëüíèêà õîòÿ áû íà îäíîì èç ïðîìåæóòêîâ

êîëåáàíèå �óíêöèè íå ìåíåå 1/(2N), è äàííûé ïðîìåæóòîê âîéä¼ò â ñèñòåìó A. Îïðåäåëèì

B = {âñå îñòàâøèåñÿ ∆xk} .
Ïîñòðîèì äâà íàáîðà îòìå÷åííûõ òî÷åê ξ∗ = (ξ∗1 , . . . , ξ

∗
n), ξ

∗∗ = (ξ∗∗1 , . . . , ξ∗∗n ):

íà A âûáåðåì ξ∗k, ξ
∗∗
k ∈ ∆xk : òàêèå, ÷òî |f(ξ∗k)− f(ξ∗∗k )| > 1

3N
,

íà B âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ξ∗k = ξ∗∗k ∈ ∆xk.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî:

|σ(f, (P, ξ∗))− σ(f, (P, ξ∗∗))| >
∑

K:∆x èç A

|f(ξ∗)− f(ξ∗∗)|∆xk >
1

3N
·

∑

K:∆x èç A

∆xk >
ǫ

3N
.

Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèÿ f(x) íå èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a; b], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
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Ñëåäñòâèå 5.8.1. Ïðîñòðàíñòâî R([a, b]).
Åñëè f, g ∈ R[a, b], òî

1. f + g ∈ R[a, b].

2. f · g ∈ R[a, b].

3. αf ∈ R[a, b], äëÿ ëþáîé α ∈ R.

4. h ∈ C[c, d] è E[c,d](h) ⊆ [a, b] ⇒ f ◦ h ∈ R[c, d].

Ï ð è ì å ð û 5.8.1. 1. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå D(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x ∈ R \ Q, � ðàçðûâíà âñþäó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðè-

òåðèþ Ëåáåãà D(x) 6∈ R[0, 1].

2. Ôóíêöèÿ �èìàíà R(x) =

{
1
n
, x = m

n
∈ Q, (m,n) = 1,

0, x ∈ R \ Q, � íåïðåðûâíà âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ, à â

ðàöèîíàëüíûõ ðàçðûâíà è âñþäó îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî, R(x) ∈ R[0, 1].

3. Ïîëîæèì f = sign x, g = R(x). Òîãäà f, g ∈ R[0, 1], íî ïðè ýòîì f ◦g 6∈ R[0, 1], òàê êàê f ◦g = D(x). Ñëåäîâàòåëüíî
êîìïîçèöèÿ èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé íå îáÿçàíà áûòü èíòåãðèðóåìîé �óíêöèåé.

5.9 Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

Ëåììà 21.

1) f ∈ R[a, b] ⇒ Φ(x) =

x∫

a

f(t)dt ∈ C[a, b].

2) f ∈ C[a, b] ⇒ Φ(x) ∈ C1[a, b],Φ′(x) = f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííàÿ ëåììà óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ãëàäêîñòü �óíêöèè óâåëè÷èâàåòñÿ.

1. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå:

|Φ(x + h) −Φ(x)| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x+h∫

a

−
x∫

a

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x+h∫

x

f(t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6 C

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x+h∫

x

dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= C · h, h→ 0.

2. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïîêàæåì ñíà÷àëî, ÷òî

Φ(x+ h)− Φ(x)

h
=

x+h∫

x

f(t)dt

h
=

x+h∫

x

f(x) + α(x, h)dt

h
= f(x) + α(x, h),

ãäå α(x, h) = o(1), h → 0. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè Φ(x). Ïåðåéä¼ì ê

ïðåäåëó ïðè h→ 0, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî Φ′(x) = f(x). Íî, ïîñêîëüêó f ∈ C[a, b], òî Φ(x) ∈ C1[a, b].

Òåîðåìà 5.9.1 (Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà). Ïóñòü f ∈ C[a, b], òîãäà

b∫

a

f(t)dt = F(b) −F(a),

ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì �óíêöèþ Φ(x) =
x∫

a

f(t) dt òîãäà ïî äàêàçàííîìó âûøå, ñïðàâåäëèâî Φ ∈ C1(a, b) è

Φ′(x) = f(x). Îòêóäà
b∫

a

f(t) dt = Φ(b) = Φ(b)− Φ(a).

Ïóñòü F(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ, òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C = Const, òàêàÿ, ÷òî F = Φ(x) +C. Ñëåäî-
âàòåëüíî F(b)− F(a) = Φ(b)− Φ(a).
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5.9.1 Îáîáùåíèå �îðìóëû Íüþòîíà Ëåéáíèöà. Ëåñòíèöà Êàíòîðà.

Îïðåäåëåíèå 5.9.1. Ïðîñòðàíñòâî PC[a, b] êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèé. Ò.å. �óíêöèé

ó êîòîðûõ ìîãóò èìåòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà, ïðè÷¼ì òîëüêî ëèøü ïåðâîãî ðîäà.

O x

y

y f x= ( )

x a0= b x= 5x1 x2 x4x3

�èñ. 5.12: Ïðèìåð êóñî÷íî íåïðåðûâíîé �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 5.9.2. Ïðîñòðàíñòâî PC1[a, b] êóñî÷íî íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé íà îòðåçêå [a, b]
�óíêöèé. Ò.å. ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ íàéä¼òñÿ êîíå÷íîå ðàçáèåíèå îòðåçêà

[a, b]: a = x0 < x1 < · · · < xn = b òàêîå, ÷òî f ∈ C1[xk−1, xk] äëÿ âñåõ k = 1 . . . , n.

O x

y

y f x= ( )

x a0= b x= 5x1 x2 x4x3

�èñ. 5.13: Ïðèìåð êóñî÷íî íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè.

Òåîðåìà 5.9.2 (Îáîáùåíèå �îðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà). Äëÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé íà [a, b] �óíê-
öèè F èìååò ìåñòî

b∫

a

F ′(t)dt = F (b)− F (a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a = x0 < x1 < · · · < xn = b, ãäå x1, . . . , xn−1 � òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà �óíêöèè F ′
.

Ïðîèçâîäíàÿ F ′(x) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà íà êàæäîì èíòåðâàëå (xk−1, xk), k = 1, . . . , n. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò
ïðåäåëû F ′(xk−1 +0), F ′(xk − 0), êîòîðûå ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ïðàâîé è ëåâîé ïðîèçâîäíîé îò F â òî÷êàõ x = xk−1

è x = xk−1. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâî

xk∫

xk−1

F ′(t) dt = F (xk − 0) − F (xk−1 + 0).

Òîãäà èç èíòåãðèðóåìîñòè F ′
íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [xk−1, xk] ñëåäóåò åå èíòåãðèðóåìîñòü íà [a, b] è ðàâåíñòâî

b∫

a

F ′(t) dt =
n∑

k=1

xk∫

xk−1

F ′(t) dt =
n∑

k=1

F (xk − 0)− F (xk−1 + 0) = F (b)− F (a).

Çàìå÷àíèå 44. Ôóíêöèÿ F ′
íå îïðåäåëåíà â òî÷êàõ x1, . . . , xn−1 ∈ [a, b], íî íå ñìîòðÿ íà ýòî �óíêöèÿ F ′(x) èíòåãðè-

ðóåìà íà [a, b].
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Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé òåîðåìîé àíàëèçà, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæ-

äó íåîïðåäåë¼ííûì è îïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: âîçìîæíî ëè ðàñøèðèòü ðàâåíñòâî

b∫

a

f(t)dt = F(b)−F(a) íà êëàññ âñåõ èíòåãðèðóåìûõ íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèé f(x). Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà,

ìû ìîãëè áû ââîäèòü ïîíÿòèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà, èñïîëüçóÿ íåîïðåäåë¼ííûé.

Ï ð è ì å ð 5.9.1. Ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî

b∫

a

F ′(t)dt = F (b)−F (a) íåâîçìîæíî äëÿ âñåõ �óíêöèé äè��åðåíöèðóåìûõ

ïî÷òè âñþäó �óíêöèé F (x) òàêèõ, ÷òî F ′(x) ∈ R[a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì �óíêöèþ C(x), ðàâíóþ 1/2 íà [1/3; 2/3], 1/4 íà [1/32; 2/32], 3/4 íà [7/32 ; 8/32], 1/8 íà

[1/33; 2/33], 3/8 íà [7/33; 8/33], 5/8 íà [19/33 ; 20/33], 7/8 íà [25/33; 26/33 ] è òàê äàëåå. Ò.å. ìû ïîëàãàåì

0 x11/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9
//////////////// /////////////// /// /////////////// /////

A11

//////////////// //

A21

//////////////// //

A22

////// ////// ////// //////

A31 A32 A33 A34

�èñ. 5.14: Ëåñòíèöà Êàíòîðà

C(x) =
2k − 1

2n
, x ∈ An,k n, k ∈ N, k = 0, 1, . . . , 2n−1.

O

x

y

1

1

�èñ. 5.15: Ëåñòíèöà Êàíòîðà

Ôóíêöèþ C(x) ìîæíî äîîïðåäåëèòü íà ìíîæåñòâå [0; 1] äî íåïðåðûâíîñòè, ò.ê. C(x) ìîíîòîííî íå óáûâàåò è

ìíîæåñòâî å¼ çíà÷åíèé âñþäó ïëîòíî íà îòðåçêå [0; 1].
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Îïðåäåëåíèå 5.9.3. Êàíòîðîâà ëåñòíèöà K(x) � �óíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ äîîïðåäåëåíèåì äî íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè

C(x).

Ôóíêöèÿ K(x) � ìîíîòîííà è äè��åðåíöèðóåìà ïî÷òè âñþäó, ïðè÷¼ì K′(x) = 0 ïî÷òè âñþäó. Äëÿ ñïðàâåäëèâî

K(x)

0 =

1∫

0

K′(t)dt 6= K(1)−K(0) = 1.

Çàìå÷àíèå 45. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, åñëè èíòåãðàë ïîíèìàòü êàê â ñìûñëå Ëåáåãà, òàê è â ñìûñëå �è-

ìàíà, ïîñêîëüêó íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå èç ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà ïî �èìàíó âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëó

ïî Ëåáåãó è èõ ðàâåíñòâî.

5.9.2 Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â èíòåãðàëüíîì âèäå.

Òåîðåìà 5.9.3 (Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â îïðåäåë¼ííîì èíòåãðàëå.). Äëÿ f, g ∈ C1[a, b] ñïðàâåäëèâî

b∫

a

f · g′ dx = fg|ba −
b∫

a

f ′g dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (f · g)′ = f ′g + fg′. Ïðîèíòåãðèðóåì åãî íà îòðåçêå [a, b] è âîñïîëüçóåìñÿ

�îðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà:

fg|ba =

b∫

a

f ′gdx+

b∫

a

fg′dx.

Òåîðåìà 5.9.4 (Çàìåíà ïåðåìåííîãî â îïðåäåë¼ííîì èíòåãðàëå.). Ïóñòü ϕ ∈ C1[α, β], f ∈ C[a, b], ïðè÷¼ì ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé �óíêöèè ϕ íà îòðåçêå [α, β] ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [a, b] è ϕ(α) = a, ϕ(β) = b. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F(x)� ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèè f(x) íà [a, b]. Òîãäà, ïî òåîðåìå î äè��åðåíöèðîâàíèè êîìïî-
çèöèè �óíêöèé, �óíêöèÿ F(ϕ(t)) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ �óíêöèè f(ϕ(t))ϕ′(t). Ïî �îðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà

∫ b

a

f(x) dx = F(b) −F(a) è

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F(ϕ(β))− F(ϕ(α)).

Íî, ïî óñëîâèþ, ϕ(α) = a è ϕ(β) = b.

Òåîðåìà 5.9.5 (ðÿä Òåéëîðà ñ îòàòêîì â èíòåãðàëüíîì âèäå). Ïóñòü �óíêöèÿ f ∈ Cn(ϑ(x0)). Äëÿ x ∈ ϑ(x0) ñïðà-
âåäëèâî

f(x)− f(x0) =

n−1∑

k=1

f (k)(x0)(x− x0)
k

k!
+

1

(n− 1)!

x∫

x0

(x− t)n−1f (n)(t)dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì.

f(x)− f(x0) =

x∫

x0

f ′(t) dt = −
x∫

x0

f ′(t)d(x− t) = f ′(x0)(x− x0) +

x∫

x0

f ′′(t)(x− t) dt =

= f ′(x0)(x− x0)−
x∫

x0

f ′′(t) d

(
(x− t)2

2

)

= f ′(x0)(x− x0) + f ′′(x0)
(x− x0)

2

2
+

1

2!

x∫

x0

f ′′′(t)(x− t)2 dt =

= · · · =
n−1∑

k=1

f (k)(x0)(x− x0)
k

k!
+

1

(n− 1)!

x∫

x0

(x− t)n−1f (n)(t) dt.
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5.10 Êâàäðàòóðíûå �îðìóëû

5.10.1 Îöåíêè è àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà íåêîòîðûõ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë

Ïóñòü n ∈ N, a 6 b. Ïîëîæèì

h = hn(a, b) =
b− a

n
.

Òåîðåìà 5.10.1. Ïóñòü f ∈ Var[a; b]. Ïîëîæèì

∆n(f) =

∫ b

a

f(x) dx− b− a

n
·

n∑

k=1

f

(

a+ k · b− a

n

)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî

∣
∣
∣∆n(f)

∣
∣
∣ 6

Var[a;b] f

n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà

∆n(f) =
n∑

k=1

∫ a+kh

a+(k−1)h

{f(x)− f(a+ kh)} dx.

Òåîðåìà 5.10.2. Ïóñòü f ∈ C1[a; b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

∆n(f) =
b− a

2n
· (f(a)− f(b)) + o

(
1

n

)

, n→ +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà è îöåíêè

∆n(f) =

n∑

k=1

∫ a+kh

a+(k−1)h

{f(x)− f(a+ kh)} dx =

n∑

k=1

∫ a+kh

a+(k−1)h

(∫ x

a+kh

f ′(t) dt

)

dx,

m′
k · (x− a− kh) 6

∫ x

a+kh

f ′(ξk) dx 6M ′
k · (x− a− kh),

âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

−h
2

2

n∑

k=1

m′
k 6 ∆n(f) 6 −h

2

2

n∑

k=1

M ′
k.

Îñòà¼òñÿ âîñïîëüñïîçîâàòüñÿ èíòåãðèðóåìîñòüþ ïðîèçâîäíîé è ðàâåíñòâîì âåðõíåãî è íèæíåãî èíòåãðàëà Äàðáó, ò.å.

lim
n→+∞

n∑

k=1

m′
k · h = lim

n→+∞

n∑

k=1

M ′
k · h =

∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a).

Îêàçûâàåòñÿ åñëè ïèñàòü êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó âûáèðàÿ òî÷êè ξk â ñåðåäèíàõ îòðåçêîâ [(k − 1)h; kh], ìû ïîëó-

÷àåì àñèìïòîòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü íà ïîðÿäîê, îòíîñèòåëüíî h ìåíüøå. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

∆∗
n(f) =

∫ b

a

f(x) dx− b− a

n
·

n∑

k=1

f

(

a+ (2k − 1) · b− a

2n

)

.

Òåîðåìà 5.10.3. Ïóñòü f ∈ C2[a; b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

∆∗
n(f) =

(b− a)2

24n2
· (f ′(b)− f ′(a)) + o

(
1

n2

)

, n→ +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

ξ∗k = a+ (2k − 1) · b− a

2n
.

Òàêèì îáðàçîì ìû îïðåäåëèëè ξ∗k êàê ñåðåäèíû îòðåçêîâ [(k − 1)h; kh]. Íàïèøåì ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå

ξ∗k íà îòðåçêå [(k − 1)h; kh] ñ îñòàòêîì â �îðìå Ëàãðàíæà:

f(x)− f(ξ∗k) = (x− ξ∗k)f
′(ξ∗k) +

(x− ξ∗k)
2

2
f ′′(ck).
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ãäå ck íåêàÿ òî÷êà èç èíòåðâàëà ìåæäó òî÷êàìè x è ξ∗k. Ïðîèíòåãðèðîâàâ äàííîå ðàâåíñòâî ïî îòðåçêó [(k − 1)h; kh]

∫ a+kh

a+(k−1)h

{f(x)− f(ξ∗k)} dx =

∫ a+kh

a+(k−1)h

(x− ξ∗k)f
′(ξ∗k) dx+

∫ a+kh

a+(k−1)h

(x− ξ∗k)
2

2
f ′′(ck) dx =

=

∫ a+kh

a+(k−1)h

(x− ξ∗k)
2

2
f ′′(ck) dx =

(x− ξ∗k)
3

6

∣
∣
∣

a+kh

a+(k−1)h
f ′′(ck) =

2h3

23 · 6 f
′′(ck) =

h3

24
f ′′(ck).

Îñòà¼òñÿ ëèøü âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâàìè

h2

24

n∑

k=1

m′′
kh 6 ∆∗

n(f) =
n∑

k=1

∫ a+kh

a+(k−1)h

{f(x)− f(ξ∗k)} dx 6
h2

24

n∑

k=1

M ′′
k h,

è èíòåãðèðóåìîñòüþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé, òî÷íåå ðàâåíñòâîì âåðõíåãî è íèæíåãî èíòåãðàëà Äàðáó:

lim
n→+∞

n∑

k=1

m′′
k · h = lim

n→+∞

n∑

k=1

M ′′
k · h =

∫ b

a

f ′′(x) dx = f ′(b)− f ′(a).

5.10.2 Ôîðìóëà Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà

Ôîðìóëà Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå

Ëåììà 22. Ïóñòü f ∈ C1[0; 1]. Òîãäà

1

2
(f(1) + f(0)) =

∫ 1

0

f(x) dx+

∫ 1

0

f ′(x)B1(x) dx,

ãäå B1(x) = x− 1/2 � ìíîãî÷ëåí Áåðíóëëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

∫ 1

0

B1(x) df(x) =
1

2
(f(1) + f(0))−

∫ 1

0

f(x) dx.

Òåîðåìà 5.10.4. Ïóñòü f ∈ C1[n;N ]. Òîãäà

N∑

k=n

f(k) =
1

2
(f(n) + f(N)) +

∫ N

n

f(x) dx+

∫ N

n

f ′(x)B1({x}) dx,

ãäå B1(x) = x− 1/2 � ìíîãî÷ëåí Áåðíóëëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäûäóùåé ëåììîé íà îòðåçêå [0; 1] ê �óíêöèè f(x+ k):

1

2
(f(k) + f(k + 1)) =

∫ 1

0

f(x+ k) dx+

∫ 1

0

f ′(x+ k)B1(x) dx =

=

∫ k+1

k

f(x) dx+

∫ k+1

k

f ′(x)B1({x}) dx.

Òåïåðü ñëîæèì, ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k îò n äî N − 1.

Óïðàæíåíèå 4. Èñïîëüçóþ ïðåäûäóøóþ òåîðåìó äîêàæèòå íåðàâåíñòâà

1. Äëÿ f ∈ C1[n;N ] ñïðàâåäëèâî
∣
∣
∣

N∑

k=n

f(k) −
∫ N+1

n

f(x) dx
∣
∣
∣ 6

∫ N+1

n

|f ′(x)| dx,

2. Äëÿ α > 1 ñïðàâåäëèâî

0 6

+∞∑

k=n

1

kα
− 1

(α− 1)nα−1
6

1

nα
.

3. Äëÿ p > 1 ñïðàâåäëèâî
N∑

k=1

kp =
Np+1

p+ 1
+O(Np), N → +∞.
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×èñëà è ïîëèíîìû Áåðíóëëè

ßêîá Áåðíóëëè

1

íàøåë îáùóþ �îðìóëó äëÿ ñóìì ñòåïåíåé àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Òî÷íåå îí îòêðûë òàêóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë B0, B1, B2,. . . ,Bn,. . . ÷òî ïðè ëþáîì n ìíîãî÷ëåí

Bn(x) =
n∑

k=0

Ck
nBn−kx

k; (5.10.10)

íàçûâàåìûé ìíîãî÷ëåíîì Áåðíóëëè èìååò ðàçíîñòü

∆Bn(x) = nxn−1
(5.10.11)

(çäåñü ∆Bn(x) = Bn(x + 1) − Bn(x)) è ïîòîìó ìîæåò ñëóæèòü äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. À

èìåííî

1p + 2p + 3p + · · ·+mp =
Bp+1(m+ 1) −Bp+1(1)

p+ 1
. (5.10.12)

Ïåðâûå âîñåìíàäöàòü ÷èñåë Áåðíóëëè òàêîâû:

B0 = 1, B1 = −1

2
, B2 =

1

6
, B3 = 0, B4 = − 1

30
, B5 = 0,

B6 =
1

42
, B7 = 0, B8 = − 1

30
, B9 = 0, B10 =

5

66
, B11 = 0,

B12 = − 691

2730
, B13 = 0, B14 =

7

6
, B15 = 0, B16 = −7

47

510
, B17 = 0.

�àâåíñòâî (5.10.11) îïðåäåëÿåò ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû. Íî ïðîèçâîäíàÿ ìíî-

ãî÷ëåíà Áåðíóëëè óæå îïðåäåëÿåòñÿ ýòèì ðàâåíñòâîì îäíîçíà÷íî. Äè��åðåíöèðîâàíèå ðàâåíñòâà (5.10.11) äàåò

∆B′
m(x) = m(m− 1)xm−2 = ∆mBm−1(x).

Òàêèì îáðàçîì ñíÿòü íåîïðåäåëåííîñòü äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè ìîæíî ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà

B′
m(x) = mBm−1(x).

Òåïåðü m - å ÷èñëî Áåðíóëëè îïðåäåëèì êàê çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãî÷ëåíà Áåðíóëëè â íóëå Bm = Bm(0).

Îïðåäåëåíèå 5.10.1. Äëÿ íàòóðàëüíûõ m ∈ Z+ ïîëèíîìû Áåðíóëëè îïðåäåëèì, ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò, ðàâåí-

ñòâàìè

Bm(x+ 1)−Bm(x) = mxm−1, (5.10.13)

à ïîòîì îïðåäåëèì òî÷íî:

Bm(x) =
B′

m+1(x)

m+ 1
.

Ï ð è ì å ð 5.10.1. Ïóñòü m = 1. Òîãäà áóäåì èñêàòü ïîëèíîì B1(x) = ax+ b ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîý��èöè-

åíòîâ.

B1(x+ 1)−B1(x) = 1 ⇐⇒ (a(x+ 1) + b)− (ax+ b) = 1 ⇐⇒ a = 1. (5.10.14)

Òàêèì îáðàçîì B1(x) = x+ b.

Ïóñòü m = 2. Òîãäà áóäåì èñêàòü ïîëèíîì B2(x) = ax2 + bx+ c ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîý��èöèåíòîâ.

B2(x+ 1)−B2(x) = 2x ⇐⇒ (a(x+ 1)2 + b(x+ 1) + c)− (ax2 + bx+ c) = 2x⇐⇒

⇐⇒ x :
1 :

{

2a = 2,

a+ b = 0.
⇐⇒

{

a = 1,

b = −1.

Òàêèì îáðàçîì B2(x) = x2 − x+ c.

1

ßêîá Áåðíóëëè (27 äåêàáðÿ 1654, Áàçåëü, � 16 àâãóñòà 1705) øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê.
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Ïóñòü m = 3. Èùåì ïîëèíîì B3(x) = ax3 + bx2 + cx+ d ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîý��èöèåíòîâ.

B3(x+ 1) −B3(x) = 3x2 ⇐⇒ (a(x+ 1)3 + b(x+ 1)2 + c(x+ 1) + d)− (ax3 + bx2 + cx+ d) = 3x2 ⇐⇒

⇐⇒
x2 :
x :
1 :







3a = 3,

3a+ 2b = 0,

a+ b+ c = 0.

⇐⇒







a = 1,

b = −3/2,

c = 1/2.

Òàêèì îáðàçîì B3(x) = x3 − 3

2
x2 +

1

2
x+ d.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî ïîëó÷àåì:

B0(x) =
B′

1(x)

1
= 1,

B1(x) =
B′

2(x)

2
= x− 1

2
,

B2(x) =
B′

3(x)

3
= x2 − x+

1

6
.

Ïåðâûå øåñòü ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè òàêîâû:

O

x

B x2( )

B x3( )

1

y

0.2

-0.2

O

x

B x4( )

B x5( )

1

y

0.04

-0.04

�èñ. 5.16: Ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè B2(x), B3(x). �èñ. 5.17: Ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè B4(x), B5(x).

B0(x) = 1,

B1(x) = x− 1

2
,

B2(x) = x2 − x+
1

6
,

B3(x) = x3 − 3

2
x2 +

1

2
x,

B4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 1

30
,

B5(x) = x5 − 5

2
x4 +

5

3
x3 − 1

6
x,

B6(x) = x6 − 3x5 +
5

2
x4 − 1

2
x2 +

1

42
.

Ïðèìå÷àíèå. 1. Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî âûïèñàòü è ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè:

Bn(x) =
n∑

m=0

1

m+ 1

m∑

k=0

(−1)kCk
m(x+ k)n.

2. Òàêæå îäíèì èç âàæíûõ ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ó íèõ ñðåäíåå íà îòðåçêå [0; 1] ðàâíî
íóëþ:

∫ 1

0

Bn(x) dx = 0, n ∈ N.
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Ôîðìóëà Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà

Ëåììà 23. Äëÿ íàòóðàëüíîãî m è äëÿ f ∈ C1[n;N ] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫ N

n

f(x)Bm({x}) dx =
Bm+1 · (f(N) − f(n))

m+ 1
− 1

m+ 1

∫ N

n

f ′(x)Bm+1({x}) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ

Bm({x}) dx =
dBm+1({x})

m+ 1
,

Bm+1({k}) = Bm+1(0) = Bm+1.

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Òåîðåìà 5.10.5. Ïóñòü f ∈ Cm[n;N ]. Òîãäà

N∑

k=n

f(k) =
1

2
(f(n) + f(N)) +

∫ N

n

f(x) dx+

m−1∑

k=1

Bk+1

(k + 1)!

(

f (k)(N) − f (k)(n)
)

+
(−1)m+1

m!

∫ N

n

f (m)(x)Bm({x}) dx,

ãäå Bm � ìíîãî÷ëåí Áåðíóëëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Äëÿm = 1 �îðìóëà ñîâïàäàåò ñ äîêàçàííîé â òåîðåìå 5.10.4. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî �îðìóëà äîêàçàíà äëÿ m ∈ N. Äîêàæåì äëÿ m+ 1. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå ïðåîáðàçóåì îñòàòîê

(−1)m+1

m!

∫ N

n

f (m)(x)Bm({x}) dx =

(−1)m+1Bm+1

(m+ 1)!
· (f (m)(N)− f (m)(n)) +

(−1)m+2

(m+ 1)!

∫ N

n

f (m+1)(x)Bm+1({x}) dx.

Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî íå÷¼òíûå ÷èñëà Áåðíóëëè ðàâíû íóëþ, òî (−1)m+1Bm+1 = Bm+1 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

m.

5.10.3 Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà

Çàäà÷à. Íà îòðåçêå [a; b] çàäàíà �óíêöèÿ f(x) è ñèñòåìà òî÷åê a 6 x0 < x1 · · · < xn 6 b. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü

àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì P (x) ∈ Pn, ñòåïåíè íå âûøå ÷åì n òàêîé, ÷òî

f(xk) = P (xk), k = 0, . . . , n. (5.10.15)

Ââåä¼ì �óíäàìåíòàëüíûå ïîëèíîìû

lk,n(x) =
(x− x0) . . . (x− xk−1)(x− xk+1) . . . (x− xn)

(xk − x0) . . . (xk − xk−1)(xk − xk+1) . . . (xk − xn)
, k = 0, . . . , n.

Äàííûå ïîëèíîìû îáëàäàþò ñâîéñòâîì:

lk,n(xs) = δk,s =

{

1, k = s,

0, k 6= s.

Ïîëîæèì

P (x) =
n∑

k=0

f(xk)lk,n(x).

Òîãäà äàííûé ïîëèíîì óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì (5.10.15).

Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P (x) =

n∑

k=0

P (xk)lk,n(x),

äëÿ ëþáîãî P ∈ Pn. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p ∈ Pn ïîëîæèì P (x) =
∑n

k=1 p(xk)lk,n(x). Òîãäà ïîëèíîì Q(x) = P (x)− p(x)
èìååò ðîâíî n+1 ðàçëè÷íûõ íóëåé x0 < · · · < xn, íî òàêîå ìîæåò áûòü òîëüêî åñëè Q(x) ≡ 0, ò.å. P (x)− p(x) = 0 èëè
P (x) = p(x).

Òàêèì îáðàçîì ëþáîé ïîëèíîì èç Pn ìîæíî ðàçëîæèòü ïî lk,n, k = 0, . . . , n, ò.å. �óíäàìåíòàëüíûå ïîëèíîìû

lk,n(x), k = 0, . . . , n îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Pn.
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Ï ð è ì å ð 5.10.2. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = sinx
x

íà îòðåçêå [0; 10]. Ïóñòü n = 4 à ñåòêó âûáåðåì ðàâíîìåðíóþ,

ò.å. x0 = 0, x1 = 2.5, x2 = 5, x3 = 7.5, x4 = 10. Ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì ñ n = 4, íà îòðåçêå [0; 10] ñ
ðàâíîìåðíîé ñåòêîé.

l0,4(x) =
(x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)(x0 − x4)
=

(x− 2.5)(x− 5)(x− 7.5)(x − 10)

1875/2
;

l1,4(x) =
(x− x0)(x− x2)(x− x3)(x− x4)

(x1 − x0)(x1 − x2)(x1 − x3)(x1 − x4)
=
x(x− 5)(x− 7.5)(x− 10)

1875/8
;

l2,4(x) =
(x− x0)(x− x1)(x− x3)(x− x4)

(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3)(x2 − x4)
=
x(x− 2.5)(x − 7.5)(x − 10)

625/4
;

l3,4(x) =
(x− x0)(x− x1)(x− x2)(x− x4)

(x3 − x0)(x3 − x1)(x3 − x2)(x3 − x4)
=
x(x− 2.5)(x − 5)(x− 10)

1875/8
;

l4,4(x) =
(x− x0)(x− x1)(x− x2)(x− x3)

(x4 − x0)(x4 − x1)(x4 − x2)(x4 − x3)
=
x(x− 2.5)(x − 5)(x− 7.5)

1875/2
.

Òîãäà

P4(x) =

4∑

k=0

f(xk)lk,4(x) =

=
2

1875

(

(x− 2.5)(x− 5)(x− 7.5)(x− 10) + 4f(2.5)x(x − 5)(x− 7.5)(x − 10)+

+ 6f(5)x(x− 2.5)(x− 7.5)(x − 10) + 4f(7.5)x(x − 2.5)(x − 5)(x− 10)+

+f(10)x(x− 2.5)(x− 5)(x− 7.5)
)

.

Ôóíêöèÿ f(x) = sinx
x

è èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì P4(x) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.18.

O

x

y

f x x x( ) sin( )/=

2.5 5 7.5 10

P x4( )

�èñ. 5.18: Ôóíêöèÿ f(x) = sin x
x è P4(x).

5.10.4 Êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà Ñèìïñîíà è îöåíêè ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíûõ

�îðìóë

Íà îòðåçêå [a; b] çàäàíà �óíêöèÿ f(x) è ñèñòåìà òî÷åê a 6 x0 < x1 · · · < xn 6 b.

I(f) =
n∑

k=1

ckf(xk).

âûðàæåíèå I(f) íàçûâàþò êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé äëÿ
∫ b

a
f(x) dx, xk � óçëàìè êâàäðàòóðíîé �îðìóëû (k = 0, . . . , n).

Îïðåäåëåíèå 5.10.2. �îâîðÿò, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà òî÷íà íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì r ∈ N, åñëè

ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì r ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫ b

a

P (x) dx = I(P ), ∀P (x) ∈ Pr.

Íàéä¼ì êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó òî÷íóþ íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè 2 äëÿ îòðåçêà [0; 1]. Áóäåì èñêàòü êâàäðàòóðíóþ

�îðìóëó âèäà Is(f) = Af(0) +Bf(1/2) + Cf(1), ò.å êîý��èöèåíòû A, B, C èç ðàâåíñòâà

∫ 1

0

P (x) dx = Is(P )
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äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì 2. Ïîäñòàâèâ ïî î÷åðåäè P (x) = 1, x, x2
, ïîëó÷àåì:







1 = A+B + C,

1/2 = B/2 + C,

1/3 = B/4 + C.

�åøèâ, êîòîðóþ íàõîäèì A = C = 1/6, B = 4/6 = 2/3. Òàêèì îáðàçîì ïðèõîäèì ê êâàäðàòóðíîé �îðìóëå

∫ 1

0

f(x) dx ≈ 1

6

(

f(0) + 4f

(
1

2

)

+ f(1)

)

. (5.10.16)

Åñëè â �îðìóëó (5.10.16) ïîäñòàâèòü f(x) = x3
, òî ëåãêî ïîñ÷èòàòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.

Ñëåäîâàòåëüíî êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà (5.10.16) òî÷íà íà ïîëèíàõ ñòåïåíè 3.
Ïîêàæåì, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ

∫ d

c

f(x) dx ≈ d− c

6

(

f(c) + 4f

(
c+ d

2

)

+ f(d)

)

. (5.10.17)

òî÷íà íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè 3. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ

x =
c+ d

2
+ t · d− c

2
, F (t) = f

(
c+ d

2
+ t · d− c

2

)

ïðèõîäèì ê (5.10.16). Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî â (5.10.17) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè 3.
�àññìîòðèì îòðåçîê [a; b] è ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå a = x0 < x1 < x2 < · · · < x2n−1 < x2n = b, ãäå xk = a+ kh, h =

b−a
2n

, k = 0, 1, 2, . . . , 2n. Íà êàæäîì èç ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ âèäà [x2s; x2s+2], s = 0, 1, . . . , n−1 íàïèøåì êâàäðàòóðíóþ

�îðìóëó (5.10.17). Èòîãî ïîëó÷àåì êâàäàòóðíóþ �îðìóëó Ñèìïñîíà íà îòðåçêå [a; b], çäåñü h∗ = (b− a)/n

Isim(f) =

n−1∑

s=0

h∗

6
(f(x2s) + 4f(x2s+1) + f(x2s+2)) =

=
h∗

6
(f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + 2f(x4) + · · ·+ 2f(x2n−2) + 4f(x2n−1) + f(x2n)) .

Îòìåòèì, ÷òîâ ñèëó ïîñòðîåíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫ b

a
f(x) dx = Isim(f), äëÿ ëþáîé �óíêöèè âèäà f(x) = a3x

3 +
a2x

2 + a1x+ a0.

Ï ð è ì å ð 5.10.3. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = sinx
x

íà îòðåçêå [0; 10]. Ïóñòü n = 5 ñ ðàâíîìåðíîé ñåòêîé, ò.å.

xk = (b− a)k/2n = k, k = 0, . . . , 10, h∗ = (b− a)/n = 2. Òîãäà

k Çíà÷åíèå

x2k+2∫

x2k

f(x) dx 2
6
(f(x2k) + 4f(x2k+1) + f(x2k+2))

0 1.605412 . . . 1.606844 . . .
1 0.152790 . . . 0.151202 . . .
2 −0.333515 . . . −0.334303 . . .
3 0.149499 . . . 0.150840 . . .
4 0.084160 . . . 0.084143 . . .

∑4
k=0 1.658347 . . . 1.658728 . . .

Ò.å. äëÿ n = 5 çíà÷åíèÿ

10∫

0

sin x

x
dx = 1.658347 . . . ,

Isim(f) =
4∑

k=0

1

6
(f(x2k) + 4f(x2k+1) + f(x2k+2)) = 1.658728 . . . .

îòëè÷àþòñÿ â ÷åòâåðòîì çíàêå ïîñëå äåñÿòè÷íîé çàïÿòîé.
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Ï ð è ì å ð 5.10.4. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = sinx
x

íà îòðåçêå [0; 10]. Ïóñòü n = 10 ñ ðàâíîìåðíîé ñåòêîé, ò.å.

xk = k/2, k = 0, . . . , 20, h∗ = (b− a)/n = 1. Òîãäà

k Çíà÷åíèå

x2k+2∫

x2k

f(x) dx 1
6
(f(x2k) + 4f(x2k+1) + f(x2k+2))

0 0.94608 . . . 0.94614 . . .
1 0.65932 . . . 0.65935 . . .
2 0.24323 . . . 0.24320 . . .
3 −0.009044 . . . −0.009050 . . .
4 −0.20827 . . . −0.20831 . . .
5 −0.12524 . . . −0.12524 . . .
6 0.02990 . . . 0.02994 . . .
7 0.11959 . . . 0.11963 . . .
8 0.09085 . . . 0.09086 . . .
9 −0.00669 . . . −0.00670 . . .

∑9
k=0 1.65834 . . . 1.65836 . . .

Ò.å. äëÿ n = 10 çíà÷åíèÿ

10∫

0

sin x

x
dx = 1.658347 . . . ,

Isim(f) =
9∑

k=0

1

6
(f(x2k) + 4f(x2k+1) + f(x2k+2)) = 1.658369 . . . .

îòëè÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî â ïÿòîì çíàêå ïîñëå äåñÿòè÷íîé çàïÿòîé. ×óòü íèæå ìû äàäèì îöåíêó ïîãðåøíîñòè íà

êëàññå �óíêöèé.

Ñïîñîá ïîñòðîåíèå êâàäðàòóðíûõ �îðìóë, òî÷íûõ íà ïîëèíîìàõ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè íà îò-

ðåçêå [0; 1]

Ïîêàæåì êàê, ïðè ïîìîùè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ Ëàãðàíæà ïîñòðîèòü êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó íà îòðåçêå

[0; 1], òî÷íóþ äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì r − 1, r ∈ N ñ óçëàìè â òî÷êàõ 0 6 t0 <
. . . tr−1 6 1.

Ëåììà 24 (Êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà íà îòðåçêå [0; 1). Ïóñòü r ∈ N çàäàíà ñèñòåìà òî÷åê 0 6 t0 < . . . tr−1 6 1.
Ïîëîæèì

I∗(f) =
r−1∑

k=0

ckf(tk),

ãäå ck =
∫ 1

0
lk,r−1(x) dx. Ïîêàæåì, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà I∗(f) òî÷íà íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì r−1

íà îòðåçêå [0; 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî

∫ 1

0

ls,r−1(x) dx = I∗(ls,r−1).

Äåéñòâèòåëüíî,

∫ 1

0

ls,r−1(x) dx = cs,

I∗(ls,r−1) =
r−1∑

k=0

ckls,r−1(tk) =
r−1∑

k=0

ckδk,s = cs.

Äàëåå îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïîëèíîìû lk,r−1, k = 0, . . . , r − 1 îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Pr−1.
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Ëåììà 25 (Êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà íà îòðåçêå [a; b). Ïóñòü r ∈ N, óçëû tk è âåñà ck � îïðåäåëåíû â ëåììå 24.

Ïîëîæèì

I∗[c;d](f) = (d− c)

r−1∑

k=0

ckf(c+ (d− c)tk),

Òîãäà êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà I∗[c;d](f) òî÷íà íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì r − 1 íà îòðåçêå [c; d], ïðè÷¼ì

∫ d

c

f(x) dx− I∗[c;d](f) = (d− c)

(∫ 1

0

F (t) dt− I∗[0;1](F )

)

,

ãäå F (t) = f(c+ (d− c)t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîãî x = c+ (d− c)t â èíòåãðàëå ïîëó÷àåì

∫ d

c

f(x) dx− (d− c)
r−1∑

k=0

ckf(c+ (d− c)tk) = (d− c)

(∫ 1

0

f(c+ (d− c)t) dt−
r−1∑

k=0

ckf(c+ (d− c)tk)

)

.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå u+ = max{0; u}, ò.å. åñëè u > 0, òî u+ = u, à åñëè u < 0, òî u+ = 0.

Ëåììà 26. Ïóñòü f ∈ Cr[a; b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

f(x) dx− I∗(f)

∣
∣
∣
∣
6 κ‖f (r)‖[0;1],

ãäå

κ =

∫ 1

0

|Λ(t)| dt, Λ(t) =
(1− t)r

r!
−

r−1∑

k=0

ckK(tk − t), K(t) =
tr−1
+

(r − 1)!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç �îðìóëó Òåéëîðà âûêàåò ïðåäñòàâëåíèå f(x) = P (x)+R(x), ãäå P (x) ∈ Pr−1, R(x) =
1

(r−1)!

x∫

0

(x−

t)n−1f (n)(t)dt, òî÷íåå

f(x) =
n−1∑

k=0

f (k)(0)xk

k!
+

1

(r − 1)!

x∫

0

(x− t)r−1f (r)(t)dt =

=P (x) +R(x).

Òîãäà

R(x) =

1∫

0

(x− t)r−1
+

(r − 1)!
f (r)(t)dt =

1∫

0

K(x− t)f (r)(t)dt,

ãäå K(x) =
xr−1
+

(r − 1)!
. Ïîñêîëüêó êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà òî÷íà íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè r − 1 èìååì:

∫ 1

0

f(x) dx− I∗(f) =

∫ 1

0

(P (x) +R(x))dx− I∗(P +R) =

∫ 1

0

R(x) dx− I∗(R) 6

=

∫ 1

0





1∫

0

K(x− t)f (r)(t) dt



 dx−
r−1∑

k=0

ckR(tk) =

=

∫ 1

0





1∫

0

K(x− t) dx



 f (r)(t) dt−
1∫

0

r−1∑

k=0

ckK(tk − t)f (r)(t)dt =

=

∫ 1

0

Λ(t)f (r)(t)dt.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàïèñàíî ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî

1∫

0

K(x− t) dx =
(1− t)r

r!
.
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Ï ð è ì å ð 5.10.5. Îöåíèì êîíñòàíòó κ äëÿ �îðìóëû Ñèìïñîíà íà îòðåçêå [0; 1]. Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

κ = 1
2880

. Íàïîìíèì

∫ 1

0

f(x) dx ≈ 1

6

(

f(0) + 4f

(
1

2

)

+ f(1)

)

,

Ò.ê. �îðìóëà Ñèìñîíà òî÷íà íà ïîëèíîìàõ r − 1 = 3 ñòåïåíè, òî r = 4, t0 = 0, t1 = 1/2, t2 = 1. Êîíñòàíòû c0 = 1/6,
c1 = 2/3, c2 = 1/6. Òîãäà K(t) = t3+/6 è

Λ(t) =
(1− t)4

24
−

2∑

k=0

ckK(tk − t) =

=
(1− t)4

24
−
(
1

6
K(0− t) +

2

3
K(1/2− t) +

1

6
K(1− t)

)

=

=
(1− t)4

24
−
(

0 +
(1/2− t)3+

9
+

(1− t)3

36

)

=

=
(1− t)4

24
− (1/2− t)3+

9
− (1− t)3

36
.

Ïîëîæèì g(t) = (1−t)4

24
− (1/2−t)3+

9
− (1−t)3

36
. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

g(t) =







t3(3t− 2)

72
, t ∈ [0; 1/2],

(1− t)3(1− 3t)

72
, t ∈ [1/2; 1].

Îòêóäà g(t) 6 0, ñëåäîâàòåëüíî

κ =

∫ 1

0

|Λ(t)| dt =
∫ 1

0

(1− t)3

36
− (1− t)4

24
dt+

1

9

∫ 1/2

0

(
1

2
− t

)3

dt =
1

36 · 4 − 1

24 · 5 +
1

9 · 4 · 24 =
1

2880
.

Òåîðåìà 5.10.6. Ïóñòü f ∈ Cr[a; b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâî
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x) dx− IN (f)

∣
∣
∣
∣
6

(b− a)r+1κ

Nr
‖f (r)‖[a;b],

ãäå a = x0 < x1 < · · · < xN = b, ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a; b], ò.å xk = a+ kh, h = b−a
N

è

IN (f) =
b− a

N

N−1∑

k=0

I∗[xk;xk+1]
(f(x)) =

b− a

N

N−1∑

k=0

I∗[0;1] (f (xk + ht)) .

Äîêàçàòåëüñòâî.

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x) dx− b− a

N

N−1∑

k=0

I∗[0;1] (f (xk + ht))

∣
∣
∣
∣
∣
6

6

N−1∑

k=0

∣
∣
∣
∣

∫ xk+1

xk

f(x) dx− hI∗[0;1] (f (xk + ht))

∣
∣
∣
∣
6

6

N−1∑

k=0

hr+1
κ · ‖f (r)‖[xk;xk+1] 6 N · hr+1

κ · ‖f (r)‖[a;b].

Ï ð è ì å ð 5.10.6. Âû÷èñëèì îöåíêó ïîãðåøíîñòè äëÿ �óíêöèè f(x) = sin(x)/x, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðàõ 5.10.3,
5.10.4 íà îòðåçêå [0; 10]. Äëÿ �óíêöèè f(x) âûïîëíåíî

f (3)(x) =
6 cos x

x3
− cos x

x
+

3 sin x

x2
− 6 sin x

x4
.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

‖f (3)‖[0;10] = 0.238102 · · · < 0.2382.

Îòêóäà äëÿ ïðèìåðà 5.10.4 ñ N = 10 (íà äåñÿòè èíòåðâàëàõ ìû ïðèìåíÿëè �îðìóëó Ñèìñîíà èç òð¼õ òî÷åê) èìååì

∣
∣
∣
∣

∫ 10

0

f(x) dx− IN (f)

∣
∣
∣
∣
6

104κ

103
‖f (3)‖[0;10] =

10

64
· 0.2382 =

397

480 000
= 0.00082708(3).
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Äàííàÿ îöåíêà ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèìåðîì 5.10.4, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ïðèìåðó 5.10.4

∣
∣
∣
∣

∫ 10

0

f(x) dx− IN(f)

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∫ 10

0

f(x) dx− b− a

N

9∑

k=0

I∗[xk;xk+1]
(f(x))

∣
∣
∣
∣
∣
=

= |1.658347 · · · − 1.658369 . . . | = 0.000022296 . . .

5.11 Òåîðåìû î ñðåäíåì

Ëåììà 27. 1. Ïóñòü f, g ∈ R[a, b], f(x) 6 g(x), äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b]. Òîãäà

b∫

a

f(x)dx 6

b∫

a

g(x)dx.

2. Ïóñòü f ∈ R[a, b]. Òîãäà |f | ∈ R[a, b] è
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b∫

a

f(x)dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6

b∫

a

|f(x)|dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå (P, ξ) ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè. Ñïðàâåäëèâî

n∑

k=1

f(ξk)∆xk 6

n∑

k=1

g(ξk)∆xk.

Èíòåãðèðóåìîñòü �óíêöèè |f(x)| âî âòîðîì óòâåðæäåíèè âûòåêàåò èç îöåíêè ||c| − |d|| 6 |c− d| è êðèòåðèÿ èíòåãðè-

ðóåìîñòè Êîøè, à èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=1

f(ξk)∆xk

∣
∣
∣
∣
∣
6

n∑

k=1

|f(ξk)|∆xk.

Ñëåäñòâèå 5.11.1. 1. Ïóñòü f ∈ R[a, b] è m 6 f 6 M,∀x ∈ [a, b]. Òîãäà

m(b− a) 6

b∫

a

f(x)dx 6M(b− a).

2. Ïóñòü f ∈ C[a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî

b∫

a

f(x)dx = f(ξ)(b− a)

Òåîðåìà 5.11.1 (Ïåðâàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì). Ïóñòü f, g ∈ R[a, b], g(x) > 0, ∀x ∈ [a, b] è m 6 f 6 M,∀x ∈ [a, b]. Òîãäà
ñóùåñòâóåò µ ∈ [m,M ]:

b∫

a

f(x)g(x)dx = µ

b∫

a

g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó mg(x) 6 f(x)g(x) 6Mg(x), ∀x ∈ [a, b], òî

m

b∫

a

g(x)dx 6

b∫

a

f(x)g(x)dx 6M

b∫

a

g(x)dx

Åñëè

b∫

a

g(x)dx = 0, òî âñå î÷åâèäíî. Åñëè
b∫

a

g(x)dx 6= 0, òî

m 6

b∫

a

f(x)g(x)dx

b∫

a

g(x)dx

6M ⇒ ∃µ ∈ [m,M ] :

b∫

a

f(x)g(x)dx

b∫

a

g(x)dx

= µ
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Ï ð è ì å ð 5.11.1. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè (ëèáî íåïîëîæèòåëüíîñòè) îäíîé èç �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ

îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì â ïåðâîé òåîðåìå î ñðåäíåì.

�àññìîòðèì f(x) = g(x) = x íà îòðåçêå [−1; 1]. Òîãäà âûïîëíåíî:

2

3
=

∫ 1

−1

x · x dx 6= ξ ·
∫ 1

−1

x dx = 0, ∀ξ ∈ [−1; 1].

Ï ð è ì å ð 5.11.2. Ïîêàæåì, ÷òî îñòàòîê â èíòåãðàëüíîì âèäå �îðìóëû Òåéëîðà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

Ëàãðàíæà. Ïóñòü f ∈ Cn(ϑ(x0)) è x ∈ ϑ(x0) äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü x > x0, òîãäà îñòàòîê â èíòåãðàëüíîì

âèäå çàïèñûâàåòñÿ:

1
(n−1)!

x∫

x0

(x − t)n−1f (n)(t) dt. Ïîñêîëüêó (x − t)n−1 > 0 è f (n) ∈ C[x0, x], à ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ

f (n) ∈ R[x0, x]. Òàêèì îáðàçîì âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïåðâîé òåîðåìû î ñðåäíåì. Ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå ξ ∈ [x0, x],
÷òî

1

(n− 1)!

x∫

x0

(x− t)n−1f (n)(t) dt =
f (n)(ξ)

(n− 1)!

x∫

x0

(x− t)n−1 dt =
f (n)(ξ)

n!
(x− x0)

n.

5.11.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ è âòîðàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì

Ïóñòü {ak}nk=1, {bk}nk=1 ïðîèçâîëüíûå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîëîæèì

Am =
m∑

k=1

ak.

Â ñëó÷àå ïóñòîé ñóììû, ïîëàãàåì íîëü, ò.å. A0 = 0.

Ëåììà 28 (ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ). Ïóñòü {ak}nk=1, {bk}nk=1 ïðîèçâîëüíûå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òîãäà

n∑

k=1

akbk =
n−1∑

k=1

Ak(bk − bk+1) +Anbn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ak = Ak − Ak−1, òî

n∑

k=1

akbk =

n∑

k=1

(Ak − Ak−1)bk =

n∑

k=1

Akbk −
n∑

k=2

Ak−1bk =

n∑

k=1

Akbk −
n−1∑

k̃=1

Ak̃bk̃+1 =

n−1∑

k=1

Ak(bk − bk+1) + Anbn.

Ëåììà 29. �àññìîòðèì ñóììó

∑n
k=1 akbk, ãäå b1 > b2 > · · · > bn > 0 è m 6

∑s
k=1 ak 6 M , äëÿ ëþáîãî s = 1, . . . , n.

Òîãäà

mb1 6

n∑

k=1

akbk 6Mb1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà

n∑

k=1

akbk =
n−1∑

k=1

Ak(bk − bk+1) + Anbn 6 M(
n−1∑

k=1

(bk − bk+1) + bn) =Mb1.

Ëåììà 30. Ïóñòü f, g ∈ R[a, b], g(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ, íåâîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ ↓ íà [a; b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òî÷êà ξ ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî

b∫

a

f(x)g(x)dx = g(a+ 0)

ξ∫

a

f(x)dx

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a; b], òî îíà îãðàíè÷åíà íà íåì, ò.å. |f(x)| 6 C,
∀x ∈ [a; b]. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå a = x0 < · · · < xn = bn. Òîãäà

b∫

a

f(x)g(x)dx =

n∑

k=1

g(xk)

xk∫

xk−1

f(x)dx+

n∑

k=1

∫ xk

xk−1

f(x)(g(x)− g(xk))dx.
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Ïîêàæåì, ÷òî âòîðàÿ ñóììà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ñ λ(P ) → 0. Äåéñòâèòåëüíî

|
n∑

k=1

xk∫

xk−1

f(x)(g(x)− g(xk))dx| 6 C
n∑

k=1

xk∫

xk−1

|g(x)− g(xk)|dx 6 C
n∑

k=1

(g(xk−1)− g(xk))∆xk 6

6 Cλ(P )
n∑

k=1

(g(xk−1)− g(xk)) = Cλ(P )(g(x0)− g(xn)).

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî

b∫

a

f(x)g(x)dx =

n∑

k=1

g(xk)(F (xk)− F (xk−1)) + o(1).

Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî:

b∫

a

f(x)g(x)dx 6 Mg(a+ 0). (5.11.18)

Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè F (x) =
x∫

a

f(t) dt âûòåêàåò F (x) ∈ C[a, b]. Ïîëîæèì m = minx∈[a;b] F (x),

M = maxx∈[a;b]F (x). Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî g(a) = g(x0) > g(x1) > · · · > g(xn) = g(b) è

s∑

k=1

(F (xk)− F (xk−1)) =

xs∫

a

f(t)dt, m 6

x∫

a

f(t)dt 6 M x ∈ [a, b],

òî èç ëåììû 29, ïîëó÷àåì

b∫

a

f(x)g(x)dx =
n∑

k=1

g(xk)(F (xk)− F (xk−1)) + o(1) 6 g(x1) ·M + o(1), λ(P ) → 0.

Òåïåðü, ñäåëàâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä λ(P ) → 0, ïîëó÷àåì (5.11.18). Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü è îöåíêó ñíèçó.

Ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî

mg(a+ 0) 6

b∫

a

f(x)g(x)dx 6 Mg(a+ 0).

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó èñõîäíîé ëåììû. Åñëè g(a+ 0) = 0 òî ëåììà äîêàçàíà, åñëè g(a+ 0) > 0, òî

b∫

a

f(x)g(x)dx

g(a+ 0)
= µ = F (ξ) =

ξ∫

a

f(t)dt.

Òåîðåìà 5.11.2 (Âòîðàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì). Ïóñòü f ∈ R[a, b], g(x) � ìîíîòîííà íà [a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òî÷êà ξ ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî
b∫

a

f(x)g(x)dx = g(a+ 0)

ξ∫

a

f(x)dx+ g(b− 0)

b∫

ξ

f(x)dx

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g íåâîçðàñòàåò. Ïîëîæèì G(x) = g(x)− g(b− 0). Ïðèìåíÿåì ïðåäûäóùóþ ëåììó

b∫

a

f(x)G(x)dx = G(a+ 0)

ξ∫

a

f(x)dx

b∫

a

f(x)g(x)dx− g(b− 0)

b∫

a

f(x)dx = g(a+ 0)

ξ∫

a

f(x)dx− g(b− 0)

ξ∫

a

f(x)dx
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Ïóñòü g íåóáûâàåò. Ïîëîæèì G(x) = g(b− 0)− g(x). Ïðèìåíÿåì ïðåäûäóùóþ ëåììó

b∫

a

f(x)G(x)dx = G(a+ 0)

ξ∫

a

f(x)dx

−
b∫

a

f(x)g(x)dx+ g(b− 0)

b∫

a

f(x)dx = g(b− 0)

ξ∫

a

f(x)dx− g(a+ 0)

ξ∫

a

f(x)dx.

5.12 Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

Îïðåäåëåíèå 5.12.1. Ïóñòü f(x) 6∈ R[a, ω), íî äëÿ ëþáîãî b ∈ (a, ω) âûïîëíåíî f(x) ∈ R[a, b] è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
ïðåäåë

lim
b→ω−

b∫

a

f(x)dx.

Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå, à ïðåäåë îáîçíà÷àþò

ω∫

a

f(x)dx. Åñëè æå

ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, ëèáî ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Ï ð è ì å ð 5.12.1. Ôóíêöèÿ f(x) = 1/
√
x íå èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó íà (0, 1), ò.ê. íåîãðàíè÷åíà. Íî ïîñêîëüêó

äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâî f(x) ∈ R[ε, 1] è

lim
ε→0+

1∫

ǫ

dx√
x

= lim
ε→0+

2(1− ε1/2) = 2.

Ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ f(x) = 1/
√
x èíòåãðèðóåìà íà [0, 1] â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå è

1∫

0

dx√
x

= 2.

Òåîðåìà 5.12.1 (Êðèòåðèé Êîøè). Ïóñòü f ∈ R[a, b] äëÿ ëþáîãî b ∈ [a, ω), íî f(x) 6∈ R[a, ω). Òîãäà




Íåñîáñòâåííûé

ω∫

a

f(x)dx

èíòåãðàë ñõîäèòñÿ



⇔






∀ǫ > 0 ∃B ∈ [a, ω) : ∀b1, b2 ∈ [B, ω)
∣
∣
∣

b2∫

b1

f(x)dx
∣
∣
∣ < ǫ.






Çàìå÷àíèå 46. Â óñëîâèè òðåáîâàíèå f(x) 6∈ R[a, ω) íóæíî ëèøü äëÿ òîãî, ÷òî áû îòäåëèòü ñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò

íåñîáñòâåííîãî. Â ñëó÷àå f(x) ∈ R[a, ω) äàííûé êðèòåðèé, êîíå÷íî æå îñòà¼òñÿ âåðíûì (ñì. äîêàçàòåëüñòâî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì F (x) =
x∫

a

f(t) dt. Òîãäà

lim
b→ω

b∫

a

f(x)dx = lim
b→ω−

F (b),

òî ïî ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà �óíêöèè ïîëó÷àåì:

∀ǫ > 0 ∃B ∈ [a, ω) ∀b1, b2 ∈ [B, ω) |F (b1)− F (b2)| < ǫ.

Òåîðåìà 5.12.2. Ïóñòü 0 6 f(x) 6 g(x), ∀x ∈ [a, ω) è f, g ∈ R[a, b], ∀b ∈ [a, ω). Òîãäà

1. Åñëè

ω∫

a

g(x)dx � ñõîäèòñÿ ⇒
ω∫

a

f(x) dx � ñõîäèòñÿ.

2. Åñëè

ω∫

a

f(x) dx � ðàñõîäèòñÿ ⇒
ω∫

a

g(x) dx � ðàñõîäèòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà

∣
∣
∣

b2∫

b1

f(x)dx
∣
∣
∣ 6

∣
∣
∣

b2∫

b1

g(x)dx
∣
∣
∣,

è êðèòåðèÿ Êîøè.

Òåîðåìà 5.12.3. Ïóñòü f, g ∈ R[a, b], ∀b ∈ [a, ω), f(x), g(x) > 0 è f(x) ∼ g(x), x→ ω−. Òîãäà
∫ ω

a

f(x) dx è

∫ ω

a

g(x) dx

ñõîäÿòñÿ è ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû âûòåêàþò íåðàâåíñòâà C2g(x) 6 f(x) 6 C1g(x), ∀x ∈ [b, ω). Îòêóäà, ïðîèíòå-
ãðèðîâàâ, ïîëó÷àåì

C2

b2∫

b1

g(x)dx 6

b2∫

b1

f(x) dx 6 C1

b2∫

b1

g(x)dx.

Äàëåå îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà êðèòåðèé Êîøè.

Ï ð è ì å ð û 5.12.1. Ïóñòü a > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

+∞∫

a

dx

xp
= lim

b→+∞

{
x1−p

1−p
|ba

ln x|ba
=

{

+∞, p 6 1, ðàñõîäèòñÿ
a1−p

p−1
, p > 1, ñõîäèòñÿ

a∫

0

dx

xp
= lim

b→0+

{
x1−p

1−p
|ab

ln x|ab
=

{

+∞, p > 1, ðàñõîäèòñÿ
a1−p

1−p
, p < 1, ñõîäèòñÿ

Ñëåäñòâèå 5.12.1. Ïóñòü f(x) > 0 äëÿ ëþáûõ x ∈ [a,+∞) è f ∈ R[a, b] äëÿ ëþáîãî b ∈ (a,+∞). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ

f(x) ∼ C

xp
, x→ ∞,

òî

+∞∫

a

f(x) dx ñõîäèòñÿ ïðè p > 1 è ðàñõîäèòñÿ p 6 1.

Ñëåäñòâèå 5.12.2. Ïóñòü f(x) > 0 äëÿ ëþáûõ x ∈ (a, c] è f ∈ R[b, c] äëÿ ëþáîãî b ∈ (a, c]. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ

f(x) ∼ C

(x− a)p
, x→ a+,

òî

c∫

a

f(x) dx ñõîäèòñÿ ïðè p < 1 è ðàñõîäèòñÿ p > 1.

Òåîðåìà 5.12.4 (Àáåëÿ-Äèðèõëå). Ïóñòü âûïîëíåíî

01) f ∈ R[a, b], ∀b ∈ [a, ω).

02) g(x) - ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ íà [a, ω).

è åñëè âûïîëíåíû ëþáûå äâà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà 1), 2) ëèáî 1′), 2′)

Äèðèõëå: 1)
∣
∣
∣

b∫

a

f(x)dx
∣
∣
∣ 6 C,∀b ∈ [a, ω) Àáåëÿ: 1′)

ω∫

a

f(x)dx - ñõîäèòñÿ

2) limx→ω− g(x) = 0 2′)|g(x)| 6 C,∀x ∈ [a, ω)

Òîãäà

ω∫

a

f(x)g(x)dx - ñõîäèòñÿ
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âòîðîé òåðåìû î ñðåäíåì âûòåêàåò

b2∫

b1

f(x)g(x)dx = g(b1 + 0)

ξ∫

b1

f(x) dx+ g(b2 − 0)

b2∫

ξ

f(x) dx.

Îòêóäà èç ñâîéñòâ 1), 2) ëèáî 1′), 2′) âûòåêàåò

∣
∣
∣

b2∫

b1

f(x)g(x)dx
∣
∣
∣ 6 C1ǫ+ C2ǫ 6 ǫC.

Ï ð è ì å ð 5.12.2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü óñëîâíóþ è àáñîëþòíóþ:

+∞∫

1

sinx
xp dx ïðè p > 0.

1. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü. Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíåíû ñâîéñòâà ïðèçíàêè Äèðèõëå:

01) î÷åâèäíî;
02) �óíêöèÿ 1

xp � ìîíîòîííà ïðè p > 0.

Òàêæå âûïîëíåíî 1)

∣
∣
∣
∣

b∫

1

sin x dx

∣
∣
∣
∣
6 2;

2)

1
xp → 0, p > 0.

Ïîýòîìó èñõîäíûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ p > 0.

2. Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü äëÿ p > 1 âûòåêàåò èç îöåíêè | sin x| 6 1, ∀x ∈ R è ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

+∞∫

1

dx
xp . Ïðè

p ∈ (0; 1] èññëåäóåì èíòåãðàë

+∞∫

1

| sinx|
xp dx íà ñõîäèìîñòü. Ñïðàâåäëèâî

| sin x|
xp

>
sin2 x

xp
=

1

2xp
− cos 2x

2xp
.

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë

+∞∫

1

1
2xp dx ðàñõîäèòñÿ, à

+∞∫

1

cos 2x
2xp dx ñõîäèòñÿ (îïÿòü ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå), òî ïðè p ∈ (0; 1]

àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè íåò.

Îòâåò: Ïðè p > 1 ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, ïðè p ∈ (0; 1] � óñëîâíî.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðîâàòü ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Àáåëÿ-Äèðèõëå.

2. Ìîæíî ëè îñëàáèòü ïðèçíàê Äèðèõëå, óáðàâ óñëîâèå ìîíîòîííîñòè?

Óïðàæíåíèÿ ê 5.12

Óïðàæíåíèå 5.12.1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü óñëîâíóþ è àáñîëþòíóþ.

(a)

∫ +∞

1

cos(x3/2 − ln x) dx; (b)

∫ +∞

1

x2 sin

(
cos x3

x+ 1

)

dx;

Îòâåòû: 5.12.1 (a), (b) ñõîäèòñÿ óñëîâíî;
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O

x

y

f x( )

a x= 0 x1x2
xixi+1 xn-1x bn= O

x

y

f x( )

a x= 0 x1x2
xixi+1 xn-1x bn=

�èñ. 5.19: Íèæíÿÿ ñóììà Äàðáó �èñ. 5.20: Âåðõíÿÿ ñóììà Äàðáó

5.13 Ïðèëîæåíèÿ èíòåãðàëà

5.13.1 Ïëîùàäè

Òåîðåìà 5.13.1. Ïóñòü f ∈ R[a, b], Ω = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [a, b], y ∈ [0, f(x)]}. Òîãäà

S(Ω) =

b∫

a

f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü mk = infx∈∆xk f(x), Mk = supx∈∆xk
f(x), Sk � ïëîùàäü ïîä ãðà�èêîì �óíêöèè y = f(x) íà

îòðåçêå [xk−1;xk], λ(P ) = maxk=0,...,n−1 ∆xk. Òîãäà ñì. ðèñ. 5.19, 5.20

mk∆xk 6 Sk 6 Mk∆xk

n∑

k=1

mk∆xk 6 S(Ω) 6

n∑

k=1

Mk∆xk

Ñäåëàâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä λ(P ) → 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ñòðå-

ìèòñÿ ê

b∫

a

f(x) dx êàê ñóììû Äàðáó.

Òåîðåìà 5.13.2. Ïóñòü r = r(ϕ) ∈ R[α, β]. Òîãäà ïëîùàäü îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé r = r(ϕ) è óãëàìè ϕ = α, ϕ = β
âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

S(Ω) =
1

2

β∫

α

r2(ϕ) dϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü rk = infϕ∈∆ϕk r(ϕ), Rk = supϕ∈∆ϕk
r(ϕ), Ωk � ïëîùàäü îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé r = r(ϕ) è

óãëàìè ϕk−1 è ϕk, λ(P ) = maxk=0,...,n−1 ∆ϕk. Òîãäà ñì. ðèñ. 5.21, 5.22

O

x

y
r ¢k

2
φ/2

®=φ0

¯=φn

O

x

y
R ¢

2

k φ/2

®=φ0

¯=φn

�èñ. 5.21: Íèæíÿÿ ñóììà Äàðáó �èñ. 5.22: Âåðõíÿÿ ñóììà Äàðáó

1

2
r2k∆ϕk 6 S(Ωk) 6

1

2
R2

k∆ϕk.
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Ïðîñóììèðóåì íåðàâåíñòâà ïî k îò 0 äî n− 1. Ïîëó÷àåì

1

2

n∑

k=1

r2k∆ϕk 6 S(Ω) 6
1

2

n∑

k=1

R2
k∆ϕk

Ñäåëàâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä λ(P ) → 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ñòðå-

ìèòñÿ ê

1
2

β∫

α

r2(ϕ) dϕ êàê ñóììû Äàðáó.

5.13.2 Îáúåìû

Òåîðåìà 5.13.3. Ïóñòü f2 ∈ R[a, b]. Òîãäà îáú¼ì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x) îòíîñè-
òåëüíî îñè Ox (ïðÿìîé y = 0) ðàâåí:

Vy=0 = VOx = π

b∫

a

f2(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòümk = infx∈∆xk |f(x)|,Mk = supx∈∆xk
|f(x)|, Vk � îáú¼ì âðàùåíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x)

íà îòðåçêå [xk−1;xk] âîêðóã îñè Ox, λ(P ) = maxk=0,...,n−1 ∆xk. Òîãäà ñì. ðèñ. 5.23, 5.24

O

x

y

f x( )

a x= 0 x bn=»k

¼m ¢x
2

k k

xk-1 xk

O

x

y

f x( )

a x= 0 xk-1 xk x bn=»k

¼M ¢x
2

k k

�èñ. 5.23: Íèæíÿÿ ñóììà Äàðáó �èñ. 5.24: Âåðõíÿÿ ñóììà Äàðáó

πm2
k∆xk 6 Vk 6 πM2

k∆xk

π
n∑

k=1

m2
k∆xk 6 V 6 π

n∑

k=1

M2
k∆xk.

Ñäåëàâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä λ(P ) → 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ñòðå-

ìèòñÿ ê π
b∫

a

f2(x) dx êàê ñóììû Äàðáó.

Çàìå÷àíèå 47. Ïóñòü C ∈ R è (f−C)2 ∈ R[a, b]. Òîãäà îáú¼ì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x)
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = C ðàâåí:

Vy=C = π

b∫

a

(f − C)2 dx.

Òåîðåìà 5.13.4. Ïóñòü f(x) ∈ R[a, b]. Òîãäà îáú¼ì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x) îòíî-
ñèòåëüíî îñè Oy (ïðÿìîé x = 0) ðàâåí:

VOy = 2π

b∫

a

|xf(x)|dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòümk = infx∈∆xk |f(x)|,Mk = supx∈∆xk
|f(x)|, Vk � îáú¼ì âðàùåíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x)

íà îòðåçêå [xk−1;xk] âîêðóã îñè Oy, λ(P ) = maxk=0,...,n−1 ∆xk. Òîãäà ñì. ðèñ. 5.25, 5.26

Vk 6 πMk|x2
k − x2

k−1| = πMk|2xk−1∆xk +∆x2
k| 6 2πMk|xk−1|∆xk + λ(P )πMk∆xk.
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O

x

y

f x( )

a x= 0 x bn=»k

¼m x xk k k( -
2 2

-1)

xk-1 xk O

x

y

f x( )

a x= 0 x bn=»k

¼M x xk k k( -
2 2

-1)

xk-1 xk

�èñ. 5.25: Íèæíÿÿ ñóììà Äàðáó �èñ. 5.26: Âåðõíÿÿ ñóììà Äàðáó

Îòêóäà

VOy 6 2π
n∑

k=1

Mk|xk−1|∆xk + λ(P )π
n∑

k=1

Mk∆xk

Âòîðàÿ ñóììà ïðè λ(P ) → 0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîñêîëüêó

k∑

k=1

Mk∆xk ñòðåìèòñÿ ê

b∫

a

f(x) dx. Ñäåëàâ ïðåäåëüíûé

ïåðåõîä λ(P ) → 0, ïîëó÷àåì

VOy 6 2π

b∫

a

|xf(x)| dx.

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ îöåíêó íà íèæíþþ ñóììó Äàðáó, ïîëó÷àåì îöåíêó

VOy > 2π

b∫

a

|xf(x)| dx.

Çàìå÷àíèå 48. Ïóñòü C ∈ R è f ∈ R[a, b]. Òîãäà îáú¼ì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x)
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = C ðàâåí:

Vx=C = 2π

b∫

a

|(x− C)f(x)| dx.

5.13.3 Äëèíà êðèâîé

Îïðåäåëåíèå 5.13.1. Ïóñòü |−−−−−→AkAk−1| äëèíà âåêòîðà, λ(P ) = max
k=1,...,n

|−−−−−→AkAk−1| � ïàðàìåòð ðàçáèåíèÿ. Òîãäà åñëè

ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí ñëåäóþùèé ïðåäåë

lim
λ(P )→0

n∑

k=1

|−−−−−→AkAk−1|

òî ãîâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ, à äàííûé ïðåäåë íàçûâàþò äëèíîé êðèâîé.

Ï ð è ì å ð 5.13.1. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð íåïðåðûâíîé êðèâîé íà îòðåçêå [0, 1
2π

], êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé

(ñì. ðèñ. 5.27):

f(x) =

{
x sin 1

x
, x 6= 0

0, x = 0.

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

1
n+1

>
n+2∫

n+1

dx
x

= ln(n+ 2)− ln(n+ 1). Ïîëó÷àåì (ñì. ðèñ. 5.28)

l >

N∑

n=1

|−−−→AkBk| >
N∑

n=1

|−−−→AkCk| >
N∑

n=1

1
π
2
+ 2πn

>

N∑

n=1

1

2π(n+ 1)
>

1

2π
(ln(N + 2)− ln 2).

Ïîñêîëüêó ïðè N → +∞ ëîãàðè�ì â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òî ñîîòâåòñâóþùèé ïðåäåë

ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ êðèâàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé íà îòðåçêå [0; 1/2π].
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f x( )

x

y

1

O

y x=

�èñ. 5.27: �ðà�èê �óíêöèè f(x) = x sin(1/x).

Òåîðåìà 5.13.5. Ïóñòü x(t), y(t), z(t) ∈ C1[α, β]. Òîãäà

l[α,β] =

β∫

α

dl,

ãäå dl =
√

(x′
t)

2 + (y′t)
2 + (z′t)

2 dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû Ëàãðàíæà âûòåêàåò

∆xk = x(tk)− x(tk−1) = x′(ξk)∆tk, ξk ∈ (tk−1; tk),

∆yk = y′(µk)∆tk, µk ∈ (tk−1; tk),

∆zk = z′(ηk)∆tk, ηk ∈ (tk−1; tk).

Îòêóäà

n∑

k=1

|−−−−−→Ak−1Ak| =
n∑

k=1

√

(∆xk)2 + (∆yk)2 + (∆zk)2.

Ïîëîæèì ϑ(ξk, µk, ηk) =
√

(x′(ξk))2 + (y′(µk))2 + (z′(ηk))2. Òîãäà

n∑

k=1

|−−−−−→Ak−1Ak| =
n∑

k=1

ϑ(ξk, µk, ηk)∆tk =
n∑

k=1

ϑ(tk, tk, tk)∆tk +
n∑

k=1

(ϑ(ξk, µk, ηk)∆tk − ϑ(tk, tk, tk)∆tk) →

→
β∫

α

ϑ(t, t, t)dt+ 0 (λ(P ) = max∆tk → 0).

Ïðîäîëæèì

|ϑ(ξk, µk, ηk)− ϑ(tk, tk, tk)| 6 sup
~t ∗
k
=(ξk,µk,ηk),~tk=(tk,tk,tk)∈[tk−1,tk]

3

|ϑ(~t ∗k )− ϑ(~tk)| 6

6 sup
|~t ∗

k
−~tk|6

√
3|∆tk|, ~t ∗

k
,~tk∈[α,β]3

|ϑ(~t ∗k )− ϑ(~tk)| = ω(ϑ,
√
3|∆tk|) 6 ω(ϑ,

√
3λ(P )) → 0 (λ(P ) → 0).

Çäåñü ω(ϑ, δ) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè (ìû åãî îïðåäåëèëè â �îðìóëå âûøå). Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòü íà ëþáîì

êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå (íàïðèìåð, íà îòðåçêå èëè áðóñå) âûòåêàåò ω(ϑ, δ) → 0, êîãäà δ → 0. Ñëåäîâàòåëüíî

∑

|ϑ(ξk, µk, ηk)− ϑ(tk, tk, tk)|∆tk 6 ω(ϑ,
√
3λ(P ))

n∑

k=1

∆tk = (β − α)ω(ϑ,
√
3λ(P )) → 0 (λ(P ) → 0).
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f x( )

x

y

O

y x=

A1

A2

A3

C2

B2

C1

B1

C3

B3

y x=-

�èñ. 5.28: �ðà�èê �óíêöèè f(x) = x sin(1/x).

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ

Òåîðåìà 5.13.6. Ïóñòü x(t), y(t) ∈ C1(a, b). Òîãäà ñïðàâåäëèâî:

SOx = 2π

b∫

a

|y| dl

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè óñå÷åííîãî êîíóñà ðàâíà S = π(R1 +R2)L, ãäå L � îáðàçóþùàÿ, à R1, R2 �

ðàäèóñû íèæíåãî è âåðõíåãî îñíîâàíèÿ êîíóñà. Ïîñêîëüêó

Sk 6 π(Mk +Mk)∆lk 6 2πMk∆lk,

òî ∑
Sk 6

∑
π(2Mk)∆lk

↓ (∆tk → 0) ⇒ (∆lk → 0)

2π
b∫

a

|y| dl

Çàìå÷àíèå 49. Ïóñòü x, y ∈ C1[α, β] è ρ � ðàññòîÿíèå äî ïðÿìîé, îòíîñèòåëüíîé êîòîðîé ïðîèñõîäèò âðàùåíèå.

S
ïðÿìîé

= 2π

β∫

α

ρ dl.

Â ÷àñòíîñòè:

SOy = 2π

β∫

α

|x| dl

Çàìå÷àíèå 50. Ïðèâåä¼ì �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ äè��åðåíöèàëà äóãè:

dl =
√

(x′
t)

2 + (y′t)
2 dt =

√

r2 + (r′ϕ)2 dϕ =
√

1 + r2(ϕ′
r)2 dr =

√

1 + (y′x)2 dx.

Ïîÿñíèì, êàê ïîëó÷èòü �îðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ äëèíû êðèâîé, çàäàííîé â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðè ïîìîùè

ïàðàìåòðèçàöèè ϕ = ϕ(r). Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå êðèâîé ïðèíèìàåò âèä: x = r cosϕ(r), y =
r sinϕ(r). Îòêóäà

(x′
r)

2 + (y′r)
2 = (cosϕ− r sinϕ · ϕ′

r)
2 + (sinϕ+ r cosϕ · ϕ′

r)
2 = 1 + r2(ϕ′

r)
2.
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóéòå òåîðåìó î íàõîæäåíèè ïëîùàäè �èãóðû Ω = {(ϕ, r); ϕ ∈ [α; β], r 6 r(ϕ)} â ïîëÿðíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò.

Óïðàæíåíèÿ ê 5.13

Óïðàæíåíèå 5.13.1. Íàéäèòå ïëîùàäü �èãóðû, çàäàííîé ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâ: r 6 sin 2ϕ, r 6 cos 2ϕ.

Îòâåòû: 5.13.1 S = (π − 1)/4.

5.14 Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ê çàäà÷àì ýêîíîìèêè

5.14.1 Îáúåì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè, äèñêîíòèðîâàííûé äîõîä.

Îòìåòèì ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, âûðàæàþùåãî îáúåì ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè ïðè èçâåñò-

íîé �óíêöèè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà. Íàïîìíèì õîðîøî èçâåñòíóþ ïðîèçâîäñòâåííóþ �óíêöèþ Êîááà-Äóãëàñà

f(x1, x2) = abxα
1x

β
2 . Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî çàòðàòû òðóäà åñòü ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè, à çàòðàòû êàïèòàëà

íåèçìåííû, òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ �óíêöèÿ ïðèìåò âèä g(t) = (αt + β)eγ t
. Òîãäà îáúåì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè çà T

ëåò ñîñòàâèò:

Q =

∫ T

0

(αt+ β)eγ t dt.

Ï ð è ì å ð 5.14.1. Íàéòè îáúåì ïðîäóêöèè, ïðîèçâåäåííîé çà 4 ãîäà, åñëè ïðîèçâîäñòâåíàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä

g(t) = (1 + t)e3 t
. Èñïîëüçóåì ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì íàõîäèì îáú¼ì ïðîèçâåä¼ííîé ïðîäóêöèè

Q =

∫ 4

0

(1 + t)e3 t dt =
1

3

∫ 4

0

(1 + t) de3 t =
1 + t

3
e3 t

∣
∣
∣
∣

4

0

− 1

3

∫ 4

0

e3 t dt =

=
5e12 − 1

3
− 1

9
e3 t

∣
∣
∣
∣

4

0

=
1

9
(14e12 − 2) = 253 173, 8977 . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåì ïðîäóêöèè, ïðîèçâåäåííîé çà 4 ãîäà ïðèìåðíî ðàâåí 253 174 óñë.åä.

Îïðåäåëåíèå 5.14.1. Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîé ñóììû ïî å¼ êîíå÷íîé âåëè÷èíå, ïîëó÷åííîé ÷åðåç âðåìÿ t ëåò ïðè

ãîäîâîì ïðîöåíòå (ïðîöåíòíîé ñòàâêå) p, íàçûâàåòñÿ äèñêîíòèðîâàíèåì.

Çàäà÷è òàêîãî ðîäà âñòðå÷àþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè ýêîíîìè÷åñêîé ý��åêòèâíîñòè êàïèòàëîâëîæåíèé. Ïóñòü Kt �

êîíå÷íàÿ ñóììà, ïîëó÷åííàÿ çà t ëåò, èK � äèñêîíòèðóåìàÿ (íà÷àëüíàÿ) ñóììà, êîòîðóþ â �èíàíñîâîì àíàëèçå òàêæå

íàçûâàþò ñîâðåìåííîé ñóììîé. Åñëè ïðîöåíòû ïðîñòû, òî Kt = K(1 +mt), ãäå m = p/100 � óäåëüíàÿ ïðîöåíòíàÿ

ñòàâêà. Òîãäà K = Kt/(1 +mt). Â ñëó÷àå ñëîæíûõ ïðîöåíòîâ Kt = K(1 +m/t)t è ïîòîìó K = Kt/(1 +m/t)t.

Ïóñòü ïîñòóïàþùèé åæåãîäíî äîõîä èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè è îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé f(t) è ïðè óäåëüíîé íîðìå

ïðîöåíòà, ðàâíîé m, ïðîöåíò íà÷èñëÿåòñÿ íåïðåðûâíî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äèñêîíòèðîâàííûé äîõîä

K çà âðåìÿ T âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:

K =

∫ T

0

f(t)e−mt dt.

Ï ð è ì å ð 5.14.2. Îïðåäåëèòü äèñêîíòèðîâàííóþ ñóììó êàïèòàëîâëîæåíèé çà òðè ãîäà ïðè ïðîöåíòíîé ñòàâêå

8%, åñëè ïåðâîíà÷àëüíûå (áàçîâûå) êàïèòàëîâëîæåíèÿ ñîñòàâèëè 10 ìëí. ðóá. è íàìå÷àåòñÿ åæåãîäíî óâåëè÷èâàòü

êàïèòàëîâëîæåíèÿ íà 1 ìëí.ðóá. Î÷åâèäíî, êàïèòàëîâëîæåíèÿ çàäàþòñÿ �óíêöèåé f(t) = 10 + 1 · t = 10 + t. Òîãäà
äèñêîíòèðîâàííàÿ ñóììà êàïèòàëîâëîæåíèé

K =

∫ 3

0

(10 + t)e−0.08t dt.

Èíòåãðèðóÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó, ïîëó÷èì ≈ 30, 5 ìëðä.ðóá. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäèíàêîâîé
íàðàùåííîé ñóììû ÷åðåç òðè ãîäà åæåãîäíûå êàïèòàëîâëîæåíèÿ îò 10 äî 13 ìëí. ðóá. ðàâíîñèëüíû îäíîâðåìåííûì

ïåðâîíà÷àëüíûì âëîæåíèÿì 30, 5 ìëí. ðóá. ïðè òîé æå ïðîöåíòíîé ñòàâêå, íà÷èñëÿåìîé íåïðåðûâíî.
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5.14.2 Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ê çàäà÷àì ýêîíîìèêè: êîý��èöè-

åíò Äæèíè

Äëÿ èçìåðåíèÿ �àêòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäîâ èñïîëüçóþò ¾êðèâóþ Ëîðåíöà¿ è ¾êîý��èöèåíò Äæèíè¿, ïîêà-

çûâàþùèå, êàêàÿ äîëÿ ñîâîêóïíîãî äîõîäà ïðèõîäèòñÿ íà êàæäóþ ãðóïïó íàñåëåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóäèòü îá óðîâíå

ýêîíîìè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà â äàííîé ñòðàíå.

¾Êðèâàÿ Ëîðåíöà¿ �� ýòî ìåòîä ãðà�è÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ óðîâíÿ êîíöåíòðàöèè ÿâëåíèÿ. Äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ íà

îáå îñè êîîðäèíàò íàíîñÿò ïðîöåíòíóþ ìàñøòàáíóþ øêàëó (îò 0 äî 100%). �àâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèçíàêà áóäåò
ïðåäñòàâëåíî â òàêîì ñëó÷àå äèàãîíàëüþ, íàçûâàåìîé ¾ëèíèåé ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ¿, à íåðàâíîìåðíîå ��

¾ëèíèåé Ëîðåíöà¿, îòêëîíåíèå êîòîðîé îò äèàãîíàëè è õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü íåðàâíîìåðíîñòè (ñì. ðèñ. 5.29).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðèíÿòü âåëè÷èíó äîõîäà è ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ çà 100%, òî ïðÿìàÿOA ïîêàæåò àáñîëþòíî

ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîâîêóïíîãî äîõîäà ìåæäó âñåìè ãðóïïàìè íàñåëåíèÿ. Îäíàêî ðåàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

âñåãäà áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ îòêëîíåíèåì îò ýòîé ïðÿìîé. Àáñîëþòíî íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàëî áû ñ

îñÿìè êîîðäèíàò. Íî ïîñêîëüêó ¾ñâåðõáåäíûå¿ è ¾ñâåðõáîãàòûå¿ âñåãäà ñîñòàâëÿþò íåçíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ðûíî÷íîãî

îáùåñòâà, òî ïåðåä íàìè áóäåò íåêîòîðàÿ êðèâàÿ (¾êðèâàÿ Ëîðåíöà¿), îòêëîíåíèå êîòîðîé îò äèàãîíàëè íàãëÿäíî

ïîêàæåò ñòåïåíü íåðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäîâ.

Äëÿ ðàñ÷åòà êîíêðåòíîãî óðîâíÿ íåðàâåíñòâà â ðàñïðåäåëåíèè äîõîäîâ ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïëîùàäü,

îáðàçîâàííóþ ëèíèÿìè ðàâíîìåðíîãî è íåðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäîâ (îíà íà ãðà�èêå çàøòðèõîâàíà), îò-

íîñÿò ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà OAC. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò è åñòü ¾êîý��èöèåíò Äæèíè¿.

Èññëåäóÿ êðèâóþ Ëîðåíöà � çàâèñèìîñòü ïðîöåíòà äîõîäîâ îò ïðîöåíòà èìåþùåãî èõ íàñåëåíèÿ (êðèâóþ OBA,
ðèñ. 5.29), ìîæåì îöåíèòü ñòåïåíü íåðàâåíñòâà â ðàñïðåäåëåíèè äîõîäîâ íàñåëåíèÿ.

aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa

O

x

1

1

y

A

C

B

�èñ. 5.29: Ïî îñè Ox � äîëÿ íàñåëåíèÿ â %, ïî îñè Oy � äîëÿ äîõîäîâ â %.

Îïðåäåëåíèå 5.14.2. Ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè äîõîäîâ êðèâàÿ Ëîðåíöà âûðîæäàåòñÿ â ïðÿìóþ � áèñ-

ñåêòðèñó OA, ïîýòîìó ïëîùàäü �èãóðû OBA ìåæäó áèññåêòðèñîé OA è êðèâîé Ëîðåíöà, îòíåñåííàÿ ê ïëîùàäè

òðåóãîëüíèêà OAC (êîý��èöèåíò Äæèíè), õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü íåðàâåíñòâà â ðàñïðåäåëåíèè äîõîäîâ íàñåëåíèÿ.

Ï ð è ì å ð 5.14.3. �àññìîòðèì ïåðâóþ ìîäåëü â êîòîðîé áóäåò òðè ãðóïïû íàñåëåíèÿ.

ãðóïïà äîëÿ äîõîäà ïðîöåíò íàñåëåíèÿ

A 0 10%
B 0, 1 80%
C 0, 9 10%

Êðèâàÿ Ëîðåíöà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 5.30.

�àññìîòðèì âòîðóþ ìîäåëü àáñîëþòíîãî ðàâåíñòâà â äîõîäàõ íàñåëåíèÿ, êîãäà âñå áóäóò ïîëó÷àòü îäèíàêîâûé

äîõîä. �àññìîòðèì îïÿòü òðè ãðóïïû íàñåëåíèÿ.

ãðóïïà äîëÿ äîõîäà ïðîöåíò íàñåëåíèÿ

A 0, 1 10%
B 0, 8 80%
C 0, 1 10%

Êðèâàÿ Ëîðåíöà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 5.31.

Ï ð è ì å ð 5.14.4. Ïî äàííûì èññëåäîâàíèé â ðàñïðåäåëåíèè äîõîäîâ â îäíîé èç ñòðàí êðèâàÿ Ëîðåíöà OBA
(ðèñ. 1) ìîæåò áûòü îïèñàíà óðàâíåíèåì y = 1 −

√
1− x2

, ãäå x � äîëÿ íàñåëåíèÿ, à y � äîëÿ äîõîäîâ íàñåëåíèÿ.

Âû÷èñëèòü êîý��èöèåíò Äæèíè.
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O x
1

1
y

A

0,9

0,1

0,1 0,10,8
O x

1

1
y

A

0,8

0,1

0,1 0,10,8

0,1

�èñ. 5.30: Ïåðâàÿ ìîäåëü �èñ. 5.31: Âòîðàÿ ìîäåëü

Ïîñêîëüêó S△OAC = 1/2, òî êîý��èöèåíò Äæèíè

G =
SOAB

S△OAC
= 1− SOBAC

S△OAC
= 1− 2SOBAC .

Ïîýòîìó

G = 1− 2

(

1−
∫ 1

0

√

1− x2 dx

)

= 2

∫ 1

0

√

1− x2 dx− 1.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæíî ïîñ÷èòàòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð, èñïîëüçóþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èëè ñ

ïîìîùüþ çàìåíû x = sin t. Èñïîëüçóÿ äàííóþ çàìåíó, ïîëó÷àåì

∫ 1

0

√

1− x2 dx =

∫ π/2

0

cos2 t dt = (1/2)

∫ π/2

0

(1 + cos 2t) dt = (1/2)

∫ π/2

0

dt = π/4.

Èòàê, êîý��èöèåíò Äæèíè G = π/2− 1 ≈ 0.57 . . . .
Äîñòàòî÷íî âûñîêèé êîý��èöèåíò Äæèíè ïîêàçûâàåò ñóùåñòâåííî íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ ñðåäè

íàñåëåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ñòðàíå.



�ëàâà 6

�ÿäû

6.1 Çíàêîïîñòîÿííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 6.1.1. Çíàêîïîñòîÿííûå ðÿäû èìåþò âèä

∞∑

n=1

an, ãäå âñå an îäíîãî çíàêà. Íàïðèìåð, åñëè âûïîëíåíî

an ≥ 0 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, ëèáî âûïîëíåíî an ≤ 0 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.

Îïðåäåëåíèå 6.1.2. ×àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà

+∞∑

n=1

an áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç SN =
N∑

n=1

an.

Îïðåäåëåíèå 6.1.3. �ÿä ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí ñëåäóþùèé ïðåäåë

S = lim
N→+∞

SN ,

êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ ìû íàçûâàåì ñóììîé ðÿäà.

Ï ð è ì å ð 6.1.1. �àññìîòðèì ðÿä

+∞∑

n=1

1
n(n+1)

. Ñïðàâåäëèâî

SN =

N∑

n=1

1

n(n+ 1)
=

N∑

n=1

(
1

n
− 1

(n+ 1)

)

= 1− 1

N + 1
.

Ïîñêîëüêó lim
N→+∞

SN ñóùåñòâóåò è ðàâåí åäèíèöû, òî èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà 1.

Òåîðåìà 6.1.1 (êðèòåðèé Êîøè). �ÿä ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀m,n > N , n ≥
m |am + am+1 + . . .+ an| ≤ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì, óæå äîêàçàííûé, êðèòåðèé Êîøè ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {SN}+∞
N=1.

Çàìå÷àíèå 51. Ñäåëàåì âàæíûé âûâîä î òîì, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå íå âëèÿåò íà ñõîäèìîñòü

ðÿäà. Ò.å. ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

+∞∑

n=1

an è

+∞∑

n=N

an äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî N ∈ N ðàâíîñèëüíû. Ñóììû ýòèõ äâóõ

ðÿäîâ, êîíå÷íî æå ðàçëè÷íû äëÿ N 6= 1.

Ï ð è ì å ð 6.1.2. �àññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

+∞∑

n=1

1
n
. Èñïîëüçóÿ îòðèöàíèå êðèòåðèÿ Êîøè äîêàæåì, ÷òî

ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Ïóñòü ε = 1/2. Ïîëîæèì m = N , n = 2N , òîãäà

1

N
+

1

N + 1
+ · · ·+ 1

2N
> N · 1

2N
=

1

2
= ε.

Òàêèì îáðàçîì ãàðìîíè÷åñêèèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

229
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Ñëåäñòâèå 6.1.1 (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè). Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ ⇒ lim
n→+∞

an = 0.

Äàííûì ïðèçíàêîì ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè lim
n→+∞

an 6= 0 ëèáî ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò è ðàâåí íóëþ, òî îñäåëàòü âûâîäû î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà íåëüçÿ, òðåáóåòñÿ

äîïîëíèòåëüíîå èñëåäîâàíèå.

Ï ð è ì å ð 6.1.3. �àññìîòðèì ðÿä

+∞∑

n=1

n− 1
n
. Ïîñêîëüêó

lim
n→+∞

n− 1
n = 1,

òî èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 6.1.2 (ñðàâíåíèÿ). Äàíû äâà ðÿäà

∞∑

n=1

an,
∞∑

n=1

bn ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè an, bn ≥ 0 è

íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà C > 0.

1) Åñëè ∀n ≥ N0 an ≤ Cbn; (B) - ñõîäèòñÿ ⇒ (A) - ñõîäèòñÿ; (A) - ðàñõîäèòñÿ ⇒ (B) - ðàñõîäèòñÿ.

2) Åñëè ∀n ≥ N0, an, bn > 0
an+1

an
≤ bn+1

bn
(B) - ñõîäèòñÿ ⇒ (A) - ñõîäèòñÿ; (A) - ðàñõîäèòñÿ ⇒ (B) -

ðàñõîäèòñÿ.

3) Åñëè ∃ lim
n→+∞

an
bn

= k, bn > 0,∀n > N0, 0 < k < +∞ ⇒ (A) ⇔ (B) - ñõîäÿòñÿ (ðàñõîäÿòñÿ) îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç îöåíêè 0 6 am + am+1 + . . .+ an 6 C(bm + . . .+ bn), ïîëó÷àåì, åñëè (B) - ñõîäèòñÿ, òî ïðàâàÿ
÷àñòü < ε⇒ (A) - ñõîäèòñÿ, äð. àíàëîãè÷íî (êðèòåðèé Êîøè).

2)Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ∀n ∈ N
a2
a1

≤ b2
b1
, a3
a2

≤ b3
b2
, . . . ,

aN+1

aN
≤ bN+1

bN
, ïåðåìíî-

æèì âñå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

aN+1

a1
≤ bN+1

b1
⇒ ak <

a1
b1
bk.

3) ∀ε > 0 ∃N : ∀n > N bn(K − ε) ≤ an ≤ bn(K + ε), èç 1) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ï ð è ì å ð 6.1.4. Èññëåäîâàòü âîïðîñ î ñõîäèìîñòè äëÿ ðÿäà

+∞∑

n=1

ln
(
cos−1 1

n

)
.

�åøåíèå. Ïîñêîëüêó

ln

(

cos−1 1

n

)

∼ 1

2n2
, (n→ +∞),

òî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä èç òåîðåìû ñðàâíåíèÿ î òîì, ÷òî èñõîäíûé ðÿä è ðÿä

+∞∑

n=1

1
2n2 ëèáî ñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî,

ëèáî ðàñõîäÿòñÿ. Òåïåðü èç îöåíêè

0 6
1

2n2
6

1

n(n+ 1)

è òîãî, ÷òî ðÿä

+∞∑

n=1

1
n(n+1)

ñõîäèòñÿ (ñì. ïðèìåð 6.1.1) äåëàåì âûâîä îïÿòü èç òåîðåìû ñðàâíåíèÿ î òîì, ÷òî ðÿä

+∞∑

n=1

1
2n2

òàêæå ñõîäèòñÿ, à ñëåäîâàòåëüíî è èñõîäíûé.

6.1.1 Ïðèçíàêè Êîøè (ðàäèêàëüíûé è èíòåãðàëüíûé)

Òåîðåìà 6.1.3 (ïðèçíàê Êîøè î ñõîäèìîñòè ðÿäà). �àññìîòðèì ðÿä

∑
cn, cn ∈ C. Ïóñòü q = lim

n→+∞
n
√

|cn|. Òîãäà

• q < 1 - ðÿä ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì àáñîëþòíî;

• q > 1 - ðÿä ðàñõîäèòñÿ;

• q = 1 - íåèçâåñòíî ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ. Òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòî ñâîäèòüñÿ ê ñðàâíåíèþ ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè

è ïðèìåíåíèþ íåîáõîäèìîãî ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàñõîäèìîñòè.
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a. Ïóñòü

q = limn→+∞
n
√

|cn| < 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò q̃ ∈ (q; 1) òàêîå, ÷òî ∃N ∈ N ∀n > N n
√

|cn| < q̃ < 1. Îòêóäà

|cn| < (q̃)n, 0 < q̃ < 1.

Ïîñêîëüêó ðÿä

∑∞
n=1(q̃)

n
ñõîäèòñÿ (áåñêîíå÷íàÿ óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ), òî èç ïðèçíàêà ñðàâ-

íåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî èñõîäíûé ðÿä òàêæå ñõîäèòñÿ.

b. Åñëè

limn→+∞
n
√

|cn| > 1,

òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk}+∞
k=1 íàòóðàëüíîãî ðÿäà òàêàÿ, ÷òî limk→+∞ nk

√
|cnk | > 1. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , ÷òî äëÿ ëþáîãî k > N âûïîëíÿåòñÿ

nk
√

|cnk | > 1. Îòêóäà
|cnk | > 1 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k > N . Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè íå âûïîëíåí, ò.å. ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû

∞∑

n=1

1
n
� ðàñõîäèòñÿ, à ðÿä

∞∑

n=1

1
n2 � ñõîäèòñÿ. Âîïðîñû ñõîäèìîñòè è ðàñõîäèìîñòè äàííûõ

ðÿäîâ ìîæíî äîêàçàòü íàïðÿìóþ, íî ëåã÷å ñîñëàòüñÿ íà èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê, êîòîðûé áóäåò äîêàçàí íèæå.

Ï ð è ì å ð 6.1.5. Èññëåäîâàòü âîïðîñ î ñõîäèìîñòè äëÿ ðÿäà

∑+∞
n=1

2+(−1)n

3n
.

�åøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Êîøè, ñîãëàñíî êîòîðîìó

q = lim
n→+∞

n

√

2 + (−1)n

3n
= lim

n→+∞
n

√

3

3n
=

1

3
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî ðÿä ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 6.1.4 (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè). Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) � ìîíîòîííà íà [1; +∞) è an = f(n). Òîãäà
∞∑

n=1

an ⇔
∞∫

1

f(x)dx � ñõîäÿòñÿ (ðàñõîäÿòñÿ) îäíîâðåìåííî.

Çàìå÷àíèå 52. Âìåñòî åäèíèöû êàê â èíòåãðàëå, òàê è â ñóììå ìîæíî ïîäñòàâèòü ïðîèçâîëüíîå N ∈ N, ò.å. òåîðåìà

áóäåò óòâåðæäàòü î ðàâíîñèëüíîñòè ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑

n=N

an è èíòåãðàëà

∞∫

N

f(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ f(x) ìîíîòîííî óáûâàåò (ñì. ðèñ. 6.3).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî limx→+∞ f(x) 6= 0 (ñì. ðèñ. 6.1, 6.2), íî òîãäà, êàê ýòî ñëåäóåò èç íåîáõîäèìûõ ïðèçíàêîâ ñõîäè-

O x

y

f( )x

n

a1

1 21 3

a2

a3

an

O x

y

f( )x

n

a1

1 21 3

a2

a3

an

�èñ. 6.1: �èñ. 6.2:

ìîñòè ðÿäà è íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà è ðÿä è èíòåãðàë ðàñõîäÿòñÿ. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî limx→+∞ f(x) = 0.
Òîãäà èç ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ âûòåêàåò, ÷òî f(x) > 0 äëÿ ëþáîãî x > 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:
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O x

y

f( )x

n

a1

1 21 3

a2

a3

an

�èñ. 6.3:

a1 ≥ f(x) ≥ a2, x ∈ [1, 2],

a2 ≥ f(x) ≥ a3, x ∈ [2, 3],

. . . ,

aN ≥ f(x) ≥ aN+1, x ∈ [N,N + 1].

Èíòåãðèðóåì êàæäîå íåðàâåíñòâî ïî îòðåçêó è ñóììèðóåì:

N∑

n=1

an ≥
N+1∫

1

f(x)dx ≥
N+1∑

n=2

an.

Èç ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, è íàîáîðîò, åñëè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ,

òî ðÿä ñõîäèòñÿ, à òàêæå ðàñõîäèìîñòü ðÿäà âëå÷¼ò ðàñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, è íàîáîðîò, ðàñõîäèìîñòü

íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà âëå÷¼ò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà.

Ïîÿñíèì ñêàçàííîå: ïóñòü, íàïðèìåð ðÿä ñõîäèòñÿ òîãäà èç íåðàâåíñòâà

∑N
n=1 an ≥

N+1∫

1

f(x)dx è

S = limN→+∞
∑N

n=1 an, ãäå S ñóììà ðÿäà, âûòåêàåò îöåíêà S >
∫ N+1

1
f(x)dx. Òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ g(t) =

∫ t

1
f(x)dx

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (ââèäó íåîòðèöàòåëüíîñòè �óíêöèè f(x)) è îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Âåé-
åðøòðàññà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limt→+∞ g(t) èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∫ +∞
1

f(x)dx.

Ï ð è ì å ð 6.1.6. �àññìîòðèì ðÿä

+∞∑

n=1

1
np , p ∈ R. Ñïðàâåäëèâî

a. Ïóñòü p < 0. Òîãäà lim
n→+∞

an = +∞. Ñëåäîâàòåëüíî íå âûïîëíåí íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè è ðÿä ðàñõî-

äèòñÿ.

b. Ïóñòü p = 0. Òîãäà lim
n→+∞

an = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è ðàíåå, íå âûïîëíåí íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè è

ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

. Ñëó÷àé p 6 0 ìû ðàçîáðàëè èñïîëüçóþ íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè, íî ìîæíî ñðàçó äëÿ ëþáîãî p ∈ R ðåøèòü

âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîãî ïðèçíàêà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f(x) = 1
xp �

ìîíîòîííà ïðè ëþáîì p ∈ R, òî ñõîäèìîñòü ðÿäà îïðåäåëèì ïî ïîâåäåíèþ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà. Èíòåãðàë

∞∫

1

1
xp dx, êàê íàì èçâåñòíî, ñõîäèòñÿ ïðè p > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè äðóãèõ p 6 1. Çíà÷èò ñóììà âåä¼ò ñåáÿ òàêèì

æå îáðàçîì.

Çàìå÷àíèå 53. Èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà âûòåêàåò, ÷òî åñëè ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðàñòàåò è îãðàíè-

÷åíà, òîãäà ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë. Òàêèì îáðàçîì, åñëè an ≥ 0,
∑∞

n=1 an ≤ C, òî ðÿä
(A) - ñõîäèòñÿ.

6.1.2 Ïðèçíàê Êóììåðà è �àóññà

Òåîðåìà 6.1.5 (ïðèçíàê Êóììåðà).

∞∑

n=1

an,
∞∑

n=1

cn, an, cn > 0. Ïóñòü ðÿä

∞∑

n=1

1
cn

� ðàñõîäèòñÿ è ñóùåñòâóåò
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ïðåäåë lim
n→+∞

(

cn
an

an+1
− cn+1

)

= k. Òîãäà

• åñëè k > 0 ⇒ (A), òî ðÿä (A) ñõîäèòñÿ;

• åñëè k < 0, òî ðÿä (A) ðàñõîäèòñÿ;

• åñëè k = 0, òî ðÿä (A) ìîæåò êàê ñõîäèòñÿ, òàê è ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü k > 0. Òîãäà ∀n ≥ N0 cn
an

an+1
− cn+1 ≥ δ > 0, cnan − cn+1an+1 ≥ δan+1 > 0, cnan > cn+1an+1 > 0 ⇒ cnan ↓⇒

∃ lim
n→+∞

ancn, ñóììèðóÿ, ïîëó÷èì

N1∑

n=N0

(cnan − cn+1an+1) = cN0aN0 − cN1+1aN1+1 ≥ δ

N1∑

n=N0

an, N1 → +∞

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû îãðàíè÷åíû ñâåðõó ⇒ [ò.ê. ðÿä çíàêîïîñòîÿííûé℄ ðÿä ñõîäèòñÿ.

2. Ïóñòü k < 0. Òîãäà cn
an

an+1
− cn+1 ≤ 0, èëè ÷òî ðàâíîñèëüíî

an+1

an
≥ cn

cn+1
=

1
cn+1

1
cn

. Îòêóäà èç ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ

èç ðàñõîäèìîñòè

(
1
C

)
ñëåäóåò, ÷òî ðÿä (A) òàêæå ðàñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 6.1.2 (ïðèçíàê Äàëàìáåðà). Ïóñòü äëÿ ðÿäà

∑+∞
n=1 an, an > 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

q = lim
n→+∞

an+1

an
.

Òîãäà åñëè q < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ, q > 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ, â ñëó÷àå q = 1 òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èñëåäîâàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü cn = 1, ïðèìåíèì ïðèçíàê Êóììåðà k = lim
n→+∞

(
1

Dn
− 1
)

, Dn =
an+1

an
; q = lim

n→+∞
an+1

an
> 1 -

ðàñõîäèòñÿ, < 1 - ñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 6.1.3 (ïðèçíàê �ààáå). Ïóñòü äëÿ ðÿäà

∑+∞
n=1 an, an > 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

R = lim
n→+∞

n

(
an
an+1

− 1

)

.

Òîãäà åñëè R > 1 ðÿä ñõîäèòñÿ, R < 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ, â ñëó÷àå R = 1 òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èñëåäîâàíèå.

Çàìå÷àíèå 54. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó

an
an+1

= 1 +
R

n
· (1 + o(1)) , n→ +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∞∑

n=1

an, an > 0, cn = n; n an
an+1

− (n+ 1) = n
(

an
an+1

− 1
)

− 1 = Rn − 1. Åñëè lim
n→+∞

Rn = R ∈ R, R > 1

- ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè < 1 - ðàñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 6.1.4 (ïðèçíàê Áåðòðàíà). Ïóñòü äëÿ ðÿäà

∑+∞
n=1 an, an > 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

B = lim
n→+∞

(

n

(
an
an+1

− 1

)

− 1

)

lnn.

Òîãäà åñëè B > 1 ðÿä ñõîäèòñÿ, B < 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ, â ñëó÷àå B = 1 òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èñëåäîâàíèå.
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Çàìå÷àíèå 55. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó

an
an+1

= 1 +
1

n
+

B

n lnn
· (1 + o(1)) , n→ +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü cn = n lnn. Òîãäà ðÿä
∑

1
n lnn

� ðàñõîäèòñÿ. �àññìîòðèì âûðàæåíèå èç ïðèçíàêà Êóììåðà:

an
an+1

n lnn− (n+ 1) ln (n+ 1) = lnn

(

n

(
an
an+1

− 1

)

− 1

)

− (n+ 1) ln (n+ 1) + (n+ 1) lnn.

Ñïðàâåäëèâî

−(n+ 1) ln (n+ 1) + (n+ 1) lnn→ −1, n→ +∞.

Ïîëîæèì Bn = lnn
(

n
(

an
an+1

− 1
)

− 1
)

. Òîãäà èç ïðèçíàêà Êóììåðà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êîíñòàíòû B = lim
n→+∞

Bn

âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Åñëè B > 1, òî ðÿä
∑+∞

n=1 an ñõîäèòñÿ, åñëè B < 1, òî ðàñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 6.1.5 (ïðèçíàê �àóññà).

∞∑

n=1

an, an > 0. Åñëè

an
an+1

= λ+
µ

n
+ o

(
1

n lnn

)

, n→ +∞,

òî åñëè λ > 1 - ðÿä ñõîäèòñÿ, λ = 1, µ > 1 - ñõîäèòñÿ; èíà÷å ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ íåñêîëüêèõ ñëó÷àåâ.

• Ïóñòü λ > 1 ëèáî λ < 1. Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ïðèçíàêà Äàëàìáåðà;

• Ïóñòü λ = 1, à µ > 1 ëèáî µ < 1. Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ïðèçíàêà �ààáå. Äåéñòâèòåëüíî,

n
(

an
an+1

− 1
)

= µ+ o
(

1
lnn

)
, limRn = µ;

• Ïóñòü λ = µ = 1. Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ïðèçíàêà Áåðòðàíà. Äåéñòâèòåëüíî,

n
(

an
an+1

− 1
)

− 1 = o
(

1
lnn

)
, óìíîæàÿ íà lnn, ïîëó÷èì Bn = o(1) ⇒ B = 0.

Ï ð è ì å ð 6.1.7. Èññëåäîâàòü âîïðîñ î ñõîäèìîñòè äëÿ ðÿäà

∑+∞
n=1

7·n!
(an)n

ïðè a = 1 è ïðè a = 1/3.

�åøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà, ñîãëàñíî êîòîðîìó

q = lim
n→+∞

an+1

an
= lim

n→+∞

(
7 · (n+ 1)!

(a(n+ 1))n+1
· (an)

n

7 · n!

)

= lim
n→+∞

(
1

a
·
(

n

n+ 1

)n)

=
1

a · e .

Ñëåäîâàòåëüíî ïðè a = 1 ïîëó÷àåì q = 1/e < 1, ò.å. ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä ñõîäèòñÿ. Ïðè a = 1/3 ïîëó÷àåì

q = 3/e > 1, ò.å. ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ï ð è ì å ð 6.1.8. Èññëåäîâàòü âîïðîñ î ñõîäèìîñòè äëÿ ðÿäà

∑+∞
n=1

7·n!
(an)n

ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ a.

�åøåíèå. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó è ïðèçíàêó Äàëàìáåðà, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

• ïðè a > 1/e ðÿä ñõîäèòñÿ;

• ïðè a ∈ (0; 1/e) ðÿä ðàñõîäèòñÿ;

• íà ñëó÷àé a = 1/e ïðèçíàê Äàëàìáåðà âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà íå äà¼ò îòâåòà. Ïîïðîáóåì èñïîëüçîâàòü

ïðèçíàê �àóññà

1

an
an+1

=
1

e
·
(
n+ 1

n

)n

=
1

e
· en ln(1+ 1

n ) = e
−1+n

(

1
n
− 1

2n2 +O
(

1
n3

))

=

= e
− 1

2n
+O

(

1
n2

)

= 1− 1

2n
+O

(
1

n2

)

, (n→ +∞).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó �àóññà ñ ïàðàìåòðàìè λ = 1, µ = −1/2 äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

1

Äëÿ ñëó÷àÿ a = e ìîæíî áûëî áû ðåøèòü çàäà÷ó è ïðè ïîìîùè ïðèçíàêà �ààáå.
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Èç ïðèçíàêà Êóììåðà ìîæíî ïîëó÷èòü ãîðàçäî áîëüøå ïðèçíàêîâ, ÷åì ïðèâåäåíî âûøå. Ïîìèìî òàêèõ, íàïðèìåð,

êàê ïðèçíàêè Äàëàìáåðà, �ààáå, �àóññà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèçíàêîâ îáû÷íî äàåòñÿ ïðèìåð

∑+∞
n=2

1
n(lnn)p

. Ïî èíòåãðàëü-

íîìó ïðèçíàêó Êîøè ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî äàííûé ðÿä â ñëó÷àå p > 1 ñõîäèòñÿ, à èíà÷å p 6 1 ðàñõîäèòñÿ. Åñëè æå

ïîïûòàòüñÿ ïðèìåíèòü ïðèçíàê �àóññà, òî ïîëó÷àåì

an
an+1

= 1 +
1

n
+

p

n lnn
+O

(
1

n2 lnn

)

, (n→ +∞), (6.1.1)

ãäå çà an îáîçíà÷åíî

1
n(lnn)p

. Ò.å. ïðèçíàê �àóññà îêàçûâàåòñÿ áåññèëåí. Ìîæíî ïðåäëîæèòü óñèëèòü ïðèçíàê �àóññà

(íà îñíîâå ïðèçíàêà Êóììåðà) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Òåîðåìà 6.1.6. Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè âûïîëíåíî

an
an+1

= λ1 +
λ2

n
+

λ3

n lnn
+

λ4

n lnn ln lnn
+

+
λ5

n lnn ln lnn ln ln lnn
+ o

(
1

n lnn ln lnn ln ln lnn ln ln ln lnn

)

, (n→ +∞),

òîãäà åñëè

λ1 > 1,

λ1 = 1, λ2 > 1,

λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 > 1,

λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = 1, λ4 > 1,

λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = 1, λ4 = 1, λ5 > 1,

òî ðÿä ñõîäèòñÿ. Èíà÷å äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Òåïåðü óæå ìîæíî ñêàçàòü êîãäà ðÿä

∑+∞
n=2

1
n(lnn)p

ñõîäèòñÿ, ýòî ñðàçó âûòåêàåò èç ðàçëîæåíèÿ (6.1.1). È âîîáùå

ãîâîðÿ, ìîæíî áûëî âñåãî ëèøü îäíîé èíäóêöèåé óñèëèòü ïðèçíàê �àóññà,òî åñòü èç ðàçëîæåíèÿ

an
an+1

= λ1 +
λ2

n
+

λ3

n lnn
+

m∑

k=2

λk+2

n lnn · ln lnn · · · · · ln ln . . . ln
︸ ︷︷ ︸

k−ðàç

n
+

+ o







1

n lnn · ln lnn · · · · · ln ln . . . ln
︸ ︷︷ ︸

m−ðàç

n · ln ln . . . ln
︸ ︷︷ ︸

m+1−ðàç

n






, (n→ +∞),

ñäåëàòü âûâîä î ñõîäèìîñòè çíàêîïîñòîÿííîãî ðÿäà

∑+∞
n=1 an. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïîñìîò-

ðåòü, íàïðèìåð, â [9℄.

Åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî ïðèçíàêà �àóññà â áîëåå ñëàáîé �îðìóëèðîâêå

Ëåììà 31. �àññìîòðèì ðÿä

∞
∑

n=1
an, an > 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

an

an+1
= 1 +

µ

n
+ αn,

ãäå

∞
∑

n=1
αn àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî an ∼ C/nµ

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ln

(

an

an+1

)

= ln
(

1 +
µ

n
+ αn

)

=
µ

n
+ αn +

(µ
n
+ αn)2

2
· (1 + o(1)) =

µ

n
+ βn,
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ãäå

∞
∑

n=1
βn àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä.

ln

(

a1

an

)

=

(

a1

a2

)

+

(

a2

a3

)

+ · · ·+
(

an−1

an

)

=
n
∑

k=1

µ

n
+

n
∑

k=1

βn = µ lnn+ C∗ + o(1), n→ +∞.

Çäåñü èñïîëüçîâàëè ðàâåíñòâà

n
∑

k=1

1

n
= lnn+ γ + o(1), n→ +∞,

n
∑

k=1

βn = B + o(1), n→ +∞.

ãäå γ � êîíñòàíòà Ýéëåðà. Îòêóäà

a1

an
= exp

(

ln

(

a1

an

))

= exp (µ lnn+ C∗ + o(1)) ∼ nµ · eC∗
, n → +∞.

Òåîðåìà 6.1.7 (ïðèçíàê �àóññà). �àññìîòðèì çíàêîïîñòîÿííûé ðÿä

∞
∑

n=1
an, an > 0. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî

an

an+1
= λ+

µ

n
+O

(

1

n1+ε

)

, n→ +∞.

Òîãäà åñëè λ > 1 - ðÿä ñõîäèòñÿ, λ = 1, µ > 1 - ñõîäèòñÿ; èíà÷å ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

an+1

an
=

1

λ
+ o(1), n → +∞,

òî èç ïðèçíàêà Äàëàìáåðà âûòåêàåò, ÷òî â ñëó÷àå λ > 1 ðÿä
∞
∑

n=1
an ñõîäèòñÿ, â ñëó÷àå λ < 1 ðàñõîäèòñÿ.

Ïóñòü λ = 1. Ïîëîæèì αn = O
(

1
n1+ε

)

, ðÿä

∞
∑

n=1
αn àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0

òàêàÿ, ÷òî an ∼ C/nµ
, n → +∞. Îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóéòå ïðèçíàêè Êîøè (ðàäèàëüíûé è èíòåãðàëüíûé).

2. Ñ�îðìóëèðóéòå ïðèçíàê Äàëàìáåðà.

3. Ñ�îðìóëèðóéòå ïðèçíàê �àóññà.

Óïðàæíåíèÿ ê 6.1

Óïðàæíåíèå 6.1.1. Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü ðÿäû (çäåñü p ∈ R):

(a)

+∞∑

n=1

5 + (−1)n

2n
; (b)

+∞∑

n=1

2n + lnn

3n
; (c)

∞∑

n=1

1

1 + lnn
; (d)

∞∑

n=1

arctg n

n+ 1
;

(e)

∞∑

n=2

sin3(n!)

n ln2 n
; (f)

∞∑

n=1

n2 + p

3n2 + 1
; (g)

∞∑

n=1

sin(sin(1/n))

np
; (h)

∞∑

n=1

(

1− cos
3

n

)

.

Óïðàæíåíèå 6.1.2. Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü ðÿäû (çäåñü p ∈ R):

(a)

+∞∑

n=1

(2n)!!

(2n+ 1)!!
; (b)

+∞∑

n=1

2n(n!)2

4 · 11 · . . . (2n2 + n+ 1)
; (c)

∞∑

n=1

n!en

nn+p
.

Óïðàæíåíèå 6.1.3. Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü ðÿä (çäåñü p, q, s ∈ R):

+∞∑

n=3

1
(
1 + s

3 ln 3 ln ln 3

) (
1 + s

4 ln 4 ln ln 4

)
. . .
(
1 + s

n lnn ln lnn

) · nq

lnp n
.

Îòâåòû: 6.1.1 (), (d), (f) � ðàñõîäÿòñÿ, âñå îñòàëüíûå ñõîäÿòñÿ. 6.1.2 (a), (b) � ðàñõîäÿòñÿ, () ïðè p > 3/2 �

ñõîäèòñÿ, ïðè p 6 3/2 � ðàñõîäèòñÿ. 6.1.3 ïðè q < −1 ðÿä ñõîäèòñÿ, ïðè q > −1 ðàñõîäèòñÿ; ïðè q = −1, p > 1
ñõîäèòñÿ, ïðè q = −1, p < 1 ðàñõîäèòñÿ; ïðè q = −1, p = 1, s > 1 ñõîäèòñÿ, ïðè q = −1, p = 1, s 6 1 ðàñõîäèòñÿ.
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6.2 Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 6.2.1. Çíàêîïåðåìåííûìè ðÿäàìè íàçûâàþòñÿ ðÿäû, êîòîðûå íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì çíà-

êîïîñòîÿíñòâà. Íàïðèìåð ðÿä

∑
n∈N

(−1)nan, an > 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N íàçûâàåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ

ðÿäîì.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå Al =
l∑

k=m−1

ak. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ak = Ak −Ak−1.

Ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ.

n∑

k=m

akbk =

n∑

k=m

(Ak −Ak−1)bk =

n∑

k=m

Akbk −
n∑

k=m

Ak−1bk

Ñäåëàâ çàìåíó k̃ = k − 1, ïðîäîëæèì

n∑

k=m

Akbk −
n−1∑

k̃=m−1

Ak̃bk̃+1 =

n∑

k=m

Ak(bk − bk+1) +Anbn+1 −Am−1bm.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî:

n∑

k=m

akbk =

n∑

k=m

Ak(bk − bk+1) +Anbn+1 −Am−1bm,

êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Àáåëÿ.

Ëåììà 32. Åñëè bn � ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî

∣∣∣∣∣
n∑

k=m

akbk

∣∣∣∣∣ ≤ 4 max
k=m−1,n

|Ak| ·max{|bm|, |bn+1|}.

Äîêàçàòåëüñòâî. ∣∣∣∣∣
n∑

k=m

akbk

∣∣∣∣∣ ≤ (max |Ak|) ·
∣∣∣
∑

|bk − bk+1|+ |bn+1|+ |bm|
∣∣∣ ,

ò.ê. bn - ìîíîòîííàÿ, òî
∑ |bk − bk+1| = |bn+1 − bm|.

Òåîðåìà 6.2.1 (ïðèçíàê Äèðèõëå).

∞∑
n=1

anbn. Åñëè äëÿ ∀N
∣∣∣∣
N∑
k=1

ak

∣∣∣∣ ≤ c è bn �0⇒ ðÿä ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäûäóùåé ëåììîé. max |Ak| - îãðàíè÷åí. max{|bm|, |bn+1|} - ìîæåò áûòü
ñêîëü óãîäíî ìàëûì. Äåëàåì ñóììó < ε è ïî êðèòåðèþ Êîøè ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 6.2.2 (ïðèçíàê Àáåëÿ). Åñëè bn � ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ðÿä

∞∑
n=1

an

ñõîäèòñÿ, òî

∞∑
n=1

anbn ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé. max |Ak| → 0, êðèòåðèé Êîøè, max{|bm|, |bn+1|} - îãðàíè÷åí.
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Çàìå÷àíèå 56. Ïðèçíàê Àáåëÿ ìîæíî áûëî áû äîêàçàòü èñïîëüçóÿ ïðèçíàê Äèðèõëå. Äåéñòâèòåëüíî,

ïóñòü ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ. Ïîñêîëüêó bn � ìîíîòîííàÿ è îãðàíè÷åííàÿ, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

limn→+∞ bn, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç b. Òîãäà

∞∑

n=1

anbn =

∞∑

n=1

an(bn − b) + b

∞∑

n=1

an.

Òåïåðü ïåðâûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå, à âòîðîé ïî óñëîâèþ.

Ñëåäñòâèå 6.2.1 (ïðèçíàê Ëåéáíèöà).

∞∑
n=1

(−1)n+1 · bn, bn ≥ 0(≤ 0), åñëè bn �0⇒ ðÿä ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå ïðè an = (−1)n+1
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ï ð è ì å ð 6.2.1. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

N∑

n=0

sinnx =
sin N+1

2 x · sin N
2 x

sin x
2

;

N∑

n=0

cosnx =
sin N+1

2 x · cos N2 x
sin x

2

.

Äàííûå ðàâåíñòâà ÷àñòî áûâàþò ïîëåçíûìè ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà î ñõîäèìîñòè ðÿäà ïðè ïîìîùè ïðè-

çíàêà Äèðèõëå. Äåéñòâèòåëüíî,

N∑

n=0

einx =
1− ei(N+1)x

1− eix
=
ei

N+1
2 x

(
e−i

N+1
2 x − ei

N+1
2 x
)

ei
x
2

(
e−i

x
2 − ei

x
2

) =

= ei
N
2 x · sin

N+1
2 x

sin x
2

=

(
cos

N

2
x+ i sin

N

2
x

)
· sin

N+1
2 x

sin x
2

.

Îñòàåòñÿ îòäåëèòü âåùåñòâåííóþ ÷àñòü è ìíèìóþ.

Ï ð è ì å ð 6.2.2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü

∞∑

n=1

sin(nπ/8)

np
, p ∈ R.

a. Èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà âûòåêàåò:

∣∣∣
N∑

n=1

sin(nπ/8)
∣∣∣ 6 1

sin π
16

,

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N. Ïîñêîëüêó ïðè p > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn = 1
np ìîíîòîííî óáûâàåò ê

íóëþ, òî èç ïðèçíàêà Äèðèõëå âûòåêàåò ñõîäèìîñòü èñõîäíîãî ðÿäà ïðè p > 0.

b. Ïóñòü p 6 0. Òîãäà

lim
m→+∞

sin (4+16m)π
8

(4 + 16m)p
= lim
m→+∞

1

(4 + 16m)p
6= 0, p 6 0,

ò.å. íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà, ñëåäîâàòåëüíî èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Îòâåò. Ïðè p > 0 ðÿä ñõîäèòñÿ; ïðè p 6 0 � ðàñõîäèòñÿ.
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Òåîðåìà 6.2.3 (ïðèçíàê ñõîäèìîñòè). Åñëè äëÿ çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà

∞∑
n=1

(−1)n · bn, bn > 0, ∀n ∈ N

ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

bn
bn+1

= λ+ µ
n + o

(
1
n

)
, n→ +∞, òî

• â ñëó÷àå λ > 1 ðÿä ñõîäèòñÿ (ïðè÷åì àáñîëþòíî), â ñëó÷àå λ = 1, µ > 0 � ñõîäèòñÿ;

• â ñëó÷àå λ < 1 ëèáî λ = 1, µ < 0 � ðàñõîäèòñÿ;

• â ñëó÷àå λ = 1, µ = 0 � òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Â ñëó÷àå λ > 1 äîñòàòî÷íî âçÿòü ðÿä èç ìîäóëåé:

∞∑
n=1

bn è ñîñëàòüñÿ íà ïðèçíàê Äà-

ëàìáåðà. Â ñëó÷àå λ < 1 ïîëó÷àåì ðàñõîäèìîñòü, ïîñêîëüêó íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìûé ïðèçíàê

ñõîäèìîñòè.

2. Ñëó÷àé λ = 1, µ > 0.

1à) ∀ε > 0 ∃N = N(ε) ∈ N : ∀n ≥ N 1 + µ−ε
n < bn

bn+1
< 1 + µ+ε

n ; ε = µ
2 , òîãäà

1 +
µ

2N
≤ bN
bN+1

< 1 +
3µ

2N

. . .

1 +
µ

2m
≤ bm
bm+1

< 1 +
3µ

2m
,

ïåðåìíîæèì âñå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

m∏

k=N

(
1 +

µ

2k

)
≤ bN
bm+1

≤
m∏

k=N

(
1 +

3µ

2k

)
,

0 < bm+1 <
bN∏(
1 + µ

2k

) ≤ bN
1 + µ

2N + . . .+ µ
2m

=⇒ bm+1 → +0,m→ +∞.

1á) bn ìîíîòîííàÿ,
bn
bn+1

> 1, ò.ê. µ > 0 ⇒ [ïðèçíàê Ëåéáíèöà℄ ðÿä ñõîäèòñÿ.

3. Ñëó÷àé λ = 1, µ < 0. ∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n > N bn
bn+1

< 1, íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìûé ïðèçíàê

ñõîäèìîñòè, ò.å. ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Äàííàÿ òåîðåìà íåñëîæíî îáîùàåòñÿ íà áîëåå îáùèé âèä:

Òåîðåìà 6.2.4. �àññìîòðèì çíàêîïåðåìåííûé ðÿä

∑∞
n=1(−1)n ·bn, ãäå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ bn > 0

âûïîëíåíî

bn
bn+1

= λ1 +
λ2
n

+
λ3

n lnn
+

m∑

k=2

λk+2

n lnn · ln lnn · · · · · ln ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
k−ðàç

n
+

+ o




1

n lnn · ln lnn · · · · · ln ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
m−1−ðàç

n · ln ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
m−ðàç

n


 , (n → +∞),

òîãäà åñëè
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λ1 > 1,

λ1 = 1, λ2 > 0,

λ1 = 1, λ2 = 0, λ3 > 0,

λ1 = 1, λ2 = 0, λ3 = 0, λ4 > 0,

λ1 = 1, λ2 = 0, λ3 = 0, λ4 = 0, λ5 > 0,

. . .

λ1 = 1, λ2 = 0, . . . λm+1 = 0, λm+2 > 0.

òî ðÿä ñõîäèòñÿ. Èíà÷å, êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà λ1 = 1 è λi = 0, i = 2, . . . ,m + 2, äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ñëó÷àé λ1 = 1 è λi = 0, i = 2, . . . ,m+2 çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ î-ìàëîãî, ïîýòîìó èç äàííîãî ðàçëîæåíèÿ

âûâîä î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ñäåëàòü íåâîçìîæíî.

6.2.1 Äåéñòâèÿ íàä ðÿäàìè

Îïðåäåëåíèå 6.2.2. �ÿä

∞∑
n=1

an íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè
∞∑
n=1

|an| ñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.2.3. �ÿä íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ðÿä

∞∑
n=1

an - ñõîäèòñÿ, à ðÿä

∞∑
n=1

|an| -
ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 6.2.5.

∞∑
n=1

an,
∞∑
n=1

bn - ñõîäÿòñÿ an, bn > 0(< 0), α ∈ R, α 6= 0. Òîãäà
∑

(an±bn),
∑
αan - ñõîäÿòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî êðèòåðèþ Êîøè |(an ± bn) + . . .+ (am ± bm)| ≤ |an + . . .+ am|+ |bn + . . .+ bm| < ε, äð.
òîæå ëåãêî.

Ëåììà 33. �àññìîòðèì çíàêîïîñòîÿííûé ðÿä

∞∑
n=1

an, ãäå an > 0 äëÿ âñåõ n ∈ N. Åñëè äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ

ê S ∈ R, òî òîãäà ðÿä, ïîëó÷åííûé ïðè ïîìîùè ëþáîé åãî ïåðåñòàíîâêè, òàêæå ñõîäèòñÿ ê äàííîìó ÷èñëó,

ò.å.

∞∑
n=1

aδ(n) = S, ãäå δ � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà N.

Äîêàçàòåëüñòâî. S′
n =

n∑
k=1

aδ(k), N = max
k=1,n

(δ(k)), S′
n ≤ SN ≤ S. Òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {S′

n}+∞
n=1

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ñëåäîâàòåëüíî

∑
aδ(n) = S′

� ñõîäèòñÿ; äîêàçàíî, ÷òî S′ ≤ S.
Òàêæå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî è â äðóãóþ ñòîðîíó S ≤ S′

. Ïîñêîëüêó èñõîäíûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòà-

íîâî÷íûì ê ðÿäó

∑
aδ(n).

Òåîðåìà 6.2.6 (î ïåðåñòàíîâêå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà).

∑
an - àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ê S ∈ R. Òîãäà∑

aτ(n) - àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ê S ∈ R, ãäå τ : N 7→ N � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà íàòóðàëüíîãî ðÿäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

an = a+n − a−n , a+n = max{0, an}, a−n = max{0,−an}.
Òîãäà |a±n | ≤ |an|. �ÿäû

∑
a±n � ñõîäÿòñÿ. Îòêóäà

N∑

n=1

an =

N∑

n=1

a+n −
N∑

n=1

a−n =⇒
+∞∑

n=1

an =

+∞∑

n=1

a+n −
+∞∑

n=1

a−n .
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Ïîñêîëüêó

∑N
n=1 a

+
τ(n) −

∑N
n=1 a

−
τ(n) =

∑N
n=1 aτ(n), òî èç ëåììå ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Òåîðåìà 6.2.7 (�èìàíà). Ïóñòü

∑+∞
n=1 an � óñëîâíî ñõîäèòñÿ. Òîãäà ∀S ∈ R ∪ {±∞} ñóùåñòâóåò ïåðå-

ñòàíîâêà τ : N 7→ N íàòóðàëüíîãî ðÿäà òàêàÿ, ÷òî

∑+∞
n=1 aτ(n) = S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ïðîñòîå óòâåðæäåíèå, à äàëåå ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ S ∈
R è S = ±∞.

• Åñëè ðÿä

∑
an � óñëîâíî ñõîäèòñÿ, òî ðÿäû

∑+∞
n=1 a

+
n è

∑+∞
n=1 a

−
n ðàñõîäÿòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà |an| = a+n + a−n è ðàñõîäèìîñòè ðÿäà

∑+∞
n=1 |an| âûòåêàåò, ÷òî õîòÿ áû îäèí

èç ðÿäîâ

∑
a−n ,

∑
a+n � ðàñõîäèòñÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð,

∑
a+n - ðàñõîäèòñÿ, òîãäà

∑N
n=1 a

−
n =

∑N
n=1 a

+
n −∑N

n=1 an ⇒∑
a−n � ðàñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, îáà ðÿäà

∑
a±n ðàñõîäÿòñÿ.

• 1) |S| < ∞, áóäåì ñóììèðîâàòü ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a+n äî òåõ ïîð, ïîêà ñóììà âïåðâûå íå

ïðåâûñèò S:

S1 = a+1 + . . .+ a+k1 > S > a+1 + . . .+ a+k1−1,

çàòåì áóäåì âû÷èòàòü èç S1 ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a−n äî òåõ ïîð, ïîêà ñóììà âïåðâûå íå ñòàíåò

ìåíüøå S:

S2 = S1 − a−1 − . . .− a−l1 < S < S1 − a−1 − . . .− a−l1−1,

è ò.ä. |S − S2n| < |a−ln |; |S − S2n−1| < |a+kn |.
∑
an - ñõîäèòñÿ ⇒ âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå

ñõîäèìîñòè ⇒ ðÿä ñõîäèòñÿ ê S.

• 2) S = +∞ ( S = −∞ - àíàëîãè÷íî).

S1 =a+1 + . . .+ a+k1 > 1;

S2 =S1 − a−1 + a+k1+1 + . . .+ a+k2 > 2;

S3 >3; . . . ;Sn > n.

Ï ð è ì å ð 6.2.3. Ïåðåñòàâèòü êîý��èöèåíòû óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

∑+∞
n=1

(−1)n+1

√
n

òàê, ÷òîáû ðÿä,

ñîñòàâëåííûé èç ïåðåñòàâëåíûõ ÷ëåíîâ ðÿä ñòàë ðàñõîäÿùèìñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåãðóïïèðóåì ÷ëåíû ðÿäà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà âîçüì¼ì äâà ïîëîæèòåëüíûõ

êîý��èöèåíòîâ ðÿäà, ïîòîì îäèí îòðèöàòåëüíûé è ò.ä., ò.å.

+∞∑

n=1

(−1)n+1

√
n

=

(
1√
1
+

1√
3
− 1√

2

)
+

(
1√
5
+

1√
7
− 1√

4

)
+

(
1√
9
+

1√
11

− 1√
6

)
+ . . . =

=
+∞∑

n=1

(
1√

4n− 3
+

1√
4n− 1

− 1√
2n

)
.

Ïîñìîòðèì íà àñèìïòîòèêó ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà.

an =

(
1√

4n− 3
+

1√
4n− 1

− 1√
2n

)
∼ 1√

4n
+

1√
4n

− 1√
2n

=

(
1− 1√

2

)
1√
n
.

Ïîñêîëüêó ðÿä

∑+∞
n=1

1√
n
ðàñõîäèòñÿ, ðÿä

∑+∞
n=1 an çíàêîïîñòîÿííåí è an ∼ 1√

n
, n→ +∞. Ñëåäîâàòåëüíî ðÿä

èç

∑+∞
n=1 an òàêæå ðàñõîäèòñÿ.
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6.2.2 Ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ

Ïóñòü ó íàñ èìåþòñÿ äâà ðÿäà

∑+∞
n=1 an,

∑+∞
n=1 bn, ìû õîòèì îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ðÿäîâ. Íàïðèìåð,

÷àñòè÷íóþ ñóììó ìîæíî îïðåäåëèòü òàêèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 6.4)

S1 =a1b1;

S2 =a1b1 + (a2b1 + a2b2 + a1b2);

S3 =a1b1 + (a2b1 + a2b2 + a1b2) + (a3b1 + a3b2 + a3b3 + a2b3 + a3b3);

. . . ;

SN =a1b1 + (a2b1 + a2b2 + a1b2) + (a3b1 + a3b2 + a3b3 + a2b3 + a3b3) +

(
N∑

k=1

aNbk +

N−1∑

k=1

akbN

)
.

Íî, áîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííî îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ðÿäîâ â ñìûñëå Êîøè (ñì. ðèñ. 6.5), ò.å. ÷àñòè÷íóþ

ñóììó ìû îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

S1 =a1b1;

S2 =a1b1 + (a2b1 + a1b2);

S3 =a1b1 + (a2b1 + a1b2) + (a3b1 + a2b2 + a1b3);

. . . ;

SN =a1b1 + (a2b1 + a1b2) + (a3b1 + a2b2 + a1b3) +

(
N∑

k=1

aN+1−kbk

)
.

×àñòè÷íóþ ñóììó ïðîèçâåäåíèÿ ðÿäîâ ìîæíî ââåñòè è äðóãèìè ñïîñîáàìè, ïîýòîìó è ñõîäèìîñòü ïðî-

O k

l

1 21 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

O k

l

1 21 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

�èñ. 6.4: �èñ. 6.5:

èçâåäåíèÿ ðÿäîâ áóäåò çàâèñèòü îò òîãî, êàêèì ñïîñîáîì ìû îïðåäåëÿåì ÷àñòè÷íóþ ñóììó. Íàïðèìåð,

SN =
(∑

k,l∈N: k62N, l6N akbl

)
(ñì. ðèñ. 6.6), SN =

(∑
k,l∈N: k2+l26N2 akbl

)
(ñì. ðèñ. 6.7).
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�èñ. 6.6: �èñ. 6.7:
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Òåîðåìà 6.2.8. Ïóñòü îáà ðÿäà

∑+∞
n=1 an,

∑+∞
n=1 bn � àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ ê A, B, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ïðîèçâåäåíèé ðÿäîâ

∑+∞
n=1 an è

∑+∞
n=1 bn, âçÿòûõ â ëþáîì ïîðÿäêå, òàêæå àáñîëþò-

íî ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà A · B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì êàêîé-íèáóäü ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ïðîèçâåäåíèé ðÿäîâ

∑
an è

∑
bn. �àññìîòðèì

åãî ÷àñòè÷íóþ ñóììó Sn = ak1bl1 + . . . + aknbln . Èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå

íåîòðèöàòåëüíûõ êîíñòàíò A∗
è B∗

òàêèõ, ÷òî

∑+∞
n=1 |an| = A∗

,

∑+∞
n=1 |bn| = B∗

. Òîãäà

|Sn| ≤ |ak1bl1 |+ . . .+ |aknbln | ≤
(
|a1|+ |a2|+ . . .+ |amax

i=1,n
ki |
)
·
(
|b1|+ |b2|+ . . .+ |bmax

i=1,n
li |
)

≤ A∗ ·B∗.

Ïîñêîëüêó ÷àñòè÷íûå ñóììû SN =
N∑
i=1

akibli îáðàçóþò ìîòîííóþ íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ

îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì A∗B∗
, òî èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà âûòåêàåò, ÷òî ðÿä

∞∑
i=1

akibli ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Íàéäåì òåïåðü ê ÷åìó îí ñõîäèòñÿ. �ÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ⇒ ãðóïïèðîâêà ïðîèçâîëüíàÿ.

S1 =a1b1 = A1 ·B1;

S2 =S1 + (a1b2 + a2b2 + a2b1) = A2 ·B2;

S3 =S2 + (a1b3 + a2b3 + a3b3 + a3b2 + a3b1) = A3 ·B3,

Sn =An ·Bn.

ãäå An, Bn - ÷àñòè÷íûå ñóììû. |Sn−AB| = |An ·Bn−AB| = |An(Bn−B) +B(An −A)| ≤ |A| · |An−A|+ |B| ·
|Bn −B| < ε.

Òåîðåìà 6.2.9 (Ìåðòåíñà). (Áåç äîêàçàòåëüñòâà).

∑+∞
n=1 an,

∑+∞
n=1 bn - ñõîäÿòñÿ, ïðè÷åì îäèí èç íèõ

àáñîëþòíî. Òîãäà

∑+∞
n=1 cn � ñõîäèòñÿ, ãäå cn =

∑n
k=1 akbn−k+1.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóéòå ïðèçíàê Äèðèõëå î ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà.

2. Ñ�îðìóëèðóéòå ïðèçíàê Ëåéáíèöà î ñõîäèìîñòè ðÿäà.

3. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ðÿäîâ. Áûâàþò ëè äðóãèå âèäû îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ðÿäîâ?

Óïðàæíåíèÿ ê 6.2

Óïðàæíåíèå 6.2.1. Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü ðÿäû:

(a)

+∞∑

n=1

(−1)n ln2 n

n+ 2
; (b)

+∞∑

n=1

(−1)n

2n+ (−1)n
; (c)

∞∑

n=1

cos(nπ)

n− lnn
; (d)

∞∑

n=1

(−1)n arctg(πn)

10 + ln lnn
;

(e)
∞∑

n=1

cos πn
16

2 + lnn
; (f)

∞∑

n=1

cos2 πn
16

2 + lnn
; (g)

∞∑

n=1

sin3 πn
12

5 + lnn
; (h)

∞∑

n=1

∣
∣
∣sin πn

12

∣
∣
∣

n+ 5
.

Îòâåòû: 6.2.1 (b), (f), (h) � ðàñõîäÿòñÿ, âñå îñòàëüíûå ñõîäÿòñÿ.

6.3 Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 6.3.1. Åñëè ∃ lim
n→∞

fn(x0), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â òî÷êå x0 ∈ X .

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}∞n=1 ñõîäèòüñÿ â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà X , òî äëÿ êàæäîãî x0 ∈ X ñó-
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ùåñòâóåò lim
n→∞

fn(x0), êîòîðûé ìû è íàçîâ¼ì çíà÷åíèåì �óíêöèÿ f(x) â òî÷êå x0. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ

ïðåäåëüíîé �óíêöèåé íà ìíîæåñòâå X äëÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6.3.2. {fn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå X ê f(x), åñëè ∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n > N, ∀x ∈
X |fn(x) − f(x)| < ε [⇔ lim

n→∞
sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| = 0].

Ï ð è ì å ð 6.3.1. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}+∞
n=1 íà îòðåçêå [0; 1]. Îïðåäåëèì å¼ ëèíåéíîé

�óíêöèåé íà òð¼õ îòðåçêàõ, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (0; 0), (1/(2n); 1), (1/n; 0), (1; 0) (ñì. ðèñ. 6.8). Ïîñêîëüêó â
íóëå f(0) = limn→+∞ fn(0) = 0 è äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî x ∈ (0; 1] âñåãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî
N ∈ N òàêîå, ÷òî 1/n < x äëÿ âñåõ n > N , òî ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ f(x) ≡ 0. Íî,

sup
x∈[0;1]

|fn(x) − f(x)| = sup
x∈[0;1]

|fn(x)| = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}+∞
n=1 ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [0; 1] ê �óíêöèè f(x) ≡ 0 íåðàâíîìåðíî.

O

x

y

f xn( )

11

1

n-
1
2n
- O

x

y

f xn( )

11

1

n-
1
2n
-

1
n-

�èñ. 6.8: �èñ. 6.9:

Ï ð è ì å ð 6.3.2. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}+∞
n=1 íà îòðåçêå [0; 1], èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå (ñì. ðèñ.

6.9) íàéä¼ì ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ f(x) ≡ 0. Íî,

sup
x∈[0;1]

|fn(x) − f(x)| = sup
x∈[0;1]

|fn(x)| =
1

n
.

Ïîñêîëüêó lim
n→∞

sup
x∈X

|fn(x)−f(x)| = 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}+∞
n=1 ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [0; 1] ê �óíêöèè

f(x) ≡ 0 ðàâíîìåðíî.

Òåîðåìà 6.3.1 (êðèòåðèé Êîøè î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). fn
X

⇒ f ⇔ ∀ε > 0 ∃N ∈
N : ∀m,n > N, ∀x ∈ X |fn(x)− fm(x)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. • (⇒). ∀x ∈ X |fn(x) − fm(x)| = |fn − f + f − fm| ≤ |fn − f |+ |f − fm| < 2ε.

• (⇐) Ôèêñèðóåì x ∈ X ; |fn(x) − fm(x)| < ε, ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

fn(x) - ñõîäèòñÿ ⇒ f(x) = lim
n→∞

fn(x). |fn(x) − fm(x)| < ε, m → ∞, ∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n > N, ∀x ∈
X |f(x)− fn(x)| 6 ε.
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Îïðåäåëåíèå 6.3.3. Sn(x) =
n∑
k=1

an(x). �ÿä
∞∑
n=1

an(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà X , åñëè

�óíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn(x)}∞n=1 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X .

Çàìå÷àíèå 57. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

Sn
X
⇒ S ⇔

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n > N, ∀x ∈ X

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak(x)

∣∣∣∣∣ < ε⇔

lim
n→∞

sup
x∈X

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak(x)

∣∣∣∣∣ = 0.

Ï ð è ì å ð 6.3.3. Èññëåäóéòå �óíêöèîíàëüíûé ðÿä

∑+∞
n=1

(
xn

n! − xn+1

(n+1)!

)
íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà

ìíîæåñòâå a) [0; 1], b) [1; +∞). Íàéä¼ì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà

SN(x) =

N∑

n=1

(
xn

n!
− xn+1

(n+ 1)!

)
=

(
x− x2

2!

)
+

(
x2

2!
− x3

3!

)
+ . . .

(
xN

N !
− xN+1

(N + 1)!

)
= x− xN+1

(N + 1)!
.

Ïðè ëþáîì x ∈ [0; +∞) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü SN (x) ïðè N → +∞ ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè S(x) = x. Ïîýòîìó

lim
N→+∞

sup
x∈[0;1]

|SN(x) − S(x)| = lim
N→+∞

sup
x∈[0;1]

xN+1

(N + 1)!
= lim
N→+∞

1

(N + 1)!
= 0,

lim
N→+∞

sup
x∈[1;+∞)

|SN (x)− S(x)| = lim
N→+∞

sup
x∈[1;+∞)

xN+1

(N + 1)!
= lim

N→+∞
+∞ = +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèîíàëüíûé ðÿä

∑+∞
n=1

(
xn

n! − xn+1

(n+1)!

)
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå [0; 1] è ñõîäèòñÿ

íåðàâíîìåðíî íà ìíîæåòñâå [1; +∞).

Òåîðåìà 6.3.2 (êðèòåðèé Êîøè î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà). Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∑∞
n=1 an(x) ðàâ-

íîìåðíî ñõîäèòñÿ íà X ⇔ ∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ m > N, ∀x ∈ X |am(x) + am+1(x) + . . .+ an(x)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç êðèòåðèÿ Êîøè î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è îïðåäåëåíèÿ ðàâíî-

ìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ëåãêî ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Òåîðåìà 6.3.3 (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà). Åñëè

∑∞
n=1 an(x) � ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ íà X, òî |an(x)|
X

⇒ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êðèòåðèè Êîøè ïîëîæèì n = m, îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Òåîðåìà 6.3.4 (Ìàæîðàíòíûé ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). �àññìîòðèì ðÿä

∑+∞
n=1 an(x)

a. Åñëè äëÿ ëþáîãî n ∈ N âûïîëíåíî |an(x)| 6 bn(x) íà X, è

∑+∞
n=1 bn(x) � ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà X.

Òîãäà

∑+∞
n=1 an(x) � ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è àáñîëþòíî.

b. Åñëè äëÿ ëþáîãî n ∈ N âûïîëíåíî sup
x∈X

|an(x)| 6 cn è

∑+∞
n=1 cn � ñõîäèòñÿ, òî ðÿä

∑+∞
n=1 an(x) �
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ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé

a. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà |an(x) + . . .+ am(x)| 6 |an(x)|+ . . .+ |am(x)| 6 |bn(x) + . . .+ bm(x)| < ε ñëåäîâàòåëüíî
èç êðèòåðèÿ Êîøè ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

b. Ïî êðèòåðèþ Êîøè î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (ëèáî êàê ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà).

Òåîðåìà 6.3.5 (Äèðèõëå).

∑+∞
n=1 an(x)bn(x) � �óíêöèîíàëüíûé ðÿä íà X. ∀x ∈ X bn(x) - ìîíîòîííàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü, bn(x)
X
⇒ 0, ∀N , ∀x ∈ X,

∣∣∣∣
N∑
k=1

ak(x)

∣∣∣∣ < c. Òîãäà
∑+∞

n=1 an(x)bn(x) � ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ

íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî x ∈ X ïîëó÷àåì

∣∣∣∣∣
n∑

k=m

ak(x)bk(x)

∣∣∣∣∣ 6 4 max
k=m−1,n

|Ak(x)| ·max{|bn+1(x)|, |bm(x)|}.

Îòêóäà

∣∣∣∣
n∑

k=m

akbk

∣∣∣∣ 6 4cε, à ñëåäîâàòåëüíî ïî êðèòåðèþ Êîøè ðÿä

∑
akbk � ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà X .

Òåîðåìà 6.3.6 (Àáåëÿ).

∑+∞
n=1 an(x)bn(x) � �óíêöèîíàëüíûé ðÿä íà X. ∀x ∈ X bn(x) - ìîíîòîííàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî n; x - �èêñèðîâàííûé, ∀n ∈ N, ∀x ∈ X |bn(x)| 6 c - ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åí-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

∑+∞
n=1 an(x) - ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà X. Òîãäà

∑+∞
n=1 an(x)bn(x) - ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ïðèçíàêó Äèðèõëå.

Ï ð è ì å ð 6.3.4. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∑+∞
n=1

sinnx
n íà ìíîæåñòâàõ a) x ∈ [ε; 2π−ε],

ãäå ε ∈ (0;π) è b) x ∈ [0; 2π].

a. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ∣∣∣∣∣
N∑

n=1

sinnx

∣∣∣∣∣ 6
1

sin x
2

6
1

sin ε
2

, ∀N ∈ N.

Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1/n ìîíîòîííà ïî n è ðàâíîìåðíî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Îòêóäà
èç ïðèçíàêà Äèðèõëå âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü èñõîäíîãî ðÿäà.

b. Åñëè x ∈ [0; 2π], òî èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ â òî÷êàõ 0 è 2π, ïîñêîëüêó ñîñòîèò èç îäíèõ íóëåé. À ñõîäèìîñòü

âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (0; 2π) âûòåêàåò, íàïðèìåð èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Ïîêàæåì ÷òî, òåì íå

ìåíåå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà ìíîæåñòâå [0; 2π] íåò. Ïóñòü ε = 1/4. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíî

N âûïîëíåíî

sup
x∈[0;2π]

∣∣∣∣∣
2N∑

n=N

sinnx

n

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣
2N∑

n=N

sin
(
n · π

4N

)

n

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣
2N∑

n=N

sin π
4

n

∣∣∣∣∣ =
1√
2

2N∑

n=N

1

n
>

1√
2
·N · 1

2N
=

1

2
√
2
>

1

4
= ε.

Ñëåäîâàòåëüíî èç êðèòåðèÿ Êîøè âûòåêàåò, ÷òî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà ìíîæåñòâå [0; 2π] ó èñõîä-
íîãî ðÿäà íåò.
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Òåîðåìà 6.3.7 (î íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè). Ïóñòü fn ∈ C[a, b], fn
[a,b]

⇒ f ⇒ f ∈ C[a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0, x ∈ [a; b], òîãäà

|f(x0)− f(x)| 6 |f(x0)− fn(x0)|+ |fn(x0)− fn(x)|+ |fn(x) − f(x)| 6 3ε,

ò.ê. ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìîå 6 ε â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà, à âòîðîå ñëàãàåìîå 6 ε â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé fn(x). Ñëåäîâàòåëüíî f(x) → f(x0), x→ x0.

O

x

y

f x( )

f xn( )

xx0

�èñ. 6.10:

Òåîðåìà 6.3.8 (îá èíòåãðèðóåìîñòè �óíêöèè). Ïóñòü fn ∈ R[a, b], fn
[a,b]

⇒ f ⇒ f ∈ R[a, b], lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx =

b∫
a

f(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì ïðîçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ε. Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè âûòåêàåò ∃N ∈
N : ∀n > N, ∀x ∈ [a, b] fn(x) − ε 6 f(x) 6 fn(x) + ε. Èñïîëüçóÿ èíòåãðèðóåìîñòü �óíêöèé fn(x) ïî

�èêñèðîâàííîìó n = N è ε ïîäáåð¼ì δ òàêîå, ÷òî êàê òîëüêî ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] = ∪∆xi
ñ ïàðàìåòðîì ðàçáèåíèÿ ìåíüøåì, ÷åì δ, òî

∑
i ω(fn,∆i)∆xi =

∑
i(M

(n)
i − m

(n)
i )∆xi 6 ε. Çäåñü M

(n)
i =

supx∈∆i
fn(x) è m

(n)
i = infx∈∆i fn(x). Ïîñêîëüêó

∀x ∈ ∆i m
(n)
i − ε 6 f(x) 6M

(n)
i + ε,

òî ñêëàäûâàÿ äàííûå íåðàâåíñòâà íà êàæäîì îòðåçêå ∆i, ïîëó÷àåì:

∑
ω(f,∆i)∆xi 6

∑
(M

(n)
i −m

(n)
i + 2ε)∆xi =

∑
ω(fn,∆i)∆xi + 2ε(b− a) 6 cε,

ãäå

∑
ω(fn,∆i)∆xi → 0, ïî êðèòåðèþ èíòåãðèðóåìîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî f ∈ R[a, b]. Äîêàæåì ðàâåíñòâî â

òåîðåìå. Äîêàæåì îöåíêó

b∫
a

|f(x)− fn(x)|dx 6 ε(b− a). Äåéñòâèòåëüíî,

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x)dx −
b∫

a

fn(x)dx

∣∣∣∣∣∣
6

b∫

a

|f(x) − fn(x)|dx 6 ε(b− a).
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Òåîðåìà 6.3.9 (î íåïðåðûâíîñòè ðÿäà). Ïóñòü an(x) ∈ C[a, b],
∑∞
n=1 an(x) � ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà

[a, b] ⇒
∞∑
n=1

an(x) ∈ C[a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Sn(x) =
∑n

k=1 ak(x), èç òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{Sn(x)}+∞
n=1 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. Äåéñòâèòåëüíî,

1. Sn(x)
[a,b]

⇒ S(x) =

∞∑

n=1

an(x)

2. Sn(x) ∈ C[a; b] êàê êîíå÷íàÿ ñóììà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé.

Ñëåäîâàòåëüíî ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ S(x) íåïðåðûâíà.

Òåîðåìà 6.3.10 (îá èíòåãðèðóåìîñòè ðÿäà). Ïóñòü an(x) ∈ R[a, b],
∑+∞
k=1 ak(x) � ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ

íà [a, b] ⇒
∞∑
k=1

ak(x) ∈ R[a, b] è áîëåå òîãî

∫ b
a

∑+∞
k=1 ak(x)dx =

∑+∞
k=1

∫ b
a
ak(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå îá èíòåãðèðóåìîñòè �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn(x)}+∞
n=1 äåëàåì

âûâîä î òîì, ÷òî S(x) ∈ R[a, b]. Ïðåäñòàâèì S(x) = a1(x) + . . . + an(x) + ϕn(x), èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ðÿäà sup

x∈[a,b]

|ϕn(x)| < ε;

∫ b

a

+∞∑

k=1

ak(x)dx =
n∑

k=1

∫ b

a

ak(x)dx +

b∫

a

ϕn(x)dx,

∣∣∣∣∣

∫ b

a

+∞∑

k=1

ak(x)dx −
n∑

k=1

∫ b

a

ak(x)dx

∣∣∣∣∣ 6
b∫

a

|ϕn(x)|dx 6 ε · (b− a).

Ï ð è ì å ð 6.3.5. �àññìîòðèì �óíêöèþ Âåéåðøòðàññà

fa,b(x) =

+∞∑

k=1

ak cos(bkx),

ïðè óñëîâèè, ÷òî a ∈ (0; 1), ab > 1. Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ a è b äàííàÿ �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò

O

x

y

¼

M=1

m

-¼

�èñ. 6.11: Ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà (ïðè a = 1/2, b = 2).

ñîáîé ïðèìåð íåïðåðûâíîé �óíêöèè íà âñåé ÷èñëîâîé îñè R. Äåéñòâèòåëüíî, èç îöåíêè supx∈R
|ak cos(bkx)| 6
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ak è ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑+∞
k=1 a

k
, êñòàòè, îí ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ

1
1−a , âûòåêàåò íåðåðûâíîñòü �óíêöèè Âåé-

åðøòðàññà.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äàííàÿ �óíêöèÿ íå äè��åðåíöèðóåìà íè â îäíîé òî÷êå ÷èñëîâîé ïðÿìîé, íî ñäåëàòü

ýòî çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü. Â 1872 ãîäó (íà äîêëàäå ïðî÷èòàííîì â Ïðóññêîé

àêàäåìèè íàóê 18 èþëÿ 1872 ãîäà) Âåéåðøòðàññ óêàçàë, ÷òî ââåä¼ííàÿ èì âûøå �óíêöèÿ íåïðåðûâíà è

ïðåäñòàâèë ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî å¼ íåäè��åðåíöèðóåìîñòè (ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû a,
b). Â ïå÷àòè (â æóðíàëå ) ýòîò ïðèìåð âïåðâûå ïîÿâèëñÿ â 1875 ãîäó â ðàáîòå Ï. Äþáóà-�åéìîíà (Âåéåðøòðàññ

áûë ðåäàêòîðîì ýòîãî æóðíàëà è ñîîáùèë î ñâîåì êîíòðïðèìåðå â ïèñüìå ê Äþáóà-�åéìîíó 23 íîÿáðÿ 1873

ãîäà). À òî, ÷òî �óíêöèÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ a è b, òàêèõ, ÷òî a ∈ (0; 1), ab > 1 íå äè��åðåíöèåìà íè â îäíîé
òî÷êå äîêàçàë Õàðäè [7℄ â 1910 ãîäó.

Ï ð è ì å ð 6.3.6 (Ïðèìåð �óíêöèè f ∈ C(R), íî íå äè��åðåíöèðóåìîé íè â îäíîé òî÷êå R.). Îïðåäåëèì
�óíêöèþ ψ(x) ñíà÷àëà íà îòðåçêàõ [0; 1/2] è [1/2; 1] êàê x è 1 − x ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 6.12), à çàòåì

0

x

Ã( )x

y

1

1/2

2 31/2

�èñ. 6.12:

ïðîäîëæèì å¼ êàê 1 ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ íà âñå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Òåïåðü îïðåäåëèì

íóæíóþ �óíêöèþ â âèäå ðÿäà

f(x) =

+∞∑

m=0

1

4m
ψ (4mx) .

O

x

y

1

1/2

-1

�èñ. 6.13:

Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íî íå äè��åðåíöèðóåìà

íè â êàêîé òî÷êå äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ïîñêîëüêó âñå �óíêöèè 4−mψ (4mx), k ∈ N � íåïðåðûâíû, à èç îöåíêè

0 6
1

4m
ψ (4mx) 6

1

2 · 4m , m ∈ Z+ = N ∪ {0},

è òîãî, ÷òî ðÿä

∑+∞
m=0

1
2·4m ñõîäèòñÿ (åãî ñóììà ðàâíà

2
3 , êàê ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè), ïî òåîðåìå

Âåéåðøòðàññà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Îòêóäà äåëàåì

âûâîä î íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ò.å. f(x) ∈ C(R). Ïîêàæåì, ÷òî
�óíêöèÿ f(x) íå äè��åðåíöèðóåìà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈ R. Äëÿ òî÷êè x0 ∈ R íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ ∆n

∆n =
[qn − 1

2 · 4n ;
qn

2 · 4n
]
, qn ∈ N,

òàêàÿ, ÷òî x0 ∈ ∆n. Ó îòðåçêà ∆n äëèíû µ(∆n) = 1
2·4n ñóùåñòâóåò òî÷êà xn, îòñòîÿùàÿ îò x0 íà 1/4n+1

.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
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x

xn x0

1/4
n+1

¢n

xn x0

1/4
n+1

¢n

x

�èñ. 6.14:

• Åñëè m > n, òî ÷èñëî 1/4n+1
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì äëÿ �óíêöèè ψ(4m · x), è ñëåäîâàòåëüíî

ψm(xn)− ψm(x0)

xn − x0
= 0.

• Åñëè m 6 n (ñì. ðèñ. 6.15), òî �óíêöèÿ ψ(4m · x) ëèíåéíà íà ∆n è å¼ óãëîâîé êîý��èöèåíò ïî ìîäóëþ

ðàâåí 1, ñëåäîâàòåëüíî
ψm(xn)− ψm(x0)

xn − x0
= ±1.

0

x

Ã( )4
m
x

y

1/4
m

1/2

2/4
m

3/4
m

1/ 2( .4 )
m

xn x0

�èñ. 6.15:

Ïîýòîìó

f(xn)− f(x0)

xn − x0
=

+∞∑

m=0

ψm(xn)− ψm(x0)

xn − x0
=

n∑

m=0

±1 =

{
÷¼òíîå ÷èñëî ïðè n = 2l+ 1, l ∈ Z+,

íå÷¼òíîå ÷èñëî ïðè n = 2l, l ∈ Z+.

Òàê êàê xn → x0 ïðè n→ +∞, òî îòíîøåíèå

f(xn)−f(x0)
xn−x0

íå èìååò ïðåäåëà ïðè xn → x0.

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïðèìåðîì ìîæíî ïîñòðîèòü íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé òàêóþ, ÷òî îíà

íå òîëüêî íè äè��åðåíöèðóåìà íè â îäíîé òî÷êå, íî è íå ïðèíàäëåæèò f 6∈ Lipα íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå (a; b) äëÿ ëþáîãî
α > 02.

Ï ð è ì å ð 6.3.7 (Ïðèìåð �óíêöèè f ∈ C(R), íî f 6∈ Lipα íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå (a; b) äëÿ ëþáîãî α > 0). Îïðåäåëèì

�óíêöèþ ψ(x) ñíà÷àëà íà îòðåçêàõ [0; 1/2] è [1/2; 1] êàê x è 1 − x ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 6.12), à çàòåì ïðîäîëæèì å¼ êàê 1
ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ íà âñå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Òåïåðü îïðåäåëèì íóæíóþ �óíêöèþ â âèäå ðÿäà

f(x) =

+∞
∑

k=1

1

10k
ψ
(

2k!x
)

.

Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, â ÷àñòíîñòè ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâàì

Lp[0; 1], p ∈ R, íî f 6∈ Lipα äëÿ ëþáîãî α > 0. Ïîñêîëüêó âñå �óíêöèè 10−kψ
(

2k!x
)

, k ∈ N � íåïðåðûâíû, à èç îöåíêè

1

10k
ψ
(

2k!x
)

6
1

2 · 10k
, k ∈ N,

ïîëó÷àåì

+∞
∑

k=1

1

10k
ψ
(

2k!x
)

6

+∞
∑

k=1

1

2 · 10k
=

1

18
.

Îòêóäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà äåëàåì âûâîä î

íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ò.å. f(x) ∈ C(R). Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ f(x) íå ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâàì Lipα íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå (a; b) äëÿ ëþáîãî α > 0. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå x ∈ (a; b) ⊂ R. Äëÿ

çàäàííîãî x ∈ R è êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N, ïîäáåð¼ì xn èç óñëîâèé (ñì. ðèñ. 6.17)

2f ∈ Lipα íà èíòåðâàëå (a; b), åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ (a; b) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

|f(x)− f(y)| 6 C · |x− y|α
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0

x

f x( )

y

1 2 31/2

�èñ. 6.16:

0

x

Ã( )x.2
n!

y

1/2
n!

1/2

2/2
n!

3/2
n!

1/ 2( .2 )
n!

�èñ. 6.17:

|x− xn| 6
1

2n!
,
∣

∣

∣
ψ(2n!x)− ψ(2n!xn)

∣

∣

∣
=

1

4
.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè ψ(x) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|ψ(x)− ψ(y)| 6 |x− y|.

�àññìîòðèì ðàçíîñòü ïðèðàùåíèé ó �óíêöèè f(x):

f(x)− f(xn) =

n−1
∑

k=1

1

10k

(

ψ(2k!x)− ψ(2k!xn)
)

+
1

10n

(

ψ(2n!x)− ψ(2n!xn)
)

+

+∞
∑

k=n+1

1

10k

(

ψ(2k!x)− ψ(2k!xn)
)

=

S1 + S2 + S3.

Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå ïî îòäåëüíîñòè

|S1| =
∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∑

k=1

1

10k

(

ψ(2k!x)− ψ(2k!xn)
)

∣

∣

∣

∣

∣

6

n−1
∑

k=1

1

10k
2k!

2n!
6

2(n−1)!

2n!

+∞
∑

k=1

1

10k
=

1

9
· 2

(n−1)!

2n!
6

1

9
· 1

10n
, (n > 4),

|S2| =
1

10n

∣

∣

∣
ψ(2n!x)− ψ(2n!xn)

∣

∣

∣
=

1

4
· 1

10n
,

|S3| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=n+1

1

10k

(

ψ(2k!x)− ψ(2k!xn)
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

+∞
∑

k=n+1

1

10k

(

1

2
+

1

2

)

=
1

9
· 1

10n
.

Îòêóäà

|f(x)− f(xn)| > |S2| − |S1| − |S3| >
(

1

4
− 1

9
− 1

9

)

· 1

10n
=

1

36
· 1

10n
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî α > 0 ñïðàâåäëèâî

|f(x)− f(xn)|
|x− xn|α

>
1

36
· 1

10n
·
(

2n!
)α

=
2n!·α

36 · 10n → +∞, (n → +∞).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ f ∈ C[0; 1], â ÷àñòíîñòè è âñåì Lp[0; 1], p ∈ R, íî f 6∈ Lipα äëÿ ëþáîãî α > 0.

Çàìå÷àíèå 58. Èç òîãî, ÷òî �óíêöèÿ f ∈ C(R), íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó êëàññó Lipα äëÿ ëþáîãî α > 0, âûòåêàåò, ÷òî
�óíêöèÿ f(x) íå äè��åðåíöèðóåìà íè â îäíîé òî÷êå x ∈ R.

Çàìå÷àíèå 59. Ôóíêöèÿ f ∈ C(R), íå âêëàäûâàåòñÿ íå òîëüêî â ïðîñòðàíñòâî Lipα äëÿ ëþáîãî α > 0, íî è áîëåå øèðîêîå
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ïðîñòðàíñòâî Lip

(

1
ln 1

·

)

. Äåéñòâèòåëüíî,

|f(x)− f(xn)|
1

ln 1
|x−xn|

>
1

36
· 1

10n
· (n!) ln 2 =

(n!) ln 2

36 · 10n → +∞, (n→ +∞).

Òåîðåìà 6.3.11 (î ïåðåñòàíîâêå ïðåäåëà è ñóììû). Ïóñòü ñóùåñòâóåò lim
x→a

an(x) = cn, S(x) =
∞∑
n=1

an(x) �

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà X, a ∈ X è ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ X\a. Òîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

cn è

lim
x→a

∞∑
n=1

an(x) =
∞∑
n=1

lim
x→a

an(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî êðèòåðèþ Êîøè ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n,m > N, ∀x ∈ X âûïîëíåíî

|am(x) + · · ·+ an(x)| < ε.

Ñäåëàâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä x→ a â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïîëó÷èì:

|cm + · · ·+ cn| 6 ε,

÷òî îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

cn ïî êðèòåðèþ Êîøè. Îáîçíà÷èì Cn =
n∑
k=1

ck, C =
∞∑
k=1

ck. Ïðîâåä¼ì îöåíêó

|S(x)− C| 6 |S(x)− Sn(x)|+ |Sn(x)− Cn|+ |Cn − C| < 3ε,

ò.ê. |S(x) − Sn(x)| < ε ïî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, |Sn(x) − Cn| < ε, ò.ê. ∀ε > 0 ∃U̇δ(a) : ∀x ∈ U̇δ(a) |Sn(x) −
Cn| 6

∑n
k=1 |ak(x)− ck| < ε, à íåðàâåíñòâî |Cn−C| < ε ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑
cn. Ò.å. limS(x) = C =

∞∑
n=1

cn =
∞∑
n=1

lim
x→a

an(x).

Òåîðåìà 6.3.12 (î ïî÷ëåííîì äè��åðåíöèðîâàíèè ðÿäà). �ÿä S(x) =
∞∑
n=1

an(x) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x = x0,

x0 ∈ [a; b]; ∀n an(x) ∈ D[a, b];
∑∞

n=1 a
′
n(x) � ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a; b]. Òîãäà S(x) ∈ D[a, b] è áîëåå

òîãî

( ∞∑
n=1

an(x)

)′
=

∞∑
n=1

a′n(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî êðèòåðèþ Êîøè ∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀m,n > N, ∀x ∈ [a, b]

∣∣∣∣
n∑

k=m

a′k

∣∣∣∣ < ε. Äîêàæåì

ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
k=1

ak(x)−ak(c)
x−c , c ∈ [a, b] íà ìíîæåñòâå [a, b]\c. Îöåíèì, èñïîëüçóÿ òåîðåìó

Ëàãðàíæà ∣∣∣∣∣
n∑

k=m

ak(x)− ak(c)

x− c

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
U(x)− U(c)

x− c

∣∣∣∣ = |U ′(ξ)| =
∣∣∣∣∣
n∑

k=m

a′k(ξ)

∣∣∣∣∣ < ε.

Äîêàæåì, ÷òî ðÿä

∑∞
k=1 ak(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [a; b]. Ïîñêîëüêó ïðåäûäóùàÿ îöåíêà âåðíà äëÿ

ëþáîãî c ∈ [a; b], òî ìîæíî ðàññìîòðåòü c = x0. Íî òîãäà èç äîêàçàííîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè âûòåêàåò, ÷òî

ðÿä

∞∑
k=1

(ak(x)− ak(x0)) òàêæå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ. Ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑
k=1

ak(x0) ñõîäèòñÿ

(à ñëåäîâàòåëüíî ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a, b], ïîñêîëüêó îò x íå çàâèñèò). Ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ S(x)
îïðåäåëåíà (è äàæå íåïðåðûâíà íà [a; b]). Ïóñòü òî÷êà c ∈ [a; b]. Òîãäà ïðè ïîìîùè òåîðåìû î ïðåäåëüíîì

ïåðåõîäå (ðàçîáðàíà âûøå)

S′(c) = lim
x→c

S(x)− S(c)

x− c
= lim

x→c

∞∑

n=1

an(x) − an(c)

x− c
=

∞∑

n=1

lim
x→c

an(x) − an(c)

x− c
=

∞∑

n=1

a′n(c).
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Çàìå÷àíèå 60. Åñëè â óñëîâèè òåîðåìû äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü an(x) ∈ C1[a, b] äëÿ âñåõ n ∈ N, òî

òîãäà S(x) ∈ C1[a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûé �àêò ëåãêî âûòåêàåò èç òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè ðÿäà, ò.ê. a′n(x) ∈ C[a; b] è ðÿä∑+∞
n=1 a

′
n(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a; b].

Ï ð è ì å ð 6.3.8. Èññëåäîâàòü íà äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèþ f(x) =
∑+∞

n=1
cosnx
n2 íà ìíîæåñòâå x ∈

[ε; 2π − ε], ãäå ε ∈ (0;π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ðÿä

∑+∞
n=1 a

′
n(x) = −∑+∞

n=1
sinnx
n ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî (ñì. ïðèìåð 6.3.4) íà

èññëåäóåìîì ìíîæåñòâå x ∈ [ε; 2π − ε], ãäå ε ∈ (0;π). Èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ, íàïðèìåð, â íóëå è �óíêöèè

an(x) =
cosnx
n2 îáëàäàþò ãëàäêîñòüþ C1(R), òî f(x) ∈ C1[ε; 2π − ε], ãäå ε ∈ (0;π).

Òåîðåìà 6.3.13 (Äèíè). Ïóòü {fn(x)}∞n=1 ∈ C[a, b] � ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî íîìåðó n ïðè

ëþáûõ x ∈ [a; b], f(x) = lim
n→∞

fn(x), ïðè÷¼ì ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ f(x) ∈ C[a, b]. Òîãäà fn
[a,b]

⇒ f .

Çàìå÷àíèå 61. Íå îáÿçàòåëüíî íà îòðåçêå. Óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû âåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ε > 0. Òîãäà f1(x) 6 f2(x) 6 . . . 6 fn(x), ∀n >

N, ∀x0 ∈ [a, b] - �èêñèðîâàííîãî 0 6 f(x0)− fn(x0) < ε. Ò.ê. f, fn ∈ C ⇒ ∀n > N ∃Uδ0(x0) : 0 6 f(x)− fn(x) 6
ε, ïîëó÷àåì ïîêðûòèå⇒ [ëåììà î êîíå÷íîì ïîäïîêðûòèè℄ Uδ1(x1)

N1

, . . . , Uδn(xn)
Nn

- êîíå÷íûå ïîäïîêðûòèÿ [a, b].

Ïîëîæèì N = max{N1, . . . , Nn} - âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

∀x ∈ [a, b], ∀ε > 0 ∃Nε ∈ N : ∀n > N |f(x)− fn(x)| 6 ε.

Ñëåäñòâèå 6.3.1. Ïóñòü an(x) > 0, ∀x ∈ [a, b], an(x) ∈ C[a, b], S(x) =
∑∞
n=1 an(x) ∈ C[a, b] ⇒

∞∑
n=1

an(x) -

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Sn(x) - âîçðàñòàåò: Sn(x) =
n∑
k=1

ak(x), S1(x) 6 S2(x) 6 . . . 6 Sn(x) 6 . . . .

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

2. Äàéòå îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

3. Ñ�îðìóëèðóéòå òåîðåìó î íåïðåðûâíîñòè �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Óïðàæíåíèÿ ê 6.3

Óïðàæíåíèå 6.3.1. Èññëåäóéòå íà ïîòî÷å÷íóþ è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü �óíêöèîíàëüíûå ðÿäû:

(a)
+∞∑

n=1

x+ n2

x+ 2n
; (b)

+∞∑

n=1

x4

n+ x+ 1
arctg

(
x2

√
n

)

; (c)
+∞∑

n=1

1

1 + x
√
n
ln

(

1 +
1

nx

)

; (d)
+∞∑

n=1

x2 sin x
n√

n+ x2
;

(e)
+∞∑

n=1

x

x+ n
th
x

n
; (f)

+∞∑

n=1

n2x

x2 + n4
arctg(n3x); (g)

+∞∑

n=1

(
√
nx) sin

1

n2x5
; (h)

+∞∑

n=1

sin
(

1
1+nx

)

√
1 + nx

.

íà ìíîæåñòâàõ E1 = (0; 1) è E2 = (1;+∞).

Îòâåòû: 6.3.1 Âñå ðÿäû ïîòîòå÷íî ñõîäÿòñÿ íà ìíîæåñòâàõ E1 è E2, ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà ìíîæåñòâå E1 è

ñõîäÿòñÿ íåðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E2 â (a), (b), (d), (e), (f); äëÿ ðÿäîâ èç (), (g), (h) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà

ìíîæåñòâå E2 è ñõîäÿòñÿ íåðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E1 .
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6.4 Ñòåïåííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 6.4.1. Ïóñòü çàäàíà {zn}∞n=1 ∈ C ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Áóäåì ïèñàòü

zn → z0 ⇔ ∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n > N |zn − z0| < ε.

Çäåñü z = x+ iy è |z| =
√
x2 + y2. Èç íåðàâåíñòâ

max{|xn − x0|, |yn − y0|} 6 |zn − z0| 6 |xn − x0|+ |yn − y0|

âûòåêàåò, ÷òî zn → z0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî xn → x0, yn → y0.

Òåîðåìà 6.4.1. �àññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n
, z ∈ C. Òîãäà

1. |z − z0| < R = 1

lim
n→∞

n
√

|cn|
⇒ ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

2. |z − z0| > R ⇒ ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

3. |z − z0| = R ⇒ íåèçâåñòíî ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå 62. Íàõîæäåíèå ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ïî �îðìóëå

R =
1

lim
n→∞

n
√
|cn|

íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Êîøè-Àäàìàðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó òðåòèé ïóíêò íè÷åãî íå óòâåðæäàåò, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî ïåðâûå äâà.

1. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z è ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

|cn| · |z − z0|n ê êîòîðîìó ïðèìåíèì ïðèçíàê Êîøè. Ñîãëàñíî êîòîðîìó, åñëè

limn→+∞
n
√
|cn| · |z − z0|n < 1,

òî ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Íî ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

|z − z0| <
1

limn→+∞ n
√
|cn|

.

2. Íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè.

Çàìå÷àíèå 63. �àäèóñ ñõîäèìîñòè R ìîæíî íàéòè òàê R = lim
n→∞

∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðè �èêñè-
ðîâàííîì z ê ÷èñëîâîìó ðÿäó ïðèçíàê Äàëàìáåðà.

Òåîðåìà 6.4.2 (Àáåëÿ 1àÿ). Åñëè ðÿä

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n
- ñõîäèòñÿ â òî÷êå ξ ⇒ ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è
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ðàâíîìåðíî â îáëàñòè Kq = {z ∈ C| |z − z0| 6 q|z0 − ξ|}, q ∈ (0, 1) (ñì. ðèñ. 6.18).

O x

y

z0

Kq

»

�èñ. 6.18:

Äîêàçàòåëüñòâî. |cn(z−z0)n| =
∣∣∣cn(ξ − z0)

n ·
(
z−z0
ξ−z0

)n∣∣∣ , cn(ξ−z0)n → 0 ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó ñõîäèìî-

ñòè,

∣∣∣
(
z−z0
ξ−z0

)n∣∣∣ 6 1 · qn - ò.ê. ìîíîòîííàÿ è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ.
∣∣∣z−z0ξ−z0

∣∣∣
n

6 qn; qn, z - ñõîäÿòñÿ, z ∈ Kq ⇒
ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è àáñîëþòíî â Kq.

Ëåììà 34. Ïóñòü R - ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n
;

R′
- ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

cn · n(z − z0)
n−1

;

R∫
- ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

cn
n+1 · (z − z0)

n+1
. Òîãäà R = R′ = R∫

.

Äîêàçàòåëüñòâî. lim
n→∞

n
√
|cn · n| = lim

n→∞
n
√
|cn| = lim

n→∞
n
√
|cn/(n+ 1)|.

Òåîðåìà 6.4.3 (î ïî÷ëåííîì äè��åðåíöèðîâàíèè è î íåïðåðûâíîñòè). f(z) =
∑∞
n=0 cn(z − z0)

n
, Kr =

{z ∈ C| |z − z0| 6 r < R}, R - ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Òîãäà f(z) ∈ C∞(Kr).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê. cn(z − z0)
n ∈ C(Kr) è ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, òî f ∈ C(Kr). Äîêàæåì f ∈ D(Kr).

Ò.ê.

∞∑
n=0

an(z − z0)
n
- ñõîäèòñÿ â òî÷êå z0;

∑∞
n=0 cn · n(z − z0)

n−1
ïî ëåììå è 1-îé òåîðåìå Àáåëÿ � ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ â Kr; cn(z − z0)
n ∈ D(Kr) ⇒ f ∈ D(Kr).

Àíàëîãè÷íî

f ′ =
∞∑

n=1

cn · n(z − z0)
n−1 ∈ D(Kr); . . . ; f (n) ∈ D(Kr).

Íàéäåì cn (â Kr, r < R): c0 = f(z0), c1 = f ′(z0). Ïîñêîëüêó

f (k)(z) =

∞∑

n=0

cn · n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)(z − z0)
n−k,

òî ck · k! = f (k)(z0) èëè ck = f(k)(z0)
k! ⇒ äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà åãî êîý��èöèåíòû åñòü êîý��èöèåíòû ðÿäà

Òåéëîðà.
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Òåîðåìà 6.4.4 (Àáåëÿ 2àÿ).

∑
n∈Z+

cn(z − z0)
n
- ñõîäèòñÿ â òî÷êå ζ. Òîãäà ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà

îòðåçêå I = {z ∈ C| z = z0 + t(ζ − z0); t ∈ [0, 1]}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå cn(z − z0)
n = cn(ζ − z0)

n · tn. Ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ èñõîäíûé

ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà I ò.ê.

1.

∑
cn(ζ − z0)

n
� ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà I.

2. tn � ìîíîòîííàÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ñëåäñòâèå 6.4.1. Ïóñòü

∑
n∈Z+

cn(z − z0)
n
� ñõîäèòñÿ â òî÷êå ζ. Òîãäà f(z) =

∑
n∈Z+

cn(z − z0)
n ∈ C(I) (çäåñü

íåïðåðûâíîñòü ïîíèìàåòñÿ ïî t).

Ï ð è ì å ð 6.4.1. Íàéòè ðÿä äëÿ arctg x. Ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ)

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − . . .+ (−1)nx2n + . . . , x ∈ (−1; 1).

�àäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ðàâåí R = 1. Ïîýòîìó ìîæíî èíòåãðèðîâàòü âíóò-
ðè êðóãà ñõîäèìîñòè ïî÷ëåííî, ò.å. íà ëþáîì ìíîæåñòâå âèäà Kr = {x : |x| 6 r}, ãäå r ∈ (0; 1). Èíòåãðèðóÿ,
ïîëó÷àåì

arctg x+ C = x− x3

3
+
x5

5
+ . . .+

(−1)nx2n+1

2n+ 1
+ . . . , x ∈ Kr.

Êîíñòàíòó C íàéä¼ì, ïîäñòàâèâ x = 0. Îòêóäà C = 0. Ïîñêîëüêó ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïðîèíòåãðèðîâàííîãî

ðÿäà òàêîé æå, êàê è èñõîäíîãî, òî R = 1. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü â êîíöåâûõ òî÷êàõ. Ïóñòü x = 1. Òîãäà

ðÿä

∑+∞
n=0

(−1)n

2n+1 ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà. Àíàëîãè÷íî â òî÷êå x = −1. Èç âòîðîé òåîðåìû Àáåëÿ

âûòåêàåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â ðàâåíñòâå

arctg x = x− x3

3
+
x5

5
+ . . .+

(−1)nx2n+1

2n+ 1
+ . . . , (6.4.2)

áóäåò íåïðåðûâíîé �óíêöèåé ñëåâà â òî÷êå x = 1 è ñïðàâà â òî÷êå x = −1 (ïîñêîëüêó åñòü ðàâíîìåðíàÿ

ñõîäèìîñòü íà ìíîæåñòâå [−1; 1] è âñå �óíêöèè âèäà

(−1)nx2n+1

2n+1 íåïðåðûâíû íà ýòîì îòðåçêå äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî íîìåðà n ∈ N). Ñëåäîâàòåëüíî ðàâåíñòâî (6.4.2) ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî íà ìíîæåñòâå (−1; 1),
íî è íà îòðåçêå [−1; 1].

6.5 Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ

Â äàííîì ïàðàãðà�å, ïðè èññëåäîâàíèè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ

∞∏
k=1

pk, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå pk 6=

0. Ò.ê. åñëè ñóùåñòâóåò pl = 0, òî î÷åâèäíî PN =
∏N
k=1 pk = 0 äëÿ N > l è áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå â ýòîì

ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü ñõîäèòñÿ ê íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 6.5.1. Ïóñòü âñå pn 6= 0, òîãäà
∞∏
n=1

pn � ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé lim
N→∞

N∏
n=1

pn =

P ∈ R\{0}, ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì. Åñëè ∃ lim
N∏
n=1

pn = 0, òî ïðîèçâåäåíèå

ðàñõîäèòñÿ ê íóëþ. Èíà÷å ïðîèçâåäåíèå ðàñõîäèòñÿ.

Ï ð è ì å ð 6.5.1. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ:
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�èñ. 6.19:

1.

∞∏
n=1

(
1 + 1

n

)
;

2.

∞∏
n=1

cos x
2n .

Â ñëó÷àå èõ ñõîäèìîñòè íàéòè ÿâíûé âèä áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Âû÷èñëèì N � îå ÷àñòè÷íîå ïðîèçâåäåíèå:

PN =

N∏

n=1

(
n+ 1

n

)
=

2

1
· 3
2
· 4
3
· . . . · N

N − 1
· N + 1

N
= N + 1.

Ïîñêîëüêó lim
N→∞

PN → +∞, òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

∞∏
n=1

(
1 + 1

n

)
ðàñõîäèòñÿ.

2. Íàéä¼ì åãî ÷àñòè÷íîå ïðîèçâåäåíèå:

PN =

N∏

n=1

cos
x

2n
= cos

x

2
· cos x

22
· cos x

23
· . . . · cos x

2N
.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà sin x
2N è èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî �îðìóëó ñèíóñà

äâîéíîãî àðãóìåíòà 2 sin y · cos y = sin 2y, ïîëó÷àåì

PN · sin x

2N
=

1

2N
· sinx.

Èç ïîñëåäíåé �îðìóëû ñëåäóåò ðàâåíñòâî

PN =
sinx

x
·
( x

2N

sin x
2N

)
, x 6= πn, n ∈ Z.

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ñòðåìèòüñÿ ê 1 ïðè N → +∞ (â ñèëó ïåðâîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà),

òî èñõîäíîå áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ è

∞∏

n=1

cos
x

2n
=

sinx

x
, x 6= πn, n ∈ Z.
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Òåîðåìà 6.5.1 (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè). Åñëè

∞∏
n=1

pn ñõîäèòñÿ ⇒ lim
n→∞

pn = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. pn = Pn

Pn−1
. Åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò (ñïðàâà, ñëåâà), ïðåäåë ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ðàâåí

P (ñõîäèìîñòü) ⇒ lim pn = 1.

Çàìå÷àíèå 64. Êàê ñëåäóåò èç ðàçîáðàííîãî ïðèìåðà 6.5.1 ïðîèçâåäåíèå

∞∏
n=1

(
1 + 1

n

)
áåñêîíå÷íîå ïðîèç-

âåäåíèå ðàñõîäèòñÿ, íî ïðè ýòîì pn = 1 + 1
n → 1. Ñëåäîâàòåëüíî ðàçîáðàíûé ïðèçíàê íå ìîæåò áûòü

äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì.

Òåîðåìà 6.5.2 (êðèòåðèé ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Ïóñòü pn > 0 äëÿ âñåõ n ∈ N. Òîãäà

áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

∞∏
k=1

pk ñõîäèòñÿ ⇔ ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

ln pn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà

N∏
n=1

pn = exp(
N∑
n=1

ln pn) è íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè e
x
.

Òåîðåìà 6.5.3. Ïóñòü pn > 0 äëÿ âñåõ n ∈ N, pn = 1 + αn.

1. êðèòåðèé ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn}+∞
n=1 çíàêî-

ïîñòîÿííà, ò.å. íàïðèìåð αn > 0. Òîãäà áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå
∞∏
k=1

pk � ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

∞∑
n=1

αn � ñõîäèòñÿ.

2. äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè ðÿäû

∑∞
n=1 αn,

∑∞
n=1 α

2
n �

ñõîäÿòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

∞∏
k=1

pk.

3. Åñëè îäèí èç ðÿäîâ

∑∞
n=1 αn è

∑∞
n=1 α

2
n � ñõîäèòñÿ, à âòîðîé ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ è áåñêî-

íå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

∞∏
k=1

pk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî pn íå ñòðåìèòüñÿ ê åäèíèöå (èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, ÷òî αn 6→ 0 ïðè
n → +∞), òî â ñèëó íåîáõîäèìûõ ïðèçíàêîâ ñõîäèìîñòè áóäåò âûòåêàåòü, ÷òî êàê ðÿä, òàê è áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå áóäóò ðàñõîäèòüñÿ. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî limn→+∞ αn = 0, ò.å.
αn = o(1), n→ ∞

1. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà

ln(1 + αn) ∼ αn, n→ ∞.

Äåéñòâèòåëüíî, èç çíàêîïîñòîÿíñòâà αn âûòåêàåò, ÷òî ðÿäû

∑
ln(1 + αn) è

∑
αn � ñõîäÿòñÿ (èëè ðàñ-

õîäÿòñÿ) îäíîâðåìåííî.

2. Äàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà

ln(1 + αn) = αn − α2
n

2
(1 + o(1)) , n→ ∞.
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Äåéñòâèòåëüíî, èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑ α2
n

2 âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑ α2
n

2 (1 + o(1)) (ïî ïðèçíàêó ñðàâ-
íåíèÿ äëÿ çíàêîïîñòîÿííûõ ðÿäîâ), ðÿä

∑
αn ñõîäèòñÿ ïî óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî ðÿä, ñîñòàâëåííûé

èç ÷ëåíîâ âèäà ln(1 + αn) = αn − α2
n

2 (1 + o(1)) òàêæå ñõîäÿùèéñÿ.

3. Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ï ð è ì å ð 6.5.2. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

∞∏
n=1

(
1 + sinn

n

)
. Ïîñêîëüêó îáà ðÿäà

∞∑

n=1

sinn

n
,

∞∑

n=1

sin2 n

n2

ñõîäÿòñÿ (ïåðâûé ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå, à âòîðîé ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ, ÷òî âûòåêàåò èç îöåíêè

sin2 k
k2 6 1

k2 ),

òî â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû ìîæåì óòâåðæäàòü òî, ÷òî èñõîäíîå áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ.

Ï ð è ì å ð 6.5.3. Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîå óñëîâèå â òåîðåìå 6.5.3 ÿâëÿåòñÿ òîëüêî äîñòàòî÷íûì. Ïîêàæåì,

÷òî ñóùåñòâóåò ðÿä

∑∞
n=1 αn òàêîé, ÷òî limn→+∞ αn = 0 îáà ðÿäà

∑∞
n=1 αn è

∑∞
n=1 α

2
n ðàñõîäÿòñÿ, íî òåì íå

ìåíåå áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

∞∏
n=1

(1 + αn) ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

αn =
(−1)n√

n
+

1

2n
.

Òîãäà èç ðàâåíñòâ

α2
n

2
=

1

2n
+O

(
1

n3/2

)
, α3

n = O

(
1

n3/2

)
, n→ +∞

âûòåêàåò, ÷òî îáà ðÿäà

∑∞
n=1 αn è

∑∞
n=1 α

2
n ðàñõîäÿòñÿ, íî èç ðàçëîæåíèÿ

ln(1 + αn) = αn − α2
n

2
+
α3
n

3
(1 + o(1)) =

(−1)n√
n

+O

(
1

n3/2

)
, n→ ∞

ñëåäóåò ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ

∞∏
n=1

pn.

Îïðåäåëåíèå 6.5.2. Ïóñòü pn > 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Òîãäà áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå
∏∞
n=1 pn íàçûâàåòñÿ

àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä

∑∞
n=1 | ln pn|. Åñëè ðÿä

∑∞
n=1 ln pn óñëîâíî ñõîäèòñÿ, òî ãîâîðÿò,

÷òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå óñëîâíî ñõîäèòñÿ.

Ï ð è ì å ð 6.5.4. Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

∏∞
n=1

(
1 + (−1)n

n

)
óñëîâíî ñõîäèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî

âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ

ln

(
1 +

(−1)n

n

)
=

(−1)n

n
+

1 + o(1)

2n2
,
∣∣∣ln
(
1 +

(−1)n

n

)∣∣∣ ∼ 1

n
, n→ +∞.

Îïðåäåëåíèå 6.5.3. �àññìîòðèì óðàâíåíèå f(z) = 0. Òî÷êà z0 � êîðåíü êðàòíîñòè n äàííîãî óðàâíå-

íèÿ, åñëè f(z0) = f ′(z0) = . . . = f (n−1)(z0) = 0, f (n)(z0) 6= 0. �îâîðÿò, ÷òî z0 � ïðîñòîé íóëü, åñëè z0 -

îäíîêðàòíûé êîðåíü.

Ï ð è ì å ð 6.5.5. Íàéä¼ì êðàòíîñòè êîðíåé ó ñëåäóþùèõ �óíêöèé:

1. Ó �óíêöèè f(z) = (z − 2)4 êîðåíü óðàâíåíèÿ f(z) = 0 ÷åòûð¼õêðàòíûé âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî f(2) =
f ′(2) = f ′′(2) = f ′′′(2) = 0, íî f (4)(z) = 4! 6= 0.
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2. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(z) = z − sin z. Òîãäà èç ðàâåíñòâ

f ′(z) = 1− cos z, f ′′(z) = sin z, f ′′′(z) = cos z

âûòåêàåò f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0, íî f (3)(z) = 1 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî êîðåíü z = 0 óðàâíåíèÿ z− sin z =
0 � òð¼õêðàòíûé.

Îïðåäåëåíèå 6.5.4. Ôóíêöèþ f(z) áóäåì íàçûâàòü àíàëèòè÷åñêîé âî âñåé êîìïëåêñíîé îáëàñòè C (èëè

öåëîé) è îáîçíà÷àòü f(z) ∈ A(C), åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(z) =
∑+∞
n=0 cnz

n
äëÿ âñåõ òî÷åê êîìïëåêñíîé

îáëàñòè C ñ íåêîðûìè êîíñòàíòàìè cn ∈ C.

Ï ð è ì å ð 6.5.6. Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ öåëûõ �óíêöèé:

ez = 1 + z +
z2

2!
+ . . .+

zn

n!
+ . . .+;

sin z = z − z3

3!
+
z5

5!
+ . . .+

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
+ . . . ;

cos z = 1− z2

2!
+
z4

4!
+ . . .+

(−1)nz2n

(2n)!
+ . . .

Îïðåäåëåíèå 6.5.5. Ïîëîæèì Mf (r) = max|z|6r |f(z)|. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f(z) ∈ A(C) èìååò ïîðÿäîê
̺, åñëè

̺ = limr→+∞
ln lnMf (r)

ln r
.

Ï ð è ì å ð 6.5.7. Ïîðÿäêè öåëûõ �óíêöèé ez
n

, sin z, cos z, sin z
z
, cos

√
z, sin

√
z√

z
è ee

z

, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî n, 1, 1,

1, 1/2, 1/2 è ∞.

Òåîðåìà 6.5.4 (Âåéåðøòðàññà). (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü �óíêöèÿ f(z) ∈ A(C) èìååò ïîðÿäîê 1,
f(0) 6= 0 è f(z) èìååò òîëüêî ïðîñòûå íóëè an. Òîãäà

f(z) = f(0) · exp
(
z · f ′(0)

f(0)

)
·

∞∏

n=1

(
1− z

an

)
· exp

(
z

an

)
.

Ñëåäñòâèå 6.5.1 (ðàçëîæåíèå äëÿ sin z è cos z).

sin z = z ·
∞∏

n=1

(
1− z2

(πn)2

)
,

cos z =
∞∏

n=0

(
1− z2

(
π
2 + πn

)2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî. Ïðèìåíÿåì òåîðåìó Âåéåðøòðàññà äëÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíê-

öèè

f(z) =
sin z

z
=

+∞∑

n=0

(−1)nz2n

(2n+ 1)!
= 1− z2

3!
+
z4

5!
+ . . . ,

äëÿ êîòîðîé f(0) = 1, f ′(0) = 0. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ó �óíêöèè sin z íóëè âèäà πn, n ∈ Z òîëüêî ïðîñòûå.

Òîò �àêò, ÷òî óðàâíåíèå sin z = 0 êðîìå ÷èñåë πn íå èìååò äðóãèõ êîðíåé ìû îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Âòîðîå ðàâåíñòâî (äëÿ �óíêöèè cos z) ïðåäëàãàåòñÿ ÷èòàòåëÿ ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Ñëåäñòâèå 6.5.2 (�îðìóëà Âàëëèñà).

π

2
=

∞∏

n=1

(2n)2

(2n− 1)(2n+ 1)
= lim

N→∞

(
1

2N + 1

(
(2N)!!

(2N − 1)!!

)2
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1)Ïîäñòàâèì x = π
2 â ðàçëîæåíèå �óíêöèè sin z/z.

2)

∏
= lim

N→∞
PN , PN =

N∏
n=1

(2n)2

(2n−1)(2n+1) =
22

1·3 · 42

3·5 · . . . · (2N)2

(2N−1)(2N+1) .

Òåîðåìà 6.5.5 (�îðìóëà Ñòèðëèíãà).

n! =
√
2πn

(n
e

)n
αn,

αn = 1 + o(1), n→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì an = n!·en

nn+1
2
, n ∈ N, a0 = 1. Ñïðàâåäëèâî lim

n→∞
an = lim

N→∞

N∏
n=1

an
an−1

= A. ×òîáû

ïîêàçàòü, ÷òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ, äîêàæåì, ÷òî ñõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä.

∞∏
n=1

an
an−1

=

exp

( ∞∑
n=1

ln
(

an
an−1

))
, ïîñêîëüêó

ln

(
an
an−1

)
= ln

(
e · n(n− 1)n−

1
2

nn+
1
2

)
= ln

(
e · n
n− 1

(
1− 1

n

)n+ 1
2

)
.

Òåïåðü èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå

(
1− 1

n

)n+ 1
2

= exp

((
n+

1

2

)
ln

(
1− 1

n

))
= exp

((
n+

1

2

)(
− 1

n
− 1

2n2
+O

(
1

n3

)))
=

= exp

(
−1− 1

n
+O

(
1

n2

))

Ñ ó÷¼òîì ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ, ïðîäîëæèì

ln

(
an
an−1

)
= ln

((
1 +

1

n− 1

)
exp

(
− 1

n
+O

(
1

n2

)))
= ln

((
1 +

1

n
+O

(
1

n2

))(
1− 1

n
+O

(
1

n2

)))
=

ln

(
1 +O

(
1

n2

))
= O

(
1

n2

)
.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ñõîäèìîñòü ëîãàðè�ìà ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑ 1
n2 , ÷òî î÷åâèäíî. Òàêèì îáðàçîì

ìû äîêàçàëè, ÷òî ñïðàâåäëèâî n! = A
√
n
(
n
e

)n · (1+ o(1)), ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé A. Âû÷èñëèì êîíñòàíòó A.
Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå èç �îðìóëû Âàëëèñà:

1

2n+ 1

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2

=
1

2n+ 1

(
((2n)!!)2

(2n)!

)2

=
1

2n+ 1

(
22n · (n!)2

(2n)!

)2

.

Òåïåðü ïîäñòàâèâ â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå, óæå äîêàçàííûå ðàâåíñòâà

n! = A
√
n
(n
e

)n
· (1 + o(1)), (2n)! = A

√
2n

(
2n

e

)2n

· (1 + o(1)),
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ïîëó÷àåì

1

2n+ 1

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2

=
1

2n+ 1

(
22nA2n

(
n
e

)2n
(1 + o(1))

A
√
2n
(
2n
e

)2n

)2

=

=
1

2n+ 1

(
A√
2

√
n(1 + o(1))

)2

=
1

2n+ 1
· A

2

2
n(1 + o(1)) =

A2

4
(1 + o(1)).

Èç �îðìóëû Âàëëèñà âûòåêàåò

A2

4 = π
2 . Îòêóäà A =

√
2π.

Çàìå÷àíèå 65. Íà ñàìîì äåëå ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

n! =
√
2πn

(n
e

)n(
1 +

1

12n
+

1

288n2
− 139

51840n3
− 571

2488320n4
+O

(
1

n5

))
, n→ ∞.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

2. Ñ�îðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

3. Ñ�îðìóëèðóéòå êðèòåðèé ñõîäèìîñòè òåîðåìó áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ â òåðìèíàõ ñóììû ðÿäà.

Óïðàæíåíèÿ ê 6.5

Óïðàæíåíèå 6.5.1. Íàéäèòå êðàòíîñòü êîðíÿ z0 = 0 äëÿ ñëåäóþùèõ �óíêöèé:

(a) z − z3; (b) cos z − 1 +
z2

2!
; (c) ln(1− z5); (d) z11(5− z + z3);

Óïðàæíåíèå 6.5.2. Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèå áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ:

(a)
∞∏

n=1

(

1 +
(−1)n

n3/4

)

; (b)
∞∏

n=1

(

1 +
| sinn|
n

)

; (c)
∞∏

n=1

(

1 +
1√
n

)

; (d)
∞∏

n=1

(

1 +
1

n lnn

)

;

(e)
∞∏

n=1

1

n2 + 1
; (f)

∞∏

n=1

(n+ 1)2

n(n+ 2)
; (g)

∞∏

n=1

n2√
n; (h)

∞∏

n=1

(
n3 − 1

n3 + 1

)p

.

Îòâåòû: 6.5.1 (a) 1; (b) 4; () 5; (d) 11. 6.5.2 Ñõîäÿòñÿ â (a), (f), (g), (h) ïðè ëþáîì p; ðàñõîäÿòñÿ � (b), (), (d);

ðàñõîäèòñÿ ê íóëþ � (e).

6.6 Ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ

Òåîðåìà 6.6.1 (Òåïëèöà). 


p11
p21 p22
p31 p32 p33
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.


 ,

pnk ∈ R, 1)pnk > 0, 2)
n∑
k=1

pnk = 1, 3) lim
n→∞

pnk = 0, 4){xn}∞n=1 : lim
n→∞

xn = a ∈ R. Òîãäà lim
n→∞

n∑
k=1

pnkxk =

lim
n→∞

xn = a.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}+∞
n=1, {xn− a}+∞

n=1 ñõîäÿòñÿ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåòM > 0 òàêàÿ, ÷òî
∀n ∈ N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |xn| 6M, |xn − a| 6M .

Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N1 : ∀n > N1 |xn − a| < ε
2 . Äëÿ �èêñèðîâàííîãî (óæå

âûáðàííîãî) ε > 0 ñóùåñòâóåò ∃N2 ∈ N : ∀n > N2 |pnk| < ε
2N1M

äëÿ âñåõ k = 1, . . .N1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N2 > N1. Òîãäà äëÿ âñåõ n > N2 ñïðàâåäëèâî

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

pnkxk − a

∣∣∣∣∣ = [2)] =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

pnk(xk − a)

∣∣∣∣∣ 6

6

N1∑

k=1

pnk|xk − a|+
n∑

k=N1+1

pnk|xk − a| 6M

N1∑

k=1

pnk +
ε

2

n∑

k=N1+1

pnk 6

6M ·N1 ·
ε

2N1M
+
ε

2

n∑

k=1

pnk =
ε

2
+
ε

2
= ε.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 6.6.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn}∞n=0 - ñóììèðóåìà ê S ïðè ïîìîùè k-õ ÷åçàðîâñêèõ ñðåäíèõ
- (C, k) - ñóììèðîâàíèå, åñëè

lim
n→∞

Skn
Akn

= S,

ãäå S0
n = Sn, S

k
n =

n∑
j=0

Sk−1
j ; A0

n = 1, Akn =
n∑
j=0

Ak−1
j .

Îïðåäåëåíèå 6.6.2. �ÿä

∑
an íàçûâàåòñÿ ñóììèðóåìûì ê S, åñëè {Sn}∞n=1 � ñóììèðóåìà ìåòîäîì (C, k)

ê S.

Îïðåäåëåíèå 6.6.3. Ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ðÿä

∑+∞
n=1 an ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó S

è ýòèì ìåòîäîì ðÿä ñóììèðóåì ê òîìó æå ÷èñëó S.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ðåãóëÿðåí, òî ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñõîäèòñÿ ê S.
Îïèøåì ìåòîä (C, 1):

S1
n =

n∑

j=0

Sj = (n+ 1)a0 + nan + · · ·+ an,

A1
n =

n∑

j=0

1 = n+ 1.

Òàêèì îáðàçîì ÷àñòè÷íàÿ ñóììà äëÿ ìåòîäà (C, 1) ïðèíèìàåò âèä:

a0 +
n

n+ 1
a1 + · · ·+ n+ 1− k

n+ 1
ak · · ·+

1

n+ 1
an.

Îïèøåì ìåòîä (C, 2):

S2
n =

n∑

j=0

S1
j = (n+ 1)S0 + nS1 + · · ·+ Sn =

=
(n+ 1)(n+ 2)

2
a0 +

n(n+ 1)

2
a1 + · · ·+ (n− k + 1)(n− k + 2)

2
ak + · · ·+ 3an−1 + an,

A2
n =

n∑

j=0

A1
j = (n+ 1)(n+ 2)/2.
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Òàêèì îáðàçîì ÷àñòè÷íàÿ ñóììà äëÿ ìåòîäà (C, 2) ïðèíèìàåò âèä:

a0 +
n

n+ 2
a1 + · · ·+ (n+ 1− k)(n+ 2− k)

(n+ 1)(n+ 2)
ak · · ·+

6

(n+ 1)(n+ 2)
an−1 +

2

(n+ 1)(n+ 2)
an.

Ï ð è ì å ð 6.6.1. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=0

(−1)n.

Ïîñêîëüêó limn→+∞ |an| = limn→+∞ 1 = 1 6= 0, òî äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ïðè

ïîìîùè ìåòîäà (C, 1). Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì ÷àñòè÷íûå ñóììû:

S0 = 1; S1 = 1− 1 = 0;

S2 = 1− 1 + 1 = 1; S3 = 1− 1 + 1− 1 = 0;

S4 = 1− 1 + 1− 1 + 1 = 1; S5 = 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 = 0;

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ; · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·;
S2n = 1; S2n+1 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî

lim
n→+∞

S0 + S1 + . . .+ Sn
n+ 1

=
1

2
.

Òàêèì îáðàçîì èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå, íî â ñìûñëå ìåòîäà (C, 1) ñóììèðóåì ê 1/2.

Òåîðåìà 6.6.2. Ìåòîäû (C, 1), (C, 2) - ðåãóëÿðíûå ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. �àññìîòðèì (C, 1) ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ. �àññìîòðèì ÷èñëà pnk çàäàííûå òàáëèöåé:




1
1
2

1
2

1
3

1
3

1
3

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1
n+1

1
n+1 . . . . . . 1

n+1



.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî pnk > 0,
n∑
k=0

pnk = 1. Ñëåäîâàòåëüíî èç òåîðåìû Òåïëèöà ñëåäóåò

lim
n→∞

n∑

k=0

pnkSk = lim
n→∞

S0 + . . .+ Sn
n+ 1

= lim
n→∞

Sn.

2. �àññìîòðèì (C, 2) ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ. ×èñëà pnk çàäàäèì òàáëèöåé:




1
2
3

1
3

3
6

2
6

1
6

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

n+1
(n+1)(n+2)/2 . . . . . . 1

(n+1)(n+2)/2



.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Òåïëèöà âûïîëíÿþòñÿ. Îòêóäà

lim
n→∞

n∑

k=0

pnkSk = lim
(n+ 1)S0 + nS1 + . . .+ 2Sn−1 + Sn

(n+ 1)(n+ 2)/2
= limSn.
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Çàìå÷àíèå 66. Ìåòîä (C, k) � ðåãóëÿðíûé ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè ïðè

ïîìîùè èíäóêöèè. Çàìå÷àíèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 6.6.3 (ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ïðè ïîìîùè ñðåäíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî). an > 0, n
1
S1

+ 1
S2

+...+ 1
Sn

-

ðåãóëÿðíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëà pnk çàäàäèì òàáëèöåé:




1
1/S1

1/S1+1/S2

1/S2

1/S1+1/S2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1/S1

1/S1+...+1/Sn
. . . 1/Sn

1/S1+...+1/Sn



,

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn ñõîäèòñÿ ïî ïðåäïîëîæåíèþ, óñëîâèÿ òåîðåìû Òåïëèöà âûïîëíÿþòñÿ. Ïîýòîìó

lim
n→∞

n∑

k=1

pnkSk = lim
n→∞

n
1
S1

+ . . .+ 1
Sn

= limSn.

Çàìå÷àíèå 67. Ìåòîä ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî òîæå ðåãóëÿðåí. ïîñêîëüêó èçâåñòíà îöåíêà: äëÿ ïîëîæè-

òåëüíûõ S1, S2, . . . , Sn âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

n
1
S1

+ 1
S2

+ . . .+ 1
Sn

6
n
√
S1 · S2 · . . . · Sn 6

S1 + S2 + . . .+ Sn
n

.

Îïðåäåëåíèå 6.6.4 (ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ïî Àáåëþ).

∞∑
n=1

an, ∀x ∈ (0, 1) ðÿä
∑∞

n=1 anx
n
- ñõîäèòñÿ è

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→1−

∑∞
n=1 anx

n = S ∈ R. Òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

an ñóììèðóåì ìåòîäîì Àáåëÿ ê S.

Òåîðåìà 6.6.4. Ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ïî Àáåëþ ðåãóëÿðåí.

∞∑
n=1

an = S ⇒ ðÿä ñóììèðóåì ïî Àáåëþ ê S.

Äîêàçàòåëüñòâî. f(x) =
∞∑
n=1

anx
n
, â òî÷êàõ x = 0; 1 - ðÿä ñõîäèòñÿ. Ïî 2îé òåîðåìå Àáåëÿ ðÿä ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà [0, 1] ⇒ f(x) ∈ C[0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî f(1 − 0) = f(1), ò.å. lim
x→1−

∞∑
n=1

anx
n =

∞∑
n=1

an = S.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

6.7 Âû÷èñëåíèå íåêîòîðûõ ñóìì.

Ñóììû âèäà

∑ Pm(n)
Ql(n)

, ãäå Pm(n), Ql(n) - ìíîãî÷ëåíû, âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå äðîáè

è íàõîæäåíèÿ âñåõ ïîëó÷åííûõ ñóìì.
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Ñóììû âèäà ζ(2k) =
∑∞

k=1 1/n
2k
âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì ìåòîäîì. Âû÷èñëèì äëÿ 2 -îé è 4 -îé ñòåïåíè.

�àññìîòðèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

sinx

x
= 1− x2

3!
+
x4

5!
− . . . =

∞∏

n=1

(
1− x2

(πn)2

)
.

Ïðîëîãàðè�ìèðóåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî:

ln

(
1− x2

3!
+
x4

5!
− . . .

)
=

∞∑

n=1

ln

(
1− x2

(πn)2

)
.

Îòêóäà â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïîëó÷àåì

(
−x

2

6
+

x4

120
− . . .

)
−

(
−x2

6 + x4

120 − . . .
)2

2
+O(x6) =

∞∑

n=1

(
− x2

(πn)2
− x4

2(πn)4
+O(x6)

)
.

Äàëåå ïðèðàâíèâàåì êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ äëÿ x2 è x4 èìååì

x2 : −1

6
= −

∞∑

n=1

1

(πn)2
=⇒

∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
;

x4 :
1

120
− 1

72
= −

∞∑

n=1

1

2(πn)4
=⇒

∞∑

n=1

1

n4
=
π4

90
.

�àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ìû ñìîæåì íàéòè è ïîñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ñóìì ζ(2k):

ζ(6) =

∞∑

n=1

1

n6
=

π6

945
; ζ(8) =

∞∑

n=1

1

n8
=

π8

9450
; ζ(10) =

∞∑

n=1

1

n10
=

π10

93555
.

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóåò åùå îäèí ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ.

∞∑
n=1

un. un = 1
anan+1...an+m

= [d - ðàçíîñòü àðè�-

ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè℄ = 1
md

(
an+m−an

anan+1...an+m

)
= [îáîçíà÷èì Vn = − 1

md · 1
an...an+m−1

℄ = Vn+1 − Vn;
∞∑
n=1

un =

−V1 + V∞ (ìåòîä àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè). V∞ = lim
n→∞

Vn.



�ëàâà 7

�ÿäû Ôóðüå.

7.1 Îáùèå ðÿäû Ôóðüå

Îïðåäåëåíèå 7.1.1 (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå X). Ôóíêöèÿ (•, •) → C íàçûâàåòñÿ ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì åñëè

1) (x, y) = (y, x);

2) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y);

3) (αx, y) = α(x, y), ∀α ∈ C;

4) (x, x) > 0 ïðè÷¼ì (x, x) = 0 ⇔ x = 0 ∈ X.

Çàìå÷àíèå 68. Ïðèâåä¼ì äâà ïðèìåðà ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì:

1) X = Cn : (~x, ~y) =
∑

xiȳi, ~x = (x1, . . . , xn), ~y = (y1, . . . , yn).

2) X = R2[−π, π] ⇒ ∃
π∫

−π

|f |2 dx, (f, g) =
π∫

−π

f(x)g(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì 5-å ñâîéñòâî äëÿ 2).

π∫
−π

|f |2dx = 0 ⇒ f = 0 ∈ R2. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

ìíîæåñòâî A : f 6= 0, µ(A) > 0, òî
π∫

−π
|f |2dx =

∫
A

|f |2dx+
∫

[−π,π]\A
|f |2dx > ε > 0.

Çàìå÷àíèå 69. Ìîæíî äîêàçàòü òî æå ñàìîå ðàññìàòðèâàÿ f(x) ∈ C(x0) íà îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ A.

Îïðåäåëåíèå 7.1.2. Ôóíêöèîíàë ‖f‖ =
√

(f, f) íàçûâàåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå X .

Ëåììà 35 (íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî). |(x, y)|2 6 (x, x) · (y, y).

Äîêàçàòåëüñòâî.

0 6 (x+ λy, x+ λy) = (x, x) + λ̄(x, y) + λ(x, y) + λλ̄(y, y).

1) Ïóñòü (y, y) > 0, òîãäà åñëè λ = − (x,y)
(y,y) ⇒ |(x, y)|2 6 (x, x)(y, y).

2) Ïóñòü (x, x) > 0, àíàëîãè÷íî λ = − (x,y)
(x,x) â ðàçëîæåíèå 0 6 (λx+ y, λx+ y).

3)åñëè (x, x) = (y, y) = 0, λ = −(x, y) ⇒ 0 6 −2|(x, y)|2 ⇒ (x, y) = 0.

267
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Ëåììà 36. Åñëè çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî ìîæíî ââåñòè åñòåñòâåííóþ íîðìó ‖f‖ =
√
(f, f) è

ìåòðèêó d(x, y) = ‖x− y‖.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1)‖α · f‖ = |α| · ‖f‖, α ∈ C - î÷åâèäíî,

2)‖f + g‖ 6 ‖f‖+ ‖g‖. Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò èìååì

(f + g, f + g) 6 (f, f) + (g, g) + 2
√
(f, f)(g, g).

Îñòàâèì êâàäðàòíûé êîðåíü â ïðàâîé ñòîðîíå íåðàâåíñòâà è ïåðåìåñòèì îñòàëüíîå â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåí-

ñòâà:

(f, g) + (f, g) 6 2
√
(f, f)(g, g),

ñëåäîâàòåëüíî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü: Re(f, g) 6
√
(f, f)(g, g). Èç íåðàâåíòâ

Re(f, g) 6 |(f, g)| 6
√
(f, f)(g, g),

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, âûòåêàåò íåðàâåíñòâî òðåóãîëü-

íèêà.

3)‖f‖ = 0 ⇔ f = 0 â ïðîñòðàíñòâå X � î÷åâèäíî, ∀f ∈ X ‖f‖ > 0.

Îïðåäåëåíèå 7.1.3. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â êîíå÷íîìåðíîå ñëó÷àå íà-

çûâàþò åâêëèäîâûì èëè ýðìèòîâûì, êîãäà ïîëåì êîíñòàíò ÿâëÿåòñÿ R èëè C ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè æå

ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, òî åãî íàçûâàþò ãèëüáåðòîâûì, åñëè îíî

ïîëíîå, è ïðåäãèëüáåðòîâûì, åñëè îíî íå ïîëíî ïî îòíîøåíèþ ê ìåòðèêå, èíäóöèðîâàííîé åñòåñòâåííîé

íîðìîé â í¼ì.

�àññìîòðèì êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé. e1, . . . , en - îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Èññëåäóåì óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ f ∼
n∑
i=1

(f, ei)ei.

�àññìîòðèì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè (�èëüáåðòà-Øìèäòà). f1, . . . , fn - ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåê-
òîðîâ, g1, . . . , gn - îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ.

g1 = f1,

g2 =
f2 − (f2, g1)g1
‖f2 − (f2, g1)g1‖

,

. . . ,

gn =

fn −
n−1∑
k=1

(fn, gk)gk

‖fn −
n−1∑
k=1

(fn, gk)gk‖
.

Îïðåäåëåíèå 7.1.4. Ïóñòü X � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, x ∈ X,
n∑
k=1

(x,ek)ek
(ek,ek)

- íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì â

ðÿä Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå âåêòîðîâ e1, . . . , en.

Îïðåäåëåíèå 7.1.5. Åñëè e1, . . . , en îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, òî ðàçëîæåíèåì áóäåò
n∑
k=1

(x, ek)ek.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìû äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû âåêòîðîâ âåðíû äëÿ îðòîãîíàëüíîé.

Ëåììà 37 (î ðàçëîæåíèè). Ïóñòü X � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, e1, . . . , en -

îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, xe =
n∑
i=1

(x, ei)ei ⇒ h = x − xe ⊥ π(e1, . . . , en) - ïîëó÷àåì êîý��èöè-

åíòû Ôóðüå (π - îáîçíà÷àåò ïëîñêîñòü).
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Äîêàçàòåëüñòâî. j = 1, n, (x−xe, ej) = (x, ej)− (
∑

(x, ei)ei, ej) = (x, ej)−
n∑
i=1

(x, ei)(ei, ej) = (x, ej)− (x, ej) =

0, x = xe + h, h - îðòîãîíàëåí ëèíåéíîé îáîëî÷êå (e1, . . . , en).

Ëåììà 38 (òåîðåìà Ïè�àãîðà). Ïóñòü x1, . . . , xn � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Ïóñòü x =
n∑
i=1

xi ⇒
‖x‖2 = ‖x1‖2 + . . .+ ‖xn‖2.

Äîêàçàòåëüñòâî. ‖x‖2 = (x, x) =

(
n∑
i=1

xi,
n∑
j=1

xj

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

(xi, xj) =
n∑
i=1

(xi, xi) = ‖x1‖2 + . . .+ ‖xn‖2.

Ëåììà 39 (ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ðÿäîâ Ôóðüå). Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåê-

òîðîâ. y =
∑
αkek, x ∈ X ⇒ ‖x− y‖ > ‖x− xe‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. x = xe + h, x − y = (xe − y) + h, h - îðòîãîíàëåí (xe − y) (h ⊥ (xe − y)). Ñëåäîâàòåëüíî
ñïðàâåäëèâî

‖x− y‖2 = ‖xe − y‖2 + ‖h‖2 > ‖h‖2 = ‖x− xe‖2.

Ëåììà 40 (íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ). Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå X. x ∈ X ;
n∑
k=1

|(x, ek)|2 6 ‖x‖2.

Äîêàçàòåëüñòâî. x = xe + h, xe =
n∑
k=1

(x, ek)ek, ïî òåîðåìå Ïè�àãîðà

‖x‖2 = ‖xe‖+ ‖h‖2 =
n∑

k=1

|(x, ek)|2 · ‖ek‖+ ‖h‖2 >
n∑

k=1

|(x, ek)|2.

Ëåììà 41 (î íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà

âåêòîðîâ. Òîãäà

1. (x, y) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ïî îáîèì àðãóìåíòàì (ïî ñîâîêóïíîñòè);

2. x =
∞∑
k=1

xk ⇒ (x, y) =
∑

(xk, y);

3. (x, ek) = xk, (y, ek) = yk ⇒ (x, y) =
∑
xkȳk.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1)(x, y) - íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ‖(x− x0, y − y0)‖2 6 ‖x− x0‖2 · ‖y − y0‖2.
2) Âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà (x, y) =

n∑
k=1

(xk, y)+(
∞∑

k=n+1

xk, y) è îöåíêè
∞∑

k=n+1

xk −→ 0, n→ ∞. Ñëåäîâàòåëüíî

èç 1) ñëåäóåò òðåáóåìîå.

3) x =
∑
xkek, y =

∑
ykek, ïðèìåíÿÿ äâà ðàçà ïðåäûäóùåå, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Îïðåäåëåíèå 7.1.6. Ñèñòåìà {xα, α ∈ A} íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â E ⊂ X , åñëè äëÿ ∀x ∈ E, ∀ε > 0 ∃
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ xα; ∃

∑
cαxα : ‖x−∑ cαxα‖ 6 ε.

Ëåììà 42. 1)e1, . . . , en - ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â E ⊂ X, 2)∀x ∈ E x =
∑

(x, ek)ek,

3)âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

∞∑
k=1

|(x, ek)|2 = ‖x‖2. Òîãäà 1) ⇔ 2) ⇔ 3).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2). Ïî ýêñòðåìàëüíîìó ñâîéñòâó êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå ‖x −
∞∑
k=1

(x, ek)ek‖ 6 ‖x −
y‖ −→ 0, n → ∞, y ∈ ëèíåéíîé îáîëî÷êå e1, . . . , en. 2) ⇒ 3). Ïî ëåììå î íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíî-

ãî ïðîèçâåäåíèÿ. 3) ⇒ 1). ‖x −
n∑
k=1

(x, ek)ek‖2 = ‖xe + h −
n∑
k=1

(x, ek)ek‖2 = ‖h‖2 = ‖
∞∑

k=n+1

(x, ek)ek‖2 =

∞∑
k=n+1

|(x, ek)ek|2 −→ 0, n→ ∞.
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7.2 Ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôó-

ðüå

7.2.1 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà.

Ëåììà 43. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà {1, coskx, sin kx; k ∈ N} îðòîãàíàëüíà íà îòðåçêå [−π;π] îòíî-
ñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (f, g) =

∫ π
−π f(t)g(t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ, ñïðàâåäëèâûõ äëÿ âñåõ k ∈ N:

(1, cos kx) =

∫ π

−π
1 · cos kt dt = sin kt

k

∣∣∣
π

−π
= 0;

(1, sin kx) =

∫ π

−π
1 · sin kt dt = −coskt

k

∣∣∣
π

−π
= 0,

(cos kx, sin kx) =

∫ π

−π
sinkt cos kt dt =

1

2

∫ π

−π
sin 2kt dt =

− cos 2kx

4k

∣∣∣
π

−π
= 0.

è ðàâåíñòâ äëÿ âñåõ k, n ∈ N, k 6= n:

(cos kx, sinnx) =

∫ π

−π
sinnt cos kt dt =

1

2

∫ π

−π
(sin(n+ k)t+ sin(n− k)t) dt =

= −1

2

(
cos(n+ k)t

n+ k
+

cos(n− k)t

n− k

)∣∣∣
π

−π
= 0;

(cos kx, cosnx) =

∫ π

−π
cosnt coskt dt =

1

2

∫ π

−π
(cos(n− k)t+ cos(n+ k)t) dt =

=
1

2

(
sin(n− k)t

n− k
+

sin(n+ k)t

n+ k

)∣∣∣
π

−π
= 0;

(sin kx, sinnx) =

∫ π

−π
sinnt sinkt dt =

1

2

∫ π

−π
(cos(n− k)t− cos(n+ k)t) dt =

=
1

2

(
sin(n− k)t

n− k
− sin(n+ k)t

n+ k

)∣∣∣
π

−π
= 0.

Îïðåäåëåíèå 7.2.1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä � ýòî ðÿä âèäà

a0
2

+

+∞∑

k=1

(ak cos kx+ bk sinkx)

ïîëó÷àåìûé íà áàçå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû {1, coskx, sin kx; k ∈ N}. Êîý��èöèåíòû {a0, ak, bk; k ∈
N} çäåñü âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà. ×àñòè÷íûå ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà � òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

a0
2

+

n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sinkx)

ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [−π;π] ê íåêîòîðîé �óíêöèè
f(x). Òîãäà ïî òåîðåìå îá èíòåãðèðóåìîñòè �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ìîæíî ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü ðÿä

f(x) =
a0
2

+

+∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx)
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ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííûé íà cos kx. Èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðèõîäèì
ê ðàâåíñòâó ∫ π

−π
f(t) cos kt dt = ak

∫ π

−π
cos kt coskt dt = ak · π.

Òàêèì îáðàçîì

ak = ak(f) =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos kt dt, k ∈ Z+ (7.2.1)

è àíàëîãè÷íî

bk = bk(f) =
1

π

∫ π

−π
f(t) sin kt dt, k ∈ N. (7.2.2)

Îïðåäåëåíèå 7.2.2. Åñëè äëÿ �óíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé íà [−π;π], èìåþò ñìûñë èíòåãðàëû (7.2.1),

(7.2.2), òî ñîïîñòàâëÿåìûé f òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

f(x) ∼ a0(f)

2
+

+∞∑

k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå �óíêöèè f .

Çàìå÷àíèå 70. Â ÷àñòíîñòè äëÿ �óíêöèè f, |f | ∈ R[−π;π] èìåþò ñìûñë èíòåãðàëû (7.2.1), (7.2.2). Ïîýòîìó

äëÿ �óíêöèé f, |f | ∈ R[−π;π] áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå.

Ï ð è ì å ð 7.2.1. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå �óíêöèþ

f(x) =





π−x
2 , x ∈ (0;π],

0, x = 0,

−π+x
2 , x ∈ [−π; 0),

ò.å. íàéäèòå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå äëÿ �óíêöèè f(x). Èññëåäóéòå âîïðîñ î ñõîäèìîñòè òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå.

�åøåíèå. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî

ak = ak(f) =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos kt dt = 0, k ∈ Z+.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî èíòåãðàë îò íå÷¼òíîé �óíêöèè f(t) cos kt ïî ñèììåòðè÷íîìó

O

x

y

¼

y f x= ( )

2¼

¼/2

-¼

�èñ. 7.1: ãðà�èê �óíêöèè f(x)

îòíîñèòåëüíî íóëÿ îòðåçêó ðàâåí íóëþ. Íàéä¼ì êîý��èöèåíòû bk

bk = bk(f) =
1

π

∫ π

−π
f(t) sin kt dt =

2

π

∫ π

0

π − t

2
sin kt dt.
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Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ÷¼òíîñòüþ �óíêöèè f(t) sinkt. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

ïîëó÷àåì

bk = − 2

πk

∫ π

0

π − t

2
d cos kt = − 2

πk

(
π − t

2
· cos kt

∣∣∣
π

0
+

∫ π

0

cos kt dt

)
= − 2

πk
·
(
−π
2

)
=

1

k
.

Òàêèì îáðàçîì

f(x) ∼
+∞∑

k=1

sin kx

k
.

Åñëè x ∈ [−π;π]\{0}, òî �óíêöèÿ â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé, ïîýòîìó âî âñåõ

òàêèõ òî÷êàõ áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(x) = Sf (x), ãäå ÷åðåç Sf (x) ìû îáîçíà÷èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé

ðÿä Ôóðüå äàííîé �óíêöèè. Â òî÷êå x = 0 ãðà�èê �óíêöèè f(x) òåðïèò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà, ïîýòîìó (ýòî
äîêàæåì ÷óòü ïîçæå)

Sf (0) =
f(0− 0) + f(0 + 0)

2
=
π/2− π/2

2
= 0 = f(0).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ âñåõ x ∈ [−π;π] íàìè äîêàçàíî ðàâåíñòâî

f(x) =

+∞∑

k=1

sin kx

k
.

Ï ð è ì å ð 7.2.2. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå �óíêöèþ f(x), çàäàííóþ íà îòðåçêå [−π;π]

f(x) = sign(x) =





1, x ∈ (0;π),

0, x = 0; ±π,
−1, x ∈ (−π; 0),

à äàëåå ïðîäîëæåííóþ ñ ïåðèîäîì 2π íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü. Èññëåäóéòå âîïðîñ î ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè-

O x

y

1

¼ 2¼

�èñ. 7.2: ãðà�èê �óíêöèè f(x)

÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå.

�åøåíèå. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî

ak = ak(f) =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos kt dt = 0, k ∈ Z+.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî èíòåãðàë îò íå÷¼òíîé �óíêöèè f(t) cos kt ïî ñèììåòðè÷íîìó
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n=1

n=3

n=5

n=51

O x

y

1

¼ 2¼

�èñ. 7.3: ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(f, x) ðÿäà Ôóðüå äëÿ f(x) ïðè ðàçëè÷íûõ n

îòíîñèòåëüíî íóëÿ îòðåçêó ðàâåí íóëþ. Íàéä¼ì êîý��èöèåíòû bk

bk = bk(f) =
1

π

∫ π

−π
f(t) sin kt dt =

2

π

∫ π

0

sin kt dt.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ÷¼òíîñòüþ �óíêöèè f(t) sin kt. Äàëåå ïîëó÷àåì

bk = − 2

πk

(
cos kt

∣∣∣
π

0

)
=

2(1− (−1)k)

πk
=

{
0, k = 2l, l ∈ Z,

4
π(2l−1) , k = 2l − 1, l ∈ Z.

Òàêèì îáðàçîì

f(x) ∼ 4

π

+∞∑

l=1

sin (2l− 1)x

2l− 1
.

Åñëè x ∈ (−π;π)\{0}, òî �óíêöèÿ â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé, ïîýòîìó âî âñåõ

òàêèõ òî÷êàõ áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(x) = Sf (x), ãäå ÷åðåç Sf (x) ìû îáîçíà÷èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé

ðÿä Ôóðüå äàííîé �óíêöèè. Â òî÷êå x = 0 (è àíàëîãè÷íî âî âñåõ òî÷êàõ âèäà x = πk, k ∈ Z) ãðà�èê �óíêöèè

f(x) òåðïèò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà, ïîýòîìó (ýòî äîêàæåì ÷óòü ïîçæå)

Sf (0) =
f(0− 0) + f(0 + 0)

2
=

1− 1

2
= 0 = f(0).

Àíàëîãè÷íî Sf (πk) = 0 = f(πk), k ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì äëÿ âñåõ x ∈ R íàìè äîêàçàíî ðàâåíñòâî

f(x) =
4

π

+∞∑

l=1

sin (2l− 1)x

2l− 1
.

Çàìå÷àíèå 71. Ìû ïðåäúÿâèëè �îðìóëû äëÿ �óíêöèè, çàäàííîé íà îòðåçêå [−π;π]. Ïî àíàëîãèè îïðå-

äåëÿþòñÿ �îðìóëû êîý��èöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå äëÿ �óíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé íà îòðåçêå [0; 2l], òàêîé,
÷òî f, |f | ∈ R[0; 2l]

f(x) ∼ a0(f)

2
+

+∞∑

k=1

(
ak(f) cos

kπx

l
+ bk(f) sin

kπx

l

)
,
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ãäå

ak = ak(f) =
1

l

∫ 2l

0

f(t) cos
kπt

l
dt, k ∈ Z+,

bk = bk(f) =
1

l

∫ 2l

0

f(t) sin
kπt

l
dt, k ∈ N.

Ï ð è ì å ð 7.2.3. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå �óíêöèþ f(x) = {x} íà âñåé ÷èñëîâîé îñè. Èññëåäóéòå âîïðîñ

O

x

y

y f x= ( )

1

1

2-2 -1

�èñ. 7.4: ãðà�èê �óíêöèè f(x)

î ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå.

�åøåíèå. Ñðàçó çàìåòèì, èñïîëüçóÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ëåãêî íàéòè:

ak = ak(f) = 2

∫ 1

0

f(t) cos(2πkt) dt =

{
1, k = 0,

0, k ∈ N.

bk = bk(f) = 2

∫ 1

0

f(t) sin(2πkt) dt = − 1

πk
, k ∈ Z+.

Òàêèì îáðàçîì

n=1

n=3

n=5

n=30

O x

y

1

1

�èñ. 7.5: ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(f, x) ðÿäà Ôóðüå äëÿ {x} ïðè ðàçëè÷íûõ n

f(x) ∼ 1

2
−

+∞∑

k=1

sin 2πkx

πk
.
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Åñëè x ∈ R\Z, òî �óíêöèÿ â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé, ïîýòîìó âî âñåõ òàêèõ

òî÷êàõ áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(x) = Sf (x), ãäå ÷åðåç Sf (x) ìû îáîçíà÷èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

Ôóðüå äàííîé �óíêöèè. Â òî÷êå x = n, n ∈ Z ãðà�èê �óíêöèè f(x) òåðïèò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà, ïîýòîìó
(ýòî äîêàæåì ÷óòü ïîçæå)

Sf (n) =
f(n− 0) + f(n+ 0)

2
=

1

2
.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ âñåõ x ∈ R íàìè äîêàçàíî ðàâåíñòâî

1

2
−

+∞∑

k=1

sin 2πkx

πk
=

{
{x}, x ∈ R\Z,
1
2 , x ∈ Z.

7.2.2 Ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè

Îïðåäåëåíèå 7.2.3 (Ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà âàðèàöèåé). Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ f(x) íà îòðåçêå [a; b], ïî-
ëîæèì

V arbaf = sup
a=x0<x1<...<xn=b

n∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)|,

ãäå ñóïðåìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ðàçáèåíèÿì a = x0 < x1 < . . . < xn = b îòðåçêà [a; b]. �îâîðÿò,
÷òî �óíêöèÿ f ∈ V arba; f èìååò êîíå÷íóþ âàðèàöèþ íà [a, b], åñëè V arbaf < ∞. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì

îáîçíà÷àòü V ba f = V arbaf .

Òåîðåìà 7.2.1 (î ñâîéñòâàõ âàðèàöèé). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

1. V ba (α · f) = |α| · V ba f .

2. Ïóñòü c ∈ (a; b). Òîãäà V ca f + V bc f = V ba f .

3. Ôóíêöèÿ V (x) = V arxaf � ìîíîòîííàÿ íåóáûâàþùàÿ.

4. Ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà îòðåçêå [a; b] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f =
ϕ1(x) − ϕ2(x), ãäå ϕ1(x), ϕ2(x) � ìîíîòîííûå íåóáûâàþùèå �óíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Î÷åâèäíî.

2. Åñëè ∃xr = c, ãäå xr - òî÷êà ðàçáèåíèÿ, òî
n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| =
r∑

k=1

+
n∑

k=r+1

6 V ca f + V bc f . Åñëè òàêîé

òî÷êè ðàçáèåíèÿ íå íàøëîñü, òî äîáàâèì òî÷êó c â ðàçáèåíèå. Ïðåäïîëîæèì c ∈ (xr;xr+1) è ïåðå-

íóìåðóåì òî÷êè ðàçáèåíèÿ êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ò.å. ïîëîæèì y1 = x1, y2 = x2, . . . , yr = xr,
yr+1 = c, yr+2 = xr+1, . . . , yn+1 = xn. Èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà |f(xr) − f(c) + (f(c) − f(xr+1))| 6
|f(xr)− f(c)|+ |f(c)− f(xr+1)| ïîëó÷àåì

n∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| 6
n+1∑

k=1

|f(yk)− f(yk−1)| 6 V ca f + V bc f.

Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî è íåðàâåíñòâî â äðóãóþ ñòîðîíó. Äåéñòâèòåëüíî, çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå

ε > 0 òîãäà ñóùåñòâóþò òî÷êè x0, . . . , xr òàêèå, ÷òî

r∑

k=0

|f(xk)− f(xk−1)| > V ca f − ε

2
.

Àíàëîãè÷íî ñóùåñòâóþò òî÷êè xr+1, . . . , xn òàêèå, ÷òî

n∑

k=r+1

|f(xk)− f(xk−1)| > V bc f − ε

2
.
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Ñëîæèì ïîñëåäíèè äâà íåðàâåíñòâà:

n∑

k=0

|f(xk)− f(xk−1)| > V ca f + V bc f − ε⇒ V ba f > V ca f + V bc f.

3. Ïóñòü x1 > x2, òîãäà V
x1
a f − V x2

a f = V x1
x2
f > 0.

4. Ïîëîæèì ϕ(x) = V (x) − f(x). Ïóñòü x1 > x2, èç íåðàâåíñòâà |f(x1) − f(x2)| 6 V x1
x2
f = V (x1) − V (x2)

âûòåêàåò

ϕ(x1)− ϕ(x2) = V (x1)− V (x2)− (f(x1)− f(x2)) > 0.

Ëåììà 44. Ïóñòü f èìååò ïåðèîä 2π, f ∈ R[−π, π]. Òîãäà äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû a ∈ R âûïîëíÿåòñÿ

2π+a∫

a

f(x)dx =

2π∫

0

f(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî.

2π+a∫
a

=
2π∫
a

+
2π+a∫
2π

= [çàìåíèì t = x − 2π, dt = dx, f(t) = f(x) â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå℄

=

a∫
0

+
2π∫
a

=
2π∫
0

.

Ëåììà 45 (�èìàíà-Ëåáåãà). Ïóñòü �óíêöèè f, |f | ∈ R([a; b]) èëè õîòÿ áû èíòåãðèðóåìû ïî �èìàíó â

íåñîáñòâåííîì ñìûñëå (ëèáî f ∈ L([a; b])). Òîãäà
b∫
a

f(x)e−iλx dx −→ 0, λ→ +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(x) ∈ C1[a, b]. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ϕ. Äëÿ ýòîãî ïðîèíòåãðèðóåì ïî

÷àñòÿì

b∫

a

ϕ(x)e−iλxdx = − 1

iλ

(
ϕ(x)e−iλx

∣∣∣∣
b

a

)
+

1

iλ

b∫

a

ϕ′(x)e−iλxdx = O

(
1

λ

)
−→ 0, λ→ +∞.

Èç òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò

1

�óíêöèÿ ϕ ∈ C1[a, b], òàêàÿ, ÷òî
b∫
a

|f − ϕ|dx 6 ε è ðàâåíñòâà f · e−iλx = (f − ϕ) ·

e−iλx + ϕ · e−iλx, ïîëó÷àåì
∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x)e−iλx dx

∣∣∣∣∣∣
6

b∫

a

|f − ϕ| dx+

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

ϕ(x)e−iλx dx

∣∣∣∣∣∣
6 2ε,

ò.ê. êàæäûé èíòåãðàë 6 ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ëåììû �èìàíà-Ëåáåãà) Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ñíà÷àëà

äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè f = χ[α,β](x). Òîãäà

β∫

α

e−iλx dx =
1

iλ
(e−iλβ − e−iλα) → 0, λ→ +∞.

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå e−iλβ − e−iλα äëÿ âåùåñâåííûõ α, β, λ îãðàíè÷åíî.

1

Íàïðèìåð, ýòî âûòåêàåò èç ïîëíîòû òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â L1. Òàêæå äàííûé �àêò âûòåêàåò èç ðàçîáðàííîãî

ïðèìåðà ??, ãäå äîêàçàíî, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíîìåðíî íà îòðåçêå ê íåïðåðûâíîé �óíêöèè.
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Äàëåå, ïî ëèíåéíîñòè óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî äëÿ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèõ �óíêöèé. Â îáùåì ñëó÷àå ïðèáëèçèì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ f ñòóïåí÷àòîé �óíêöèåé fε ïî íîðìå
L1 ñ òî÷íîñòüþ ε2. Òîãäà

∣∣∣
b∫

a

f(x)e−iλx dx
∣∣∣ 6

b∫

a

|f(x)− fε(x)| · |e−iλx| dx+
∣∣∣
b∫

a

fε(x)e
−iλx dx

∣∣∣

Ïåðâîå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò ε, à âòîðîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî óæå äîêàçàííîìó.

Îïðåäåëåíèå 7.2.4. f ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà

def⇔ f ∈ Rloc(a, b)
def⇔ ∀[c, d] ⊂ (a, b) f ∈ R[c, d].

Îïðåäåëåíèå 7.2.5. Ïîä òîðîì T = [−π, π] ìû áóäåì ïîíèìàòü îòðåçîê [−π, π] ñ îòîæäåñòâë¼ííûìè

êîíöàìè, ò.å. òî÷êó x = −π áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ x = π.

Çàìå÷àíèå 72. Ìîæíî îñëàáèòü óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòü: f ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà (äëÿ èíòåãðàëà �è-

ìàíà) íà [a, b], ïðè÷åì
b∫
a

f(x)dx ñõîäèòñÿ òàêæå è àáñîëþòíî â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. ∀ε > 0 ∃ [c, d] ⊂ (a, b)

∣∣∣∣∣
b∫
a

−
d∫
c

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
c∫
a

+
b∫
d

∣∣∣∣∣ 6
c∫
a

|f(x)|dx +
b∫
d

|f(x)|dx < [ |eiλx| = 1 ] < ε, ïî

àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x)eiλxdx−
d∫
c

f(x)eiλxdx

∣∣∣∣∣ < ε.

Òåîðåìà 7.2.2 (î ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå). Ïóñòü �óíêöèè f, |f | ∈ R(T ) (ëèáî f ∈ L(T )), δ ∈ (0;π]. Òîãäà
óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà Sn(x) −→ s, n→ +∞. ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

δ∫

0

sin(n+ 1
2 )t

t
· {f(x+ t) + f(x− t)− 2s} dt −→ 0, n→ +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(
an
bn

)
= 1

π

π∫
−π

f(t)

(
cos kt
sinkt

)
dt.

Ïðèâåä¼ì çäåñü, ëèøü èäåþ äîêàçàòåëüñòâà. Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî áóäåò äàíî íèæå. f(x); Sf (x) =

a0
2 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), Sn(f, x) =
a0
2 +

n∑
k=1

(an cos kx+ bn sin kx), s ∈ R,

Sn(f, x)− s =
1

π

π∫

0

sin(n+ 1
2 )t

2 sin t
2

{f(x+ t) + f(x− t)− 2s} dt,

Sn(f, x)− s =
1

π

δ∫

0

sin(n+ 1
2 )t

2 sin t
2

{f(x+ t) + f(x− t)− 2s} dt+ o(1), n→ ∞

Sn(f, x)− s =
1

π

δ∫

0

sin(n+ 1
2 )t

t
{f(x+ t) + f(x− t)− 2s} dt+ o(1).

2

Äëÿ èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé ïî Ëåáåãó ýòî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ, à äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ïî �èìàíó èõ òîãî, ÷òî, íàïðè-

ìåð, íèæíÿÿ ñóììà Äàðáó ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé êîìáèíàöèåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé.
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Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû çàìåíèëè sin t
2 íà

t
2 , ò.ê. â îêðåñòíîñòè íóëÿ äàííûå �óíêöèè ýêâèâàëåíòíû. Åñëè

ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, òî Sn(f, x) −→ s, n→ +∞ è ñëåäîâàòåëüíî ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê s.

7.3 ßäðà Äèðèõëå, Ôåéåðà, Äæåêñîíà-Ñòå÷êèíà.

Ëåììà 46 (î ÿäðå Äèðèõëå). Äëÿ ÿäðà Äèðèõëå Dn(x) =
1
2 +

n∑
k=1

cos kx, ñïðàâåäëèâî:

a) Dn(x) =
sin(n+ 1

2 )x

2 sin x
2

,

b) Dn(x) − ÷åòíàÿ �óíêöèÿ.

0

x

Dn( )x

y

n+1/2

¼-¼

�èñ. 7.6: ÿäðî Äèðèõëå

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñâîéñòâî a). Ñïðàâåäëèâî

2 sin
x

2
·
(
1

2
+

n∑

k=1

cos kx

)
= sin

x

2
+

n∑

k=1

2 sin
x

2
cos kx =

= sin
x

2
+

(
sin

3x

2
− sin

x

2

)
+

(
sin

5x

2
− sin

3x

2

)
+ . . .+

(
sin

(
n+

1

2

)
x− sin

(
n− 1

2

)
x

)
=

= sin

(
n+

1

2

)
x.

Ñâîéñòâî b) � î÷åâèäíî.

Ëåììà 47 (î ÿäðå Ôåéåðà). Äëÿ ÿäðà Ôåéåðà Fn−1(x) =
1
2 +

n∑
k=1

(
1− k

n

)
cos kx, ñïðàâåäëèâî

a) Fn−1(x) =
D0 +D1 + . . .+Dn−1

n
,

b) Fn−1(x) =
sin2 nx2
2n sin2 x2

,

c) Fn−1(x) − íåîòðèöàòåëüíàÿ ÷åòíàÿ �óíêöèÿ.
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0

x

Fn-1( )x

y

n/2

¼-¼

�èñ. 7.7: ÿäðî Ôåéåðà

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì a. Èç ðàâåíñòâ D0 = 1
2 , D1 = 1

2 + cosx, . . ., Dn−1 = 1
2 + cosx + . . .+ cos(n − 1)x,

ïîëó÷àåì

D0 +D1 + . . .+Dn−1

n
=

1

2
+
n− 1

n
cosx+

n− 2

n
cos 2x+ . . .+

1

n
cos(n− 1)x = Fn−1(x).

Äîêàæåì ïóíêò b). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

n−1∑
k=0

Dk =

n−1
∑

k=0

sin(k+ 1
2 )x

2 sin x
2

. Äîìíîæèì

n−1∑
k=0

sin
(
k + 1

2

)
x íà 2 sin x

2 ,

ïîëó÷èì

2 sin
x

2

(
n−1∑

k=0

sin

(
k +

1

2

)
x

)
= (1− cosx) + (cosx− cos 2x) + . . .+ (cos(n− 1)x− cosnx)

= 1− cosnx = 2 sin2
nx

2
.

Ïóíêò ) ïîëó÷àåì èç b).

Îïðåäåëåíèå 7.3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f(n), g(n) � �óíêöèè îäíîãî ïîðÿäêà è ïèñàòü f(n) ≍ g(n),
åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c1, c2 > 0, ÷òî ∀n > n0 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà c1f(n) 6
g(n) 6 c2f(n).

Ëåììà 48 (î ÿäðå Äæåêñîíà-Ñòå÷êèíà). Äëÿ ÿäðà Äæåêñîíà-Ñòå÷êèíà JN,r(x) =
1

∆N,r

(
sin N

2 x

sin x
2

)2r
, ∆N,r =

π∫
−π

(
sin N

2 x

sin x
2

)2r
dx, N, r ∈ N ñïðàâåäëèâî:

a) JN,r(x) ≥ 0, íåîòðèöàòåëüíàÿ è ÷åòíàÿ �óíêöèÿ,

b) ãðà�èê òàêîé æå êàê ãðà�èê ÿäðà Ôåéåðà, òîëüêî âîëíû óáûâàþò áûñòðåå,

) JN,r ∈ T(N−1)r, ò.å. JN,r òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïîðÿäêà íå âûøå, ÷åì (N − 1)r,

d) ∆N,r ≍ N2r−1
,

e)

π∫
0

tkJN,r(t)dt ≤ cN−k
, k = 0, 2r − 2.
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0

x

JN r, ( )x

y

¼-¼

�èñ. 7.8: ÿäðî Äæåêñîíà-Ñòå÷êèíà

Äîêàçàòåëüñòâî. a) - î÷åâèäíî.
c) Âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà

JN,r(x) =
1

∆N,r
·
(
sin N

2 x

sin x
2

)2r

= C · (FN−1(x))
r
= C ·

(
1

2
+

N−1∑

k=1

(
1− k

N

)
cos kx

)r
=

=

(N−1)r∑

k=0

ck cos kx.

Â ðàçëîæåíèè áóäóò ó÷àñòâîâàòü òîëüêî êîñèíóñû ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè ck, ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ �óíê-
öèÿ ÷¼òíàÿ.

d) Èç ðàâåíñòâà 2x
π ≤ sinx ≤ x, x ∈

[
0, π2

]
, ïîëó÷àåì

∆N,r = 2

π∫

0

(
sin N

2 x

sin x
2

)2r

dx ≍
π∫

0

(
sin N

2 x

x

)2r

dx ≍ [ çàìåíà
N

2
x = u] ≍

≍ N2r−1

Nπ
2∫

0

(
sinu

u

)2r

du ≍ N2r−1,

ò.ê. èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ:

π
2∫
0

≤
Nπ
2∫
0

≤
∞∫
0

.

e) Èç îöåíêè

π∫

0

tk

(
sin N

2 t

sin t
2

)2r

dt ≍
π∫

0

(sin N
2 t)

2r

t2r−k
dt ≍

≍ [ çàìåíà
N

2
t = u] ≍

Nπ
2∫

0

(sinu)2r

u2r−k
du ·N2r−k−1 ≍ N2r−k−1,

ðàçäåëèâ íà ∆N,r ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
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7.4 Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå ê s äëÿ 2π -ïåðèîäè÷íûõ �óíê-

öèé

Sn(f, x) =
a0
2

+

n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =
1

π

π∫

−π

f(t)

{
1

2
+

n∑

k=1

(cos kt cos kx+ sin kt sinkx)

}
dt =

=
1

π

π∫

−π

f(t)Dn(t− x)dt = [ çàìåíà t− x = u] =
1

π

π∫

−π

f(u+ x)Dn(u)du.

Èòîãî ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå:

Sn(f, x) =
1

π

π∫

−π

f(x+ t)Dn(t)dt.

Çàìå÷àíèå 73.

1
π

π∫
−π

1 ·Dn(t)dt =
1
π

π∫
0

2 ·Dn(t)dt = 1, ò.ê. êîñèíóñû îðòîãîíàëüíû ê åäèíèöå.

�àçîáú¼ì èíòåãðàë, â ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòè÷íûõ ñóìì, íà äâà Sn(f, x) = 1
π

π∫
0

+ 1
π

0∫
−π

è ñäåëàåì çàìåíó

ïåðåìåííîãî âî âòîðîì èíòåãðàëå t∗ = −t

Sn(f, x) =
1

π

π∫

0

f(x+ t)Dn(t)dt+
1

π

π∫

0

f(x− t)Dn(t)dt =

=
1

π

π∫

0

Dn(t){f(x+ t) + f(x− t)}dt.

Ïóñòü f, |f | ∈ R(T ) (ëèáî f ∈ L(T )), òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî Sn(f, x) − s = 1
π

π∫
0

Dn(t)ψx,s(t)dt,

ãäå ψx,s(t) ≡ {f(x+ t) + f(x − t) − 2s}. Âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà Sn(f, x) ê ÷èñëó s ñâîäèòñÿ ê ñõîäèìîñòè

ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà ê íóëþ. Ïóñòü δ > 0, ðàçîáú¼ì èíòåãðàë íà äâà

Sn(f, x) − s =


 1

π

δ∫

0

+
1

π

π∫

δ


 sin (n+ 1

2 )t

2 sin t
2

ψx,s(t)dt =

=
1

π

δ∫

0

sin (n+ 1
2 )t

2 sin t
2

ψx,s(t)dt+ o(1), n→ +∞.

Âòîðîé èíòåãðàë åñòü o - ìàëîå ïî ëåììå �èìàíà-Ëåáåãà, ïðèìåíèìîñòü ëåììû âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî �óíêöèÿ

f èíòåãðèðóåìà, à ñëåäîâàòåëüíî è �óíêöèÿ

ψx,s(t)
2 sin(t/2) òîæå èíòåãðèðóåìà.

Ëåììà 49. Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ

g(t) =

{
1

2 sin t
2

− 1
t , t 6= 0

0, t = 0

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [0, π].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè t ∈ (0, π] íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè g(t) î÷åâèäíà. Äîêàæåì, ÷òî �óíêöèè g(t) íåïðå-

ðûâíà â íóëå. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî g(t) =
t−2 sin t

2

2t sin t
2

−→ 0, t→ 0. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî âûòåêàåò

èç ñëåäóþùèõ îöåíîê t− 2 sin t
2 ∼ t3

22·3! , 2t sin
t
2 ∼ t2, t→ 0.

Sn(f, x)− s =

[
1

2 sin t
2

=
1

t
+ g(t)

]
=

=
1

π

δ∫

0

sin
(
n+ 1

2

)
t

t
ψx,s(t)dt+

1

π

δ∫

0

sin

(
n+

1

2

)
t · g(t)ψx,s(t)dt + o(1).

Ò.ê. g(t) ∈ C[0;π], à �óíêöèÿ ψx,s(t) èíòåãðèðóåìà, òî ïî ëåììå �èìàíà-Ëåáåãà ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñòðå-

ìèòüñÿ ê íóëþ.

Èòàê íàìè äîêàçàí êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå ê ÷èñëó s.

Òåîðåìà 7.4.1 (êðèòåðèé ñõîäèìîñòè). Ïóñòü δ ∈ (0;π], f, |f | ∈ R(T ) (ëèáî f ∈ L(T )). Òîãäà ðÿä Ôóðüå
ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó s ∈ R òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè

1

π

δ∫

0

sin (n+ 1
2 )t

t
ψx,s(t)dt = o(1), n→ ∞,

ãäå ψx,s(t) ≡ {f(x+ t) + f(x− t)− 2s}.

7.4.1 Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè

Òåîðåìà 7.4.2 (ïðèçíàê Äèíè). Åñëè ∃δ ∈ (0;π], è f, |f | ∈ R(T ),
δ∫
0

∣∣∣ψx,s(t)
t

∣∣∣ dt < +∞ (àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ)

(ëèáî

ψx,s(t)
t ∈ L(0, δ), f ∈ L(T )). Òîãäà Sn(f, x) = s+ o(1), n→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì ñõîäèìîñòè è ïðèìåíÿåì ëåììó �èìàíà-Ëåáåãà.

Ñëåäñòâèå 7.4.1. Åñëè

a) ∃ lim
t→0+

f(x+ t), lim
t→0−

f(x− t) ∈ R,

b) ∃δ > 0 :

δ∫

0

f(x+ t)− f(x+ 0)

t
dt,

δ∫

0

f(x− t)− f(x− 0)

t
dt − àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî,

c) f, |f | ∈ R(T ) (ëèáî f ∈ L(T )).

Òîãäà Sf (x) =
f(x+0)+f(x−0)

2 (ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê ïîëóñóììå çíà÷åíèé).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì s = f(x+0)+f(x−0)
2 . Òîãäà b) :

δ∫
0

f(x+t)−f(x+0)+f(x−t)−f(x−0)
t dt = óñëîâèå òåîðåìû

Äèíè âûïîëíÿåòñÿ =
∫ ψx,s(t)

t dt, Sn(f, x) = s+ o(1).

Îïðåäåëåíèå 7.4.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f(x) èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ â òî÷êå x, åñëè
�óíêöèÿ f(x) èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. À îáîçíà÷àòü áóäåì
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ñëåäóþùèì îáðàçîì f ∈ V ar(x).

Òåîðåìà 7.4.3 (ïðèçíàêÆîðäàíà). f, |f | ∈ R(T ) (ëèáî f ∈ L(T )), f ∈ V ar(x). Òîãäà Sf (x) =
f(x+0)+f(x−0)

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f ∈ V ar(x), òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå: f(x) = ϕ1(x) − ϕ2(x), ãäå ϕ1, ϕ2 �

ìîíîòîííûå íåóáûâàþùèå �óíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû f(x − 0), f(x + 0). Ïîëîæèì

s = f(x+0)+f(x−0)
2 . Òîãäà

ψx,s(t) = f(x+ t) + f(x− t)− f(x+ 0)− f(x− 0).

×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó íàäî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî:

δ∫

0

sin (n+ 1
2 )t

t
ψx,s(t)dt = o(1).

Ïîñêîëüêó ψx,s(t) ∈ V ar(x), òî èç ÿâíîãî âèäà äàííîé �óíêöèè âûòåêàò, ÷òî ψ(t) −→ 0 ïðè t → 0. Ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî ψ(t) = ϕ̃1(t) − ϕ̃2(t), ãäå ϕ̃1(t), ϕ̃2(t) � ìîíîòîííûå íåóáûâàþùèå �óíêöèè. Ïîñêîëüêó

limt →0+ ϕ̃1(t) = limt →0+ ϕ̃2(t), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ̃1(t), ϕ̃2(t) −→ 0 ïðè t→ 0, ò.ê. èíà÷å, â ñëó÷àå, êîãäà
äàííûå �óíêöèè ñòðåìÿòüñÿ ê êîíñòàíòå C ìîæíî ââåñòè íîâûå �óíêöèè ϕ1,2(t) = ϕ̃1,2(t)−C, êîòîðûå óæå
ñòðåìÿòüñÿ ê íóëþ ïðè t→ 0+.

Âîñïîëüçóåìñÿ âòîðîé òåîðåìîé î ñðåäíåì

δ∫

0

sin (n+ 1
2 )t

t
ϕ̃1(t)dt = ϕ̃1(0+)

ξ∫

0

+ϕ̃1(δ)

δ∫

ξ

= ϕ̃1(δ)

δ∫

ξ

sin (n+ 1
2 )t

t
dt.

Îáîçíà÷èì ïîñëåäíèé èíòåãðàë I1. Äîêàæåì, ÷òî I1 → 0 ïðè n → ∞, I1 =
δ(n+ 1

2 )∫
ξ(n+ 1

2 )

sinu
u du. Ââèäó ñõîäèìîñòè

èíòåãðàëà

∫ +∞
0

sin u
u du èç êðèòåðèÿ Êîøè âûòåêàåò I1 = o(1) ïðè n → +∞, ïîñêîëüêó ξ, δ > 0. Äëÿ ϕ̃2(t)

ðàâåíñòâî

δ∫

0

sin (n+ 1
2 )t

t
ϕ̃2(t)dt = o(1), n→ +∞

äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå 74. Ñóùåñòâóþò ñëó÷àè, êîãäà íåïðèìåíèì ïðèçíàê Æîðäàíà, íî ïðèìåíèì ïðèçíàê Äèíè, è

íàîáîðîò. Íàïðèìåð, �óíêöèÿ (ñì. ðèñ. 7.9)

f(x) =

{
1

ln(3π/x) , x ∈ (0; 2π),

0, x = 0,

îãðàíè÷åíà è ìîíîòîííà â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ò.å. ïðèìåíèì ïðèçíàê Æîðäàíà. Íî, èíòåãðàë

∫ δ
0
f(x)
x dx �

ðàñõîäèòñÿ, ò.å. ïðèçíàê Äèíè íåïðèìåíèì.

Ïóñòü α ∈ (0; 1), ðàññìîòðèì �óíêöèþ (ñì. ðèñ. 7.10)

g(x) =

{
xα sin 10

x , x ∈ (0; 2π),

0, x = 0,

èíòåãðàë

∫ δ
0
g(x)
x dx � ñõîäèòñÿ ïðè α ∈ (0; 1), ò.å. ïðèìåíèì ïðèçíàê Äèíè. Íî, ó �óíêöèè g(x) âàðèàöèÿ

â îêðåñòíîñòè íóëÿ íå îãðàíè÷åíà, ò.å. ïðèçíàê Æîðäàíà íåïðèìåíèì.
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O

x

y

2¼

1

f x( )=
1

ln(3 / )¼ x

O

x

y

2¼

1

f x x( )= sin(10/ )x

�èñ. 7.9: �èñ. 7.10:

7.4.2 Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ñ ïîìîùüþ ñóììèðîâàíèÿ ìåòîäîì ñðåäíåãî àðè�-

ìåòè÷åñêîãî (C, 1)

Îïðåäåëåíèå 7.4.2. σn(f, x) = S0(f,x)+...+Sn−1(f,x)
n =

(
1
π

π∫
−π

Fn−1(t)f(x + t)dt

)
, ãäå Sk(f, x) - ÷àñòè÷íîå

ñóììà ðÿäà Ôóðüå.

Òåîðåìà 7.4.4. f, |f | ∈ R(T ) (f ∈ L(T )), σn(f, x) ñõîäèòñÿ ê s ⇔ ∃δ > 0 : 1
n

δ∫
0

sin2 n
2 t

t2 ψx,s(t)dt = o(1),

n→ +∞, ãäå ψx,s = f(x+ t) + f(x− t)− 2s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Sk(f, x) − s = 1
π

π∫
0

Dk(t)ψx,s(t)dt,

σn(f, x)− s =

n−1∑
k=0

(Sk(f, x)− s)

n
=

1

π

π∫

0

D0(t) + . . .+Dn−1(t)

n
ψx,s(t)dt =

=
1

π

π∫

0

Fn−1(t)ψx,s(t)dt =
[0,δ]
I1 +

[δ,π]
I2,

ãäå

|I2| =

∣∣∣∣∣∣
1

π

π∫

δ

sin2 n2 t

2n sin2 t
2

ψx,s(t)dt

∣∣∣∣∣∣
6

1

2πn

π∫

δ

|ψx(t)|
sin2 t

2

dt = o(1), n → ∞,

I1 =
1

2πn

δ∫

0

sin2 n2 t

sin2 t
2

ψx,s(t)dt =
1

2πn
(J1 + J2),

ãäå J1 =
δ∫
0

sin2 n
2 t

( t
2 )

2 ψx,s(t)dt, J2 =
δ∫
0

sin2 nt2 ψx,s(t)
(

1
sin2 t

2

− 1
( t
2 )

2

)
dt. Ôóíêöèÿ ψx,s(t)

(
1

sin2 t
2

− 1
( t
2 )

2

)
- èíòåãðèðóå-
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ìà, ò.ê. g(t) =
(

1
sin2 t

2

− 1
( t
2 )

2

)
∈ C[−π, π] (ïî ðàçëîæåíèþ â ðÿä Òåéëîðà). Ñëåäîâàòåëüíî

σn(f, x)− s =
1

n

δ∫

0

sin2 n2 t

t2
ψx,s(t) dt+ o(1), n→ +∞.

Ñëåäñòâèå 7.4.2. Ïóñòü f, |f | ∈ R(T ) (ëèáî (f ∈ L(T ))) è f(x + 0), f(x − 0) îïðåäåëåíû. Òîãäà ðÿä Ôóðüå

ñõîäèòñÿ ìåòîäîì (C, 1) ê f(x+0)+f(x−0)
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì s
def
= f(x+0)+f(x−0)

2 . �àññìîòðèì �óíêöèþ ψx,s(t) = f(x + t) + f(x − t) − f(x +
0)− f(x− 0), Äëÿ äàííîé �óíêöèè ñïðàâåäëèâî limt→0 ψx,s(t) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå δ∗ > 0,
÷òî |ψx,s(t)| 6 ε äëÿ ëþáîãî t ∈ (0, δ∗]. Òîãäà èç ðàâåíñòâà

1

n

δ∫

0

sin2 n2 t

t2
ψx(t)dt = I1 + I2,

ãäå

I1 =

δ∗∫

0

, I2 =

δ∫

δ∗

,

ïîëó÷àåì

|I1| ≤
1

n

δ∗∫

0

sin2 n2 t

t2
|ψx(t)|dt ≤ [ çàìåíà u = nt] ≤ ε

nδ∗∫

0

sin2 u2
u2

du ≤ ε

+∞∫

0

sin2 u2
u2

du = c1ε,

ò.ê. ñõîäèòñÿ ïîñëåäíèé èíòåãðàë. Îöåíêà I2 ≤ 1
n

δ∫
δ∗

sin2 n
2 t

t2 ψx,s(t)dt = o(1), n → +∞, âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

ïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íå ïðåâîñõîäèò �óíêöèè

ψx,s(t)
t2 , êîòîðàÿ èíòåãðèðóåìà è íå çàâèñèò îò n.

7.5 Ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè. Òåîðåìà Äæåêñîíà-Ñòå÷êèíà

Îïðåäåëåíèå 7.5.1 (ðàçíîñòíûé îïåðàòîð). ∆tf(x) = f(x+ t)−f(x) - 1ãî ïîðÿäêà, ∆2
tf(x) = ∆t∆tf(x) =

∆t(f(x+t)−f(x)) = f(x+2t)−2f(x+t)+f(x) - 2ãî ïîðÿäêà,∆r
tf(x) = ∆t∆

r−1
t f(x) =

r∑
k=0

Ckr (−1)r−kf(x+kt).

Îïðåäåëåíèå 7.5.2 (ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè). r = 1. (r ≥ 1 - ìîäóëü ãëàäêîñòè). f - èíòåãðèðóåìà ïî x,

ïîëîæèì ωr(f, δ)p = sup
0≤h≤δ

‖∆r
hf(x)‖p, ãäå ‖f‖p =

(
1
π

π∫
−π

|f(x)|pdx
) 1

p

.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

1) íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà (p ∈ [1,+∞]) ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p,

2)

∥∥∥∥∥
π∫

−π
f(x, y) dy

∥∥∥∥∥
p

≤
π∫

−π
‖f(x, y)‖p dy.

(f - èíòåãðèðóåìà ïî x). p = +∞ ⇒ ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé; ‖ • ‖∞ = max
t∈[−π,π]

|f(t)|; p ∈
[1,+∞) ⇒ ïðîñòðàíñòâî Lp.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî 1) áûëî äîêàçàíî â 1 ñåìåòðå. Íåðàâåíñòâî 2) î÷åâèäíî äëÿ p = 1;+∞. Ïóñòü

1 < p < +∞, ïîëîæèì J(x) =
∫ π
−π |f(x, y)| dy ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî J ∈ Lp[−π;π], òîãäà Jp−1(x) ∈

Lp′ [−π;π]. Èñïîëüçóþ ñíà÷àëà òåîðåìó Ôóáèíè, à çàòåì íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà ïîëó÷àåì

∫ π

−π
Jp(x) dx =

∫ π

−π
Jp−1(x)

(∫ π

−π
|f(x, y)| dy

)
dx =

∫ π

−π

(∫ π

−π
Jp−1(x)|f(x, y)| dx

)
dy 6 ‖J‖p/p′p

∫ π

−π

(∫ π

−π
|f(x, y)|p dx

)1/p

dy.

�àçäåëèâ îáå ÷àñòè íà ‖J‖p/p
′

p ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî 2). Ïóñòü òåïåðü J /∈ Lp[−π;π], ò.å. ‖J‖pp = +∞, äëÿ

N > 0 ïîëîæèì:

|f(x, y)|N = min{|f(x, y)|, N}, JN (x) =

∫ π

−π
|f(x, y)|N dy.

Òîãäà JN ∈ Lp[−π;π], è ïî äîêàçàííîìó ïðè ëþáîì N > 0 ñïðàâåäëèâî

‖JN‖p 6
∫ π

−π

(∫ π

−π
Jp−1(x)|f(x, y)|N dx

)
dy 6

∫ π

−π

(∫ π

−π
Jp−1(x)|f(x, y)| dx

)
dy.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó N → +∞ ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî 2).

Òåîðåìà 7.5.1 (î ñâîéñòâàõ ∆r
tf , ωr(f, δ)). 1) ∆

r
htf(x) =

r−1∑
k1=0

. . .
r−1∑
kr=0

∆r
hf(x+ k1h+ . . .+ krh).

2) ωr(f, nδ)p ≤ nrωr(f, δ)p, n ∈ N.

3) ωr(f, λδ)p ≤ (λ+ 1)rωr(f, δ)p.
4) Åñëè ωr(f, δ)p = o(δr), δ → 0 ⇒ ωr(f, δ)p ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ∆nhf(x) = f(x+nh)− f(x) = (f(x+nh)− f(x+(n− 1)h))+ (f(x+(n− 1)h)− . . .)+ . . .+

(f(x + h) − f(x)) =
r−1∑
k1=0

∆hf(x + k1h). ∆
2
nhf(x) = ∆nh

(
r−1∑
k1=0

∆hf(x+ k1h)

)
=

r−1∑
k1=0

r−1∑
k2=0

∆hf(x + k1h+ k2h),è

ò.ä.

2) èç 1): ‖∆r
nhf(•)‖p ≤

r−1∑
k1=0

. . .
r−1∑
kr=0

‖∆r
hf(• + k1h + k2h)‖p = nr‖∆r

hf(•)‖, ãäå (•) - òî, ïî ÷åìó èäåò èíòå-

ãðèðîâàíèå.

3) èç 2): ωr(f, λδ)p ≤ ωr(f, ([λ] + 1)δ)p ≤ ([λ] + 1)rωr(f, δ)p ≤ (λ + 1)rωr(f, δ)p.

4) Ïóñòü ωr(f, δ)p = o(δr), òîãäà ωr(f, δ)p = ωr
(
f,m δ

m

)
p
≤ mrωr

(
f, δm

)
p
= δr

ωr(f, δ
m )

p

( δ
m )r

, ãäå äðîáü → 0,

m→ ∞, m ∈ N. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 50. Ïóñòü k, l ∈ N, l/k /∈ N, g, |g| ∈ R(T ) (ëèáî g ∈ L(T )), 2π
k � ïåðèîäè÷íàÿ. Òîãäà

2π∫
0

g(t)eiltdt = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ g(t)eilt èìååò 2π
k ïåðèîä, òî

I =

2π∫

0

g(t)eiltdt =

2π+ 2π
k∫

2π
k

g(t)eiltdt = [ çàìåíà u = t− 2π

k
] = eil

2π
k

2π∫

0

g(u)eiludu = eil
2π
k · I.

Îòêóäà

(
1− eil

2π
k

)
· I = 0. Ïîñêîëüêó 1

k 6= 0 ⇒ 1− eil
2π
k 6= 0, òî I = 0.

Òåîðåìà 7.5.2 (Äæåêñîíà-Ñòå÷êèíà). Ïóñòü f, |f | ∈ Rp(T ), p ∈ [1,+∞) - èíòåãðèðóåìà â p-é ñòåïåíè
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(p = +∞ - ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé) (f ∈ Lp(T )). Òîãäà

En(f)p
def
= inf

t∈τn
‖f − t‖p ≤ cωr(f,

1

n
)p,

ãäå τn - ìíîæåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà n (ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Sn(f, x) = 1
π

π∫
−π

(∆r
tf(x) − (−1)rf(x))Kn,r(t)dt, ãäå Kn,r(t) = Jr,N (t) ∈ τn

(
N =

[
n
r

]
+ 1
)
,

π∫
−π

f(x + kt) cos ltdt = [ò.ê. ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì, J - ÷åòíàÿ, çàìåíà u = x
k + t; k = 1, r, l = o, n] =

π∫
−π

f(ku) cos
(
lu+ lx

k

)
du = cos lxk

π∫
−π

f(ku) cos ludu + sin lx
k

π∫
−π

f(ku) sin ludu ∈ T l
k
∈ Tn ïî ëåììå. Îöåíèì íàè-

ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå

En(t)p ≤ ‖f(•) + (−1)rSn(f, •)‖p = [f(•) + (−1)rSn(f, •) ∈ τn] =

∥∥∥∥∥∥
1

π

π∫

−π

∆r
tf(•)Kn,r(t)dt

∥∥∥∥∥∥
p

≤

1

π

π∫

−π

‖∆r
tf(•)‖pKn,r(t)dt ≤

2

π

π∫

0

ωr(f, t)Kn,r(t)dt ≤
2

π

π∫

0

(nt+ 1)2ωr

(
f,

1

n

)

p

Kn,r(t)dt =

2

π
ωr

(
f,

1

n

)

p

π∫

0

(nt+ 1)rKn,r(t)dt ≤ [ ïî ëåììå

∫
tkKn,r(t)dt ≤ n−k, k = 0, r] ≤ c(t)ωr

(
f,

1

n

)

p

.

Äëÿ p = +∞ î÷åâèäíî.

Ñëåäñòâèå 7.5.1 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü f, |f | ∈ Rp(T ), p ∈ [1,+∞] (p = +∞ � ïðîñòðàíñòâî íåïðå-

ðûâíûõ �óíêöèé) (ëèáî f ∈ Lp(T ) äëÿ p ∈ [1; +∞)), òîãäà ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ðàâíîñèëüíû

En(f)p = O

(
1

nα

)
n→ +∞ ⇐⇒ ωr(f, δ) = O(δα), δ → 0, 0 < α < r.
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�ëàâà 8

Èíòåãðàëû çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

8.1 Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Îïðåäåëåíèå 8.1.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî �óíêöèé fy(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòüñÿ ê �óíêöèè

ϕ(x) íà ìíîæåñòâå Ex ïðè y → y0, åñëè lim
y→y0

‖ fy(.)− ϕ(.)‖C(Ex) = 0 è áóäåì ïèñàòü fy(x)⇒
Ex
ϕ(x), y → y0.

Äàííîå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó: lim
y→y0

sup
x∈Ex

|fy(x)−ϕ(x)| = 0. Ïðåâåä¼ì êðèòåðèé ðàíîñèëü-

íûé îïðåäåëåíèþ:

Ëåììà 51.

∀yn → y0, yn 6= y0 : ‖fyn(.)− ϕ(.)‖C(E) → 0 ⇔ fy(x)⇒
E
ϕ(x), y → y0

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç ðàâíîñèëüíîñòè îïðåäåëåíèé ïðåäåëà ïî �åéíå è ïî Êîøè.

Ï ð è ì å ð 8.1.1. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ñåìåéñòâî fy(x) = cos(yx) ïðè y → 0 íà

ìíîæåñòâå a) X1 = (0; 1) è b) X2 = (0;+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ ïðè �èêñèðîâàííîì x ∈ (0;+∞) äëÿ fy(x) = cos(yx) ïðè y → 0 áóäåò
åäèíèöà. Ïîýòîìó áóäåì èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ê �óíêöèè ϕ(x) ≡ 1.

• Ïîñêîëüêó y → 0, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |y| < π/2. Òîãäà íà ìíîæåñòâå x ∈ X1 = (0; 1) âûïîëíåíî

sup
x∈(0;1)

| cos(yx)− 1| 6 | cos y − 1|.

Îòêóäà lim
y→0

supx∈(0;1) | cos(yx)−1| = 0. Ñëåäîâàòåëüíî ñåìåéñòâî fy(x) = cos(yx) ïðè y → 0 íà ìíîæåñòâå

X1 = (0; 1) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ.

• Ïîêàæåì, ÷òî íà ìíîæåñòâå X2 = (0;+∞) ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè óæå íåò. Äåéñòâèòåëüíî, êàêîâî áû
íå áûëî y 6= 0 ñëåäóåò x = π/|y| ∈ (0;+∞). Ïîýòîìó

sup
x∈(0;+∞)

| cos(yx)− 1| = 2

è lim
y→0

supx∈(0;+∞) | cos(yx)− 1| = 2 6= 0.

Òåîðåìà 8.1.1 (Êðèòåðèé Êîøè). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(
fy(x)⇒E ϕ(x), y → y0

)
⇐⇒ ∀ε > 0 ∃Ȯδ(y0) ∀y1, y2 ∈ Ȯδ(y0) : ‖fy1(.)− fy2(.)‖C(E)

≤ ε.

289
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Äîêàçàòåëüñòâî.

⇒ ∀ε > 0 ∃Ȯδ(y0) : ∀y ∈ Ȯδ(y0) ‖fy(.)− ϕ(.)‖ ≤ ε∀y1, y2 ∈ Ȯδ(y0) : ‖fy1 − fy2‖ ≤ ‖fy1 − ϕ‖+ ‖ϕ− fy2‖ ≤ 2ε

Òåïåðü äîêàæåì â îáðàòíóþ ñòîðîíó ⇐

|fy1(x) − fy2(x)| ≤ ‖fy1 − fy2‖ ≤ ε.

Ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
y→y0

fy(x), ∀x ∈ E, òàêèì îáðàçîì îïðåäåëèì

�óíêöèþ ϕ(x) = lim
y→y0

fy(x). Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ñäåëàåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä y2 → y0:

‖fy1(.)− ϕ(.)‖ ≤ ε.

Ï ð è ì å ð 8.1.2. Ïóñòü f ∈ C
(

no x
[a, b]×

no y
[c, d]

)
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî y0 ∈ [c, d], ñïðàâåäëèâî fy(x)⇒

[a,b]
fy0 , ïðè

y → y0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè:

ω(f, δ) = sup√
(x1−x2)2+(y1−y2)2≤δ

|f(x1, y1)− f(x2, y2)|.

Ôóíêöèÿ f ∈ UC ([a, b]× [c, d]) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, êàê çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà êîìïàêòå.

Ñëåäîâàòåëüíî

‖fy(x) − fy0(x)‖ ≤ ω
(
f,
√
(x− x)2 + (y − y0)2

)
= ω (f, |y − y0|) → 0

Òåîðåìà 8.1.2 (Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ñåìåéñòâ �óíêöèé). Ôóíêöèÿ f : E ×A→ R. Îêðåñò-

íîñòè O(x0) ⊆ E, O(y0) ⊆ A. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

1. fy(x)⇒
O(x0)

, y → y0. Äëÿ ëþáîãî y ∈ O
◦
(y0) ∃ lim

x→x0

f(x, y). ⇒ lim
y→y0

lim
x→x0

fy(x) = lim
x→x0

lim
y→y0

fy(x)

2. fy⇒
O(x0)

ϕ(x), y → y0 è ∀y ∈ O
◦
(y0), fy(x) ∈ C(x0) ⇒ ϕ(x) ∈ C(x0)

3. fy(x)⇒[a,b]
ϕ(x), y → y0 è ∀y ∈ O

◦
(y0), fy(x) ∈ R [a, b] ⇒ ϕ(x) ∈ R[a, b]

4. fy(x), (fy(x))
′ ∈ C ([a, b]×O(y0)) (fy(x))

′
⇒
[a,b]

F (x), y → y0. fy(x) ñõîäèòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x0,

∀y ∈ O(y0), òîãäà fy(x)⇒[a,b]
ϕ(x), y → y0, ϕ ∈ C1[a, b] è ϕ′(x) = F (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî î÷åâèäíî èç óòâåðæäåíèÿ (ïåðåâîä ïî �åéíå) (ñì. âûøå), à äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

âñ¼ äîêàçàíî.

∀yn → y0 (yn 6= y0) ϕn(x) = f(x, yn)⇒ ϕ(x), n → +∞.

Òåîðåìà 8.1.3. Ïóñòü f(x, y) : [a, b]×A→ C, By � áàçà â A. Åñëè
1) Ôóíêöèè ñåìåéñòâà fy(x) èíòåãðèðóåìû íà [a, b] ïðè ëþáîì y ∈ A.
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2) fy(x)⇒
[a;b]

ïðè áàçå By. Òîãäà ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ f : [a, b] → C òîæå èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] è

b∫

a

f(x) dx = lim
By

b∫

a

fy(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p = (P, ξ) � ðàçáèåíèå P îòðåçêà [a, b] ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ξ = {ξ1, . . . , ξn}.
�àññìîòðèì èíòåãðàëüíûå ñóììû

Fy(p) =

n∑

k=1

fy(ξk)△xk, F (p) =

n∑

k=1

f(ξk)△xk.

Ïîñêîëüêó, fy(x)⇒
[a;b]

ïðè áàçå By, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè òàêîé ýëåìåíò B áàçû By, ÷òî ïðè ëþáîì

y ∈ B â ëþáîé òî÷êå x ∈ [a, b] áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |f(x)− fy(x)| < ε/(b− a). Ñëåäîâàòåëüíî

|F (p)− Fy(p)| =
∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(f(ξk)− fy(ξk))△xk
∣∣∣∣∣ 6

n∑

k=1

|f(ξk)− fy(ξk)|△xk < ε.

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà ïðè ëþáîì y ∈ B è ëþáîì ðàçáèåíèè p èç ìíîæåñòâà P = {(P, ξ)} ðàçáèåíèé
îòðåçêà [a, b] ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè. Òàêèì îáðàçîì Fy⇒P F ïðè áàçå By. Îñòà¼òñÿ â êà÷åñòâå P âçÿòü áàçó

λ(P ) → 0 è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 8.1.2 î ïåðåñòàíîâêå ïðåäåëîâ ó ñåìåéñòâà ïàðàìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé:

lim
By

b∫

a

fy(x) dx = lim
By

lim
λ(P )→0

Fy(p) = lim
λ(P )→0

lim
By

Fy(p) = lim
λ(P )→0

F (p) =

b∫

a

f(x) dx.

Ëåììà 52. Ïóñòü f(x, y) ∈ C ([a, b]× [c, d]). Òîãäà �óíêöèÿ Φ(u, v, y) =
∫ v
u
f(x, y)dx ∈ C

(
[a, b]2 × [c, d]

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì îöåíêó

|Ô(u+△u, v +△v, y +△y)−Ô(u, v, y)| ≤
≤ |Ô(u +△u, v +△v, y +△y)−Ô(u+△, v +△, y)|+ |Ô(u+△u, v +△v, y)−Ô(u, v, y)| =

= I1 + I2,

Îöåíèì ïî îòäåëüíîñòè I1, I2.

I1 ≤
v+△v∫

u+△u

|f(x, y +△y)− f(x, y)| dx ≤ ω (f, |△y|) · |b− a| → 0,

ω(f, t) → 0, t→ 0, ò.ê. �óíêöèÿ f(x, y) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

I2 =

∣∣∣∣∣∣∣




v+△v∫

u+△u

−
v∫

u


 f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣




u∫

u+△u

+

v+△v∫

v


 f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤

∣∣∣∣∣∣∣

u∫

u+△u

fdx

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

v+△v∫

v

fdx

∣∣∣∣∣∣
≤ C (|△u|+ |△v|) → 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî �óíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíàÿ íà êîìïàêòå, à ñëåäîâàòåëüíî è
îãðàíè÷åííàÿ.



292 �ëàâà 8. Èíòåãðàëû çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Òåîðåìà 8.1.4. Ïóñòü f(x, y) ∈ C ([a, b]× [c, d]). Òîãäà F (y) =
b∫
a

f(x, y)dx ∈ C[c, d] è
d∫
c

(
b∫
a

f(x, y)dx

)
dy =

b∫
a

(
d∫
c

f(x, y)dy

)
dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î íåïðåðûâíîñòè âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåé ëåììû, à âòîðîå èç òåîðå-

ìû Ôóáèíè.

Òåîðåìà 8.1.5. Ïóñòü f ′
y(x, y), f(x, y) ∈ C ([a, b]× [c, d]), òîãäà F (y) =

b∫
a

f(x, y)dx ∈ C1[c, d] è F ′(y) =

b∫
a

f ′
y(x, y)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∣∣∣∣∣∣
F (y + h)− F (y)

h
−

b∫

a

f ′
y(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

((
f(x, y + h)− f(x, y)

h

)
− f ′

y(x, y)

)
dx

∣∣∣∣∣∣

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà θ ∈ (0, 1), òàêàÿ ÷òî

∣∣∣∣∣∣
F (y + h)− F (y)

h
−

b∫

a

f ′
y(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

(
f ′
y(x, y + θh)− f ′

y(x, y)
)
dx

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
b∫

a

∣∣f ′
y(x, y + θh)− f ′

y(x, y)
∣∣ dx ≤ ω

(
f ′
y, |θh|

)
|b− a| → 0.

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî �óíêöèÿ f ′
y íåïðåðûâíàÿ íà êîìïêàêòå, à ñëåäîâàòåëüíî è ðàâíî-

ìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì êîìïàêòå. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå �óíêöèè F (y), F ′(y) íåïðåðûâíû.

Òåîðåìà 8.1.6 (�îðìóëà Ëåéáíèöà). Ïóñòü f ′
y(x, y), f(x, y) ∈ C ([a, b]× [c, d]) ψ, ϕ : [c, d] → [a, b], ∈

C1[c, d], F (y) =
ψ(y)∫
ϕ(y)

f(x, y)dx. Òîãäà F (y) ∈ C1[c, d] è

F ′(y) = f(ψ(y), y)ψ′(y)− f(ϕ(y), y)ϕ′(y) +

ψ(y)∫

ϕ(y)

f ′
y(x, y)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

Φ(u, v, y) =

v∫

u

f(x, y)dx.

Ôóíêöèÿ Φ(u, v, y) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå [a, b]2 × [c, d]. Ôóíêöèÿ Φ′
v = f(v, y) � íåïðåðûâíà, Φ′

u =

−f(u, y) � íåïðåðûâíà. Φ′
y =

v∫
u

f ′
y(x, y)dx � íåïðåðûâíà ïî ëåììå. Ïîñêîëüêó âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
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íåïðåðûâíû, òî Φ äè��åðåíöèðóåìà. Ïî òåîðåìå î äè�. �óíêöèè

F ′(y) = (Φ(ϕ(y), ψ(y), y))
′
y = f(ψ(y), y)ψ′(y)− f(ϕ(y), y)ϕ′(y) +

ψ(y)∫

ϕ(y)

f ′
y(x, y)dx.

Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ íåïðåðûâíî, ïîýòîìó íåïðåðûâíà è ñàìà F ′(y).

Ï ð è ì å ð 8.1.3. Äëÿ a > 1 âû÷èñëèòü F (a) =
∫ a3
a2

ln ax
x dx êàê ïî �îðìóëå Ëåéáíèöà, òàê è ïðè ïîìîùè

ïåðâîîáðàçíîé.

I. Âû÷èñëèì ïî �îðìóëå Ëåéáíèöà. Ïîñêîëüêó âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ëåéáíèöà âûïîëíåíû, òî

F ′(a) = 3a2 · ln a
4

a3
− 2a · ln a

3

a2
+

∫ a3

a2

1

ax
dx = 6 · ln a

a
+

1

a
·
(
ln a3 − ln a2

)
= 6 · ln a

a
+

ln a

a
= 7 · ln a

a
.

Îòêóäà

F (a) =

∫ a

1

7 · ln a
a

da =
7

2
· ln2 a.

II. Íàéä¼ì �óíêöèþ F (a) âû÷èñëèâ å¼ ïåðâîîáðàçíóþ.

F (a) =

∫ a3

a2

ln a

x
dx+

∫ a3

a2

lnx

x
dx =

(
ln a · lnx+

ln2 x

2

)∣∣∣∣
a3

a2
= ln2 a+

9− 4

2
· ln2 a =

7

2
· ln2 a.

8.2 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Îïðåäåëåíèå 8.2.1. Ïóñòü ω � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ðàñøèðåíîé ÷èñëîâîé îñè, ò.å. ω
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ±∞, f : [a, ω) × A → R. Åñëè äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ y ∈ A �óíêöèÿ f(·, y)
èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ïîëóèíòåðâàëå [a;ω), òî èíòåãðàë F (y) =

ω∫
a

f(x, y) dx

íàçûâàþò íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà y.

Îïðåäåëåíèå 8.2.2. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë F (y) =
ω∫
a

f(x, y) dx íàçûâàþò ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà

ìíîæåñòâå A, åñëè ñåìåéñòâî �óíêöèé Fb(y) =
b∫
a

f(x, y) dy ðàâíîìåðíî íà A ñõîäèòñÿ ê F (y), ò.å.

∀ε > 0 ∃B ∈
ìí-âî ïî x︷ ︸︸ ︷
[a;ω) ∀b ∈ [B;ω) ‖F (y)− Fb(y)‖C(A) =

∥∥∥∥∥∥

ω∫

b

f(x, ·) dx

∥∥∥∥∥∥
C(A)

= sup
y∈A

∣∣∣∣∣∣

ω∫

b

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣∣
6 ε.

Çàìå÷àíèå 75. Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà âûòåêàåò, ÷òî óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà F (y) =
ω
∫

a
f(x, y) dx íà ìíîæåñòâå A ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

lim
b→ω−

∥

∥

∥

∥

∥

∥

ω
∫

b

f(x, ·) dx

∥

∥

∥

∥

∥

∥

C(A)

= 0.

Åñëè äàííûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, ëèáî îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåò.

Ï ð è ì å ð 8.2.1. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü

∫ +∞
1 dx/xα, íà ìíîæåñòâå a) α ∈ (1;+∞); b)

α ∈ (α0; +∞), ãäå α0 > 1.
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I. Ñõîäèìîñòü èñõîäíîãî èíòåãðàëà ïðè êàæäîì çíà÷åíèè α ∈ (1;+∞) íàì óæå èçâåñòíà. Ïîêàæåì ÷òî

îíà íå ðàâíîìåðíàÿ, ò.å. â ïåðâîì ñëó÷àå α ∈ (1;+∞) ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà íå áóäåò. Ïóñòü

ε = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî B ñóùåñòâóåò b = B òàêîå, ÷òî äëÿ α∗ = 1 + 1/b âûïîëíåíî:

‖F (y)− Fb(y)‖C(1;+∞) =

∥∥∥∥∥∥

+∞∫

b

x−α dx

∥∥∥∥∥∥
C(1;+∞)

>

∣∣∣∣∣∣

+∞∫

b

x−α
∗
dx

∣∣∣∣∣∣
=

b1−α
∗

α∗ − 1
= b1−1/b → +∞, b→ +∞.

Ïîñêîëüêó ïâûðàæåíèå â ïîñëåäíåé îöåíêè ñòðåìèòñÿ ê +∞, òî ýòî âûðàæåíèå ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà áóäåò

áîëüøå ëèáî ðàâíî ε.

II. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî:

‖F (y)− Fb(y)‖C(α0;+∞) =

∥∥∥∥∥∥

+∞∫

b

x−α dx

∥∥∥∥∥∥
C(α0;+∞)

6

∣∣∣∣∣∣

+∞∫

b

x−α0 dx

∣∣∣∣∣∣
=

b1−α0

α0 − 1
→ +0, b→ +∞.

Îòêóäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà ìíîæåñòâå α ∈ (α0; +∞), ãäå α0 > 1.

Òåîðåìà 8.2.1 (Êðèòåðèé Êîøè). Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà

ω∫
a

f(x, y) dx ðàâ-

íîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå A ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃B ∈ [a;ω) ∀b1, b2 ∈ [B;ω), ÷òî

∥∥∥∥∥∥

b2∫

b1

f(x, y) dx

∥∥∥∥∥∥
C(A)

< ε

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç êðèòåðèÿ Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñåìåéñòâà �óíêöèé.

Fb(y) =

b∫

a

f(x, y) dx è Fb2(y)− Fb1(y) =

b2∫

b1

f(x, y) dx

Ñëåäñòâèå 8.2.1. �àññìîòðèì �óíêöèþ f : [a, ω)× [c, d] → R, f ∈ C([a;ω)× [c; d]) äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî,

÷òî

ω∫
a

f(x, y) dx � ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå y = c. Òîãäà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà (c; d) íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìíèì Êðèòåðèé Êîøè äëÿ �óíêöèè, ðàñõîäÿùåéñÿ â òî÷êå y = c.

∃ ε0 > 0 ∀B ∈ (a;ω) ∃b1, b2 ∈ [B,ω)

∣∣∣∣∣∣

b2∫

b1

f(x, c) dx

∣∣∣∣∣∣
> ε0.

Ïîñêîëüêó F (y) =
b2∫
b1

f(x, y) dy ∈ C([c; d]), òî

∣∣∣∣∣∣

b2∫

b1

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣∣
≥ ε0

2

â íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êå  ∀y ∈ [c; c+ δ]. Íà îñíîâàíèè êðèòåðèè Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà, òåïåðü çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé èíòåãðàë íå
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ìîæåò ñõîäèòüñÿ ðàâíîìåðíî íè íà êàêîì ïîäìíîæåñòâå Y ⊆ [c; d], çàìûêàíèå êîòîðîãî ñîäåðæèò òî÷êó c, è
â ÷àñòíîñòè, íà (c; d). Ïîñêîëüêó

sup
y ∈(c;d)

∣∣∣∣∣∣

b2∫

b1

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣∣
≥ ε0

2

Òåîðåìà 8.2.2 (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü äëÿ �óíêöèé g, f : [a;ω)× Y → R âûïîëíåíî

1. Ôóíêöèè f è g èíòåãðèðóåìû íà ëþáîì [a, b] ⊂ [a;ω);

2. |f(x, y)| ≤ g(x, y) ∀(x, y)ǫ[a;ω)× Y ;

3.

ω∫
a

g(x, y) dx ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà Y .

Òîãäà

ω∫
a

f(x, y) dx ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç îöåíêè

∣∣∣∣∣∣

b2∫

b1

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

b2∫

b1

|f(x, y)| dx ≤
b2∫

b1

g(x, y) dx,

à äàëåå èç êðèòåðèÿ Êîøè.

Ï ð è ì å ð 8.2.2. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü

∫ +∞
1

dx/xα, íà ìíîæåñòâå a) α ∈ (1;+∞); b)
α ∈ (α0; +∞), ãäå α0 > 1.

Â ïåðâîì ñëó÷àå α ∈ (1;+∞) ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 8.2.1, èíòåãðàëà íå áóäåò, ò.ê.

ïðè ïîäñòàíîâêè ïðåäåëüíîé òî÷êè α = 1 èíòåãðàë
∫ +∞
1

dx/x ðàñõîäèòñÿ.
Â ñëó÷àå b) ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü âûòåêàåò èç îöåíêè

1

xα
6

1

xα0
, x > 1, α > α0,

ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

∫ +∞
1

dx/xα0
è ïðèçíàêà Âåéåðøðàññà.

Òåîðåìà 8.2.3 (Ïðèçíàê Àáåëÿ � Äèðèõëå). Ïóñòü f, g : [a, ω)× [c; d] → R è

• f, g èíòåãðèðóåìû íà ∀[a; b] ⊂ [a;ω)

• g(x, y) � ìîíîòîííàÿ �óíêöèþ ïî x ∈ [a;ω) äëÿ ∀y ∈ [c; d].

Âûïîëíåíû ëþáûå èç ñëåäóþùèõ ïàð óñëîâèé (ëèáî óñëîâèÿ 1), 2) ëèáî 1'), 2'))
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Àáåëü:

1.

ω∫
a

f(x, y) dx
[c;d]
⇒;

2. sup
y∈[c;d]
x∈[a;ω)

|g(x, y)| ≤ C.

Äèðèõëå:

1'

∥∥∥∥∥
b∫
a

f(x, ·) dx
∥∥∥∥∥ ≤ C ∀b ∈ [a;ω);

2' sup
yǫ[c;d]

|g(x, y)| ⇒ 0 , x→ ω.

Òîãäà

ω∫
a

f(x, y) · g(x, y) dx
[c;d]
⇒.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç èíòåãðàëüíîé âòîðîé òåîðåìû î ñðåäíåì ïîëó÷àåì

b2∫

b1

f(x, y) · g(x, y) dx = g(b1 + 0, y)

ξ∫

b1

f(x, y) dx+ g(b2 − 0, y)

b2∫

ξ

f(x, y) dx.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç êðèòåðèÿ Êîøè.

Òåîðåìà 8.2.4 (Ôîðìóëà Ôðóëëàíè). Ïóñòü f ∈ C[0; +∞), a, b > 0 è

+∞∫
d

f(x)−C
x dx ñõîäèòñÿ äëÿ íåêî-

òîðîé êîíñòàíòû C ïðè ëþáîì d > 0. Òîãäà
+∞∫
0

f(ax)−f(bx)
x dx = (f(0)− C) · ln b

a .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëåäóþùèõ èíòåãðàëàõ ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîãî:

+∞∫

d

f(ax)− C

x
dx

t=ax
=

+∞∫

ad

f(x)− C

x
dx

+∞∫

d

f(bx)− C

x
dx

t=bx
=

+∞∫

bd

f(x)− C

x
dx

Âû÷òåì èç ïåðâîãî èíòåãðàëà âòîðîé è èñïîëüçóåì ïåðâóþ òåîðåìó î ñðåäíåì:

+∞∫

d

f(ax)− f(bx)

x
dx =

bd∫

ad

f(x)− C

x
dx = (f(ξ)− C)

bd∫

ad

dx

x
= (f(ξ)− C) ln

b

a
,

ãäå ξ ∈ [ad; bd] äàëåå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä d→ 0 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìå÷àíèå 76. Êîíñòàíòó C ÷àùå âûáèðàþò ëèáî 0, ëèáî f(+∞).
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Ï ð è ì å ð 8.2.3. Äëÿ a, b > 0 âû÷èñëèòü
+∞∫
0

arcctg(−ax)−arcctg(−bx)
x dx.

Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë

+∞∫
d

arcctg(−x)−π
x dx ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì d > 0. Äåéñòâèòåëüíî,

π − arcctg(−x) = π

2
+ arctg(−x) = π

2
− arctg(x) = arctg

1

x
∼ 1

x
, x→ +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî C = π è ñïðàâåäëèâî

+∞∫

0

arcctg(−ax)− arcctg(−bx)
x

dx =
(π
2
− π

)
· ln b

a
= −π

2
· ln b

a
.

Òåîðåìà 8.2.5. Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ f(x, y) : [a, ω)× Y −→ R è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1.

ω∫
a

f(x, y) dx ∃ êàê íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ∀y ∈ Y ;

2. f(x, y) ⇒ ϕ(x) íà ëþáîì îòðåçêå âèäà [a, b] ⊂ [a, ω) ïðè áàçå By,(íàïðèìåð, ìîãëî áû áûòü y → y0 ∈
Y );

3.

ω∫
a

f(x, y) dx ⇒

By
.

Òîãäà

lim
By

ω∫

a

f(x, y) dx =

ω∫

a

ϕ(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Fb(y) =
b∫
a

f(x, y) dx. Íàïèøåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ (îáîñíîâàíèå ïðèâåä¼ì íèæå).

lim
By

ω∫

a

f(x, y) dx = lim
By

lim
b→ω

b∫

a

f(x, y) dx =

lim
By

lim
b→ω

Fb(y) = lim
b→ω

lim
By

Fb(y) =

lim
b→ω

lim
By

b∫

a

f(x, y) dx = lim
b→ω

b∫

a

ϕ(x) dx =

ω∫

a

ϕ(x) dx

Ïîÿñíèòü òðåáóåòñÿ òðåòüå è ïÿòîå ðàâåíñòâî. Òðåòüå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû 8.1.2 î ñâîéñòâàõ ðàâ-

íîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ. Äåéñòâèòåëüíî,

• èç âòîðîãî óñëîâèÿ òåîðåìû è òåîðåìû 8.1.3 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò lim
By

Fb(y);

• èç òðåòüåãî óñëîâèÿ òåîðåìû âûòåêàåò Fb(y) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà áàçå By ïðè b→ ω.

Ïÿòîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû äëÿ ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 8.2.6. Äëÿ �óíêöèè f(x, y) : [a, ω)× [c, d] −→ R ñïðàâåäëèâî

1. f, f ′
y(x, y) ∈ C([a, ω)× [c, d]);
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2.

ω∫
a

f ′
y(x, y) dx⇒ [c;d]

;

3.

ω∫
a

fy(x, y0) dx- ñõîäèòñÿ ïðè y0 ∈ [c, d].

Òîãäà F (y) =
ω∫
a

f(x, y) dx ∈ C1[c, d] è F ′(y) =
ω∫
a

f ′
y(x, y) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Fb(y) =
b∫
a

f(x, y) dx. Òîãäà ïî òåîðåìå 8.1.5 î äè��åðåíöèðóåìîñòè ñîáñòâåí-

íîãî èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà, èç óñëîâèé f ′
y(x, y), f(x, y) ∈ C[a, b] × [c, d], äëÿ ëþáîãî b ∈ [a, ω)

âûòåêàåò, ÷òî F ′
b(y) =

b∫
a

f ′
y(x, y) dx.

Ïîñêîëüêó

• Fb(y) ∈ C1[c, d] (âûòåêàåò èç ñâîéñòâ ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà);

• F ′
b(y) =

b∫
a

f ′
y(x, y) dx⇒

[c,d]
Φ(y), b→ ω � ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïî óñëîâèþ;

• Fb(y0) =
b∫
a

f(x, y0) dx � ñõîäèòñÿ ïðè b→ ω ïî óñëîâèþ.

Ñëåäîâàòåëüíî ïî òåîðåìå 8.1.2 ÷åòâ¼ðòîãî óòâåðæäåíèÿ Fb(y)⇒
[c,d]

F (y), β → ω è F ′(y) = Φ(y)

Òåîðåìà 8.2.7 (Íåïðåðûâíîñòü). 1) f ∈ C([a, ω)× [c, d])

2)

ω∫
a

f(x, y) dx⇒
[c,d]

Òîãäà F (y) =
ω∫
a

f(x, y) dx ∈ C[c, d]

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Fb(y) =
b∫
a

f(x, y) dx.

1. Fb ∈ C[c, d].

2. Fb(y)⇒[c,d] ⇒ ïî ïðèíöèïó ñåìåéñòâ ïàðàìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé.

Òåîðåìà 8.2.8 (Îá èíòåãðèðóåìîñòè (äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà (îñîáåííîñòü îäíà)). Ïóñòü f ∈
C([a, ω)× [c, d]) è

ω∫
a

f(x, y) dx⇒
[c,d]

. Òîãäà F (y) =
ω∫
a

f(x, y) dx ∈ R[c, d] è

d∫

c




ω∫

a

f(x, y)dx


 dy =

ω∫

a




d∫

c

f(x, y)dy


 dx.

Äîêàçàòåëüñòâî.

d∫
c

(
b∫
a

f(x, y) dx

)
dy =

b∫
a

(
d∫
c

f(x, y) dy

)
dx− âåðíî äëÿ ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

lim
b→ω−

b∫

a




d∫

c

f(x, y) dy


 dx =

d∫

c

lim
b→ω−




b∫

a

f(x, y) dx


 dy. (8.2.1)

Ïóñòü Fb(y) =
b∫
a

f(x, y)dx. Òîãäà, åñëè ìû äîêàæåì ðàâåíñòâî

lim
b→ω−

d∫

c

Fb(y) dy =

d∫

c

lim
b→ω−

Fb(y) dy,

òî áóäåò äîêàçàíî îöåíêà (8.2.1) è òåîðåìà.

1. Fb(y) =
b∫
a

f(x, y)dx⇒
[c,d]

, β → ω

2. Fb ∈ C[c, d], ∀b ∈ [a, ω) ⇒ ïî òåîðåìå î ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ.

Òåîðåìà 8.2.9 (Îá èíòåãðèðóåìîñòè (äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà: îñîáåííîñòü ïî êàæäîé ïåðåìåííîé).

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1. f ∈ C([a, ω)× [c,̟]),

2. Φ(x) =
∫̟
c

f(x, y) dy⇒
∀[a,b]⊂ [a,ω)

F (y) =
ω∫
a

f(x, y) dx⇒
∀[c,d]⊂ [c,̟)

.

3. Åñëè îäèí èç èíòåãðàëîâ ñõîäèòñÿ:

ω∫

a



∫̟

c

|f(x, y)|dy


 dx,

∫̟

c




ω∫

a

|f(x, y)|dx


 dy.

Òîãäà

ω∫

a



∫̟

c

f(x, y)dy


 dx =

∫̟

c




ω∫

a

f(x, y)dx


 dy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñõîäèòüñÿ èíòåãðàë

ω∫
a

(∫̟
c

|f(x, y)|dy
)
dx. Ïðèâåä¼ì îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî ðàâåíñòâî

lim
d→̟

d∫

c




ω∫

a

f(x, y)dx


 dy =

ω∫

a

lim
d→̟




d∫

c

f(x, y)dy


 dx,

ñïðàâåäëèâî.

Ïîëîæèì Φd(x) =
d∫
c

f(x, y) dy. Òîãäà

• Φd(x)⇒
[a,b]⊂ [a,ω)

, d→ ̟ − ïî óñëîâèþ 2;
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• |Φd(x)| 6
∫̟
c

|f(x, y)| dy = G(x);

•
∫̟
a

G(x) dx � õîäèòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà

ω∫
a

Φd(x) dx ⇒. Ñëåäîâàòåëüíî ïî òåîðåìå 8.2.5 ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî

lim
d→̟

∫ ω

a

Φd(x) dx =

∫ ω

a

lim
d→̟

Φd(x) dx

×òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå 8.2.2 (îá èíòåãðèðóåìîñòè (ïî äâå îñîáñòâåííîñòè â êàæäîì èç èíòåãðàëîâ)). Ïóñòü âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ

1. f ∈ C((ω1, ω2)× (̟1, ̟2));

2. Φ(x) =
̟2∫
̟1

f(x, y) dy⇒
∀[a,β]⊂ (ω1,ω2)

,

F (y) =
ω2∫
ω1

f(x, y) dx⇒
∀[c,d]⊂ (̟1,̟2)

;

3. Ñõîäèòñÿ îäèí èç èíòåãðàëîâ

ω2∫
ω1

(
̟2∫
̟1

|f(x, y)|dy
)
dx ëèáî

̟2∫
̟1

(
ω2∫
ω1

|f(x, y)|dx
)
dy.

Òîãäà

ω2∫

ω1




̟2∫

̟1

f(x, y) dy


 dx =

̟2∫

̟1




ω2∫

ω1

f(x, y) dx


 dy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî èíòåãðàëîâ è ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ òåîðåìó.

Ï ð è ì å ð 8.2.4 (Èíòåãðàë Ýéëåðà-Ïóàññîíà).

I =

+∞∫

0

e−x
2

dx =

√
π

2

Äîêàçàòåëüñòâî. I =
+∞∫
0

e−u
2

du =
+∞∫
0

ye−x
2y2 dx , u = xy äëÿ y > 0.

I2 =

+∞∫

0

e−y
2

dy

+∞∫

0

ye−x
2y2 dx

?

=

+∞∫

0




+∞∫

0

ye−y
2(1+x2)dy


 dx =

1

2

+∞∫

0

dx

1 + x2
=
π

4

Îáîñíîâàíèå ïåðåõîäà, ïîìå÷åííîãî ìåòêîé (?):

1. f(x, y) = ye−y
2(1+x2) ∈ C(R2);

2. Äîêàæåì, ÷òî åñòü ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü:

∫ +∞
0

ye−y
2(1+x2) dy⇒

x∈R

. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäè-

ìîñòü íà ìíîæåñòâå x ∈ R âûòåêàåò èç îöåíêè ye−y
2(1+x2) 6 ye−y

2

è ïðèçíàêà Âåéðøòðàññà.

Ïðè èññëåäîâàíèè íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïî ïåðåìåííîé y ∈ (0;+∞) âîçíèêàåò äâå îñîáåííîñòè:
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â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü y ∈ [c, d] ⊂ (0,+∞) èç íåðàâåíñòâà ye−y
2(1+x2) 6 d e−c

2(1+x2)
è ïðè-

çíàêà Âåéåðøòðàññà âûòåêàåò, ÷òî èíòåãðàë

+∞∫
0

ye−y
2(1+x2) dx ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïî ïåðåìåííîé y

èç ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà [c, d] ⊂ (0,+∞).

3.

+∞∫
0

(
+∞∫
0

|ye−y2(1+x2)|dy
)
dx � ñõîäèòñÿ (è ìû åãî äàæå âû÷èñëèëè).

Ï ð è ì å ð 8.2.5 (Èíòåãðàë Äèðèõëå).

+∞∫

0

sin(αx)

x
dx =

π

2
sign(α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì I(α) =
+∞∫
0

sin(αt)
t dt. Ñëó÷àé α = 0 � î÷åâèäåí, ò.ê. I(α) = 0. Ñëó÷àé α < 0 �

ñâîäèòñÿ ê α > 0, ò.ê. I(α) = −I(−α). Ïîýòîìó ðàçáåð¼ì îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé, ò.å. α > 0. Ñäåëàåì çàìåíó

ïåðåìåííîãî t = αx:
+∞∫

0

sin(αx)

x
dx =

+∞∫

0

sin t

t
dt, α > 0.

Âû÷èñëèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

F (β) =

+∞∫

0

sin t

t
e−βt dt β > 0.

Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèþ F (β) ìîæíî äè��åðåíöèðîâàòü ïðè β > β0 > 0. Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

ïîçâîëÿþùèå äè��åðåíöèðîâàòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë.

• f(t, β) = sin t
t e−βt ∈ C(R2), f ′

β = − sin t e−βt ∈ C(R2).

• −
+∞∫
0

sin t e−βt dt⇒
[β0,+∞)

ñõîäèòñÿ ïî Âåéåðøòðàññå òàê êàê: |−sin(t) e−βt| 6 e−β0t
, à èíòåãðàë îò �óíêöèè

e−β0t
ñõîäèòñÿ íà ëó÷å (0;+∞).

• F (1) ñõîäèòñÿ.

Ñîãëàñíî ýòèì òð¼ì ïóíêòàì �óíêöèþ F (β) ìîæíî äè��åðåíöèðîâàòü íà ìíîæåñòâå β > β0 > 0. Íî ïîñòî-
ÿííóþ β0 ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíîé ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè

F (β) ìîæíî íàéòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî β > 0. Íàéä¼ì å¼.

F ′(β) = −
+∞∫

0

sin t e−βt dt = ℑ
+∞∫

0

e−(β+i)t dt = ℑ 1

β + i
= ℑ

(
β − i

β2 + 1

)
= − 1

β2 + 1

Îòêóäà ïîëó÷àåì: F (β) = − arctg(β) + C.
Äîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ F (β) íåïðåðûâíà íà [0; +∞). Äëÿ ýòîãî íàäî äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ ïî ïàðàìåòðó β ∈ [0; +∞) (íåïðåðûâíîñòü ïîäèíòåãðàëüíîé �óíêöèè ìû óæå îòìå÷àëè). Äåéñòâè-

òåëüíî

∫ +∞
0

sin t
t dt õîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå, à òàê êàê äàííûé èíòåãðàë îò β íå çàâèñèò, òî ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà ëþáîì ìíîæåñòâå ïî ïåðåìåííîé β. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî
∫ +∞
0

sin t
t e−βt dt ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ, òàê êàê |e−βt| 6 1 ïðè β, t > 0 è e−βt ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé t ïðè ëþáîì

β ∈ [0,+∞].
Òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ F (β) íåïðåðûâíà íà [0; +∞). Íàéä¼ì êîíñòàíòó C â ðàâåíñòâå F (β) = − arctg(β)+

C.
lim

β→+∞
F (β) = 0 = −π

2
+ C.
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Îòêóäà C = π/2. Ò.å. ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî

F (β) = − arctg(β) +
π

2
.

Îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè F (β) â íóëå ñïðàâà.

+∞∫

0

sin t

t
dt = lim

β→0+
F (β) = − arctg(0) +

π

2
=
π

2
.

Äðóãîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëà Äèðèõëå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî â èíòåãðàëå

∫ +∞

0

e−αx
sinβx

x
dx =

∫ +∞

0

e−αx
(∫ β

0

cos(tx) dt

)
dx, α > 0, β ∈ R,

ìîæíî ïîìåíÿòü ïîðÿäêè èíòåãðèðîâàíèÿ ìåñòàìè ïðè α ∈ [α0; +∞), ãäå α0 > 0. À äàëåå èç íåïðåðûâ-

íîñòè èñõîäíîé �óíêöèè ïî α ∈ [0; +∞) íàõîäèì èíòåãðàë Äèðèõëå. Ïðåäëàãàåì ýòî ïðîäåëàòü ÷èòàòåëþ

ñàìîñòîÿòåëüíî.

8.3 �àììà-�óíêöèÿ

�àññìîòðèì áåòó è ãàììó �óíêöèè. Îíè ÷àñòî íàçûâàþòñÿ ýéëåðîâûìè èíòåãðàëàìè. �àììà �óíêöèþ

1

Ë.

Ýéëåð ââ¼ë â 1729 ãîäó, êàê îáîáùåíèå �àêòîðèàëà íà âñþ êîìïëåêñíóþ îáëàñòü ïðè ïîìîùè �îðìóëû

Γ(z) =
1

z

∞∏

n=1

(
1 + 1

n

)z

1 + z
n

, z ∈ C \ {0,−1,−2, . . .}.

Òàêæå èç ýòîé �îðìóëû áûëî ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòâàëåíèå íà (0;+∞). Çäåñü, ââèäó êðàòêîñòè

êóðñà, ìû íà÷í¼ì ñðàçó ñ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Íà÷í¼ì ñ ãàììà-�óíêöèè: Γ(x) =
+∞∫
0

tx−1e−t dt. Äàííàÿ �îðìóëà îïðåäåëåíà ïðè âñåõ x > 0, ÷òî âûòåêàåò

èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà. Äëÿ âñåõ x ∈ R ãàììà �óíêöèÿ îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

Γ(x) =





+∞∫
0

tx−1e−t dt, x > 0;

+∞∫
0

tx−1
(
e−t −∑k

m=0
(−t)m
m!

)
dt =

+∞∫
0

tx−1
(∑+∞

m=k+1
(−t)m
m!

)
dt, x ∈ (−(k + 1);−k), k ∈ Z+.

Áåòà-�óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: B(x, y) =
1∫
0

tx−1(1− t)y−1dt. Áåòà-�óíêöèÿ îïðåäåëåíà

ïðè âñåõ x, y > 0, ÷òî âûòåêàåò èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà.

1

Ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü ãàììà �óíêöèÿ ÷åðåç ñëåäóþùóþ �îðìóëó (�îðìóëà Âåéåðøòðàññà)

1

Γ(z)
= zeγz

+∞
∏

n=1

(

1 +
z

n

)

e−
z
n ,

ãäå γ � êîíñòàíòà Ýéëåðà. Åñëè z ∈ Z−, òî ïðîèçâåäåíèå ðàñõîäèòñÿ ê íóëþ, ò.å. â öåëûõ íåïîëîæèòåëüíûõ òî÷êàõ ó Γ(z) ïîëþñà.
Êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ â òî÷êàõ z ∈ C\Z−. À äàëåå

äîêàçàòü, ÷òî äëÿ äàííîé �óíêöèè ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå.
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O

x

y

-1

G x( )

-2-3-4

�èñ. 8.1: �àììà �óíêöèÿ

Òåîðåìà 8.3.1. Ïåðå÷èñëèì âàæíûå ñâîéñòâà ãàììà-�óíêöèè:

1. Γ(x) îïðåäåëåíà ïðè x > 0, B(x, y) îïðåäåëåíà ïðè x, y > 0.

2. Γ(x+ 1) = xΓ(x).

3. B(x, y) = B(y, x)

4. Γ(n+ 1) = n!

5. B(x, y) =
+∞∫
0

tx−1 dt
(1+t)x+y .

6. B(x, y) = x−1
x+y−1B(x − 1, y), x > 1, y > 0.

7. B(x, y) = y−1
x+y−1B(x, y − 1), x > 0, y > 1.

8. B(n, x) = (n−1)!
x(x+1)...(x+n−1) , n ∈ N, x > 0.

9. B(m,n) = (n−1)!(m−1)!
(n+m−1)! = Γ(n)Γ(m)

Γ(n+m) , n,m ∈ N.

10. Γ(x) =
1∫
0

lnx−1( 1u ) du.

11. (Ôîðìóëà Ýéëåðà-�àóññà) Γ(x) = lim
n→+∞

nxB(x, n) = lim
n→+∞

nx(n−1)!
x(x+1)...(x+n−1) .
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12. (Ôîðìóëà äîïîëíåíèÿ) Γ(x)Γ(1 − x) = π
sin(πx) , x ∈ (0, 1).

13. Γ
(
1
2

)
=

√
π.

14.

π/2∫
0

sinα x cosβ x dx = 1
2B
(
α+1
2 , β+1

2

)
.

15. B(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+β) , α, β > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ ãàììà-

�óíêöèè è â íóëå è åäèíèöå äëÿ áåòà-�óíêöèè. Äîêàæåì âòîðîå ñâîéñòâî:

Γ(x+ 1) = −
+∞∫

0

txde−t = x

+∞∫

0

tx−1e−t dt = xΓ(x).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî ñäåëàòü çàìåíó z = t− 1.
Ñâîéñòâî 4 âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî Γ(1) = 1 è âòîðîãî ñâîéñòâà.
Ïÿòîå ñâîéñòâî ïîëó÷àåì, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîãî ïðè èíòåãðèðîâàíèè t = z

z+1 .

Ñâîéñòâî 6. Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì:

B(x, y) =

1∫

0

tx−1(1− t)y−1 dt = −1

y

1∫

0

tx−1 d(1− t)y =

=
x− 1

y

1∫

0

tx−2
(
(1− t)y−1 − t(1− t)y−1

)
dt =

x− 1

y
B(x − 1, y)− x− 1

y
B(x, y).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äà¼ò âîçìîæíîñòü âûðàçèòü B(x, y) ÷åðåç B(x− 1, y).
Ñâîéñòâî 7. Âûòåêàåò èç óæå äîêàçàííûõ ñâîéñòâ 6 è 3.
Ñâîéñòâî 8. Èç ðàâåíñòâà B(1, x) = 1/x è ñâîéñòâà 6 âûòåêàåò

B(n, x) =
n− 1

x+ n− 1
B(n− 1, x) = · · · = (n− 1)!

(x + n− 1) . . . (x+ 1)
B(1, x) =

(n− 1)!

x(x + 1) . . . (x + n− 1)
.

Ñâîéñòâî 9 âûòåàåò èç ñâîéñòâ 4 è 8. Äåéñòâèòåëüíî,

B(n,m) =
(n− 1)!

m(m+ 1) . . . (m+ n− 1)
=

(n− 1)!(m− 1)!

(m+ n− 1)!
=

Γ(n)Γ(m)

Γ(m+ n)
.

Ñâîéñòâî 10 ïîëó÷àåì, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîãî t = ln(1/u) èëè ÷òî ðàâíîñèëüíî u = e−t.
Ñâîéñòâà 11, 12 è 15 äîêàæåì ïîçæå.

Ñâîéñòâî 13 ïîëó÷àåì èç �îðìóëû äîïîëíåíèÿ. Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü x = 1/2.
Ñâîéñòâî 14 ïîëó÷àåì, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîãî t = sin2 x.

Ëåììà 53. (Ôîðìóëà Ýéëåðà-�àóññà)

Γ(x) = lim
n→+∞

nxB(x, n) = lim
n→+∞

nx(n− 1)!

x(x + 1)...(x+ n− 1)
.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì �îðìóëû Ýéëåðà-�àóññà ðàññìîòðèì çàìå÷àíèå.

Çàìå÷àíèå 77. Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ h ïðèíàäëåæèò êëàññó Ëèïøèö α íà ìíîæåñòâå A ñ êîíñòàíòîé

C (ò.å. h ∈ LipαC, åñëè |h(x)− h(y)| ≤ C|x − y|α ∀x, y ∈ A. Ñïðàâåäëèâî ïðîñòîå óòâåðæäåíèå. Åñëè

(h ∈ Lip1 C), òî

fn(u)⇒
A

g(u) (n→ +∞) ⇒ h (fn(u)) ⇒
A

h(g(u)) (n → +∞).
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�èñ. 8.2: Ìîäóëü ãàììà �óíêöèè â êîìïëåêñíîé îáëàñòè

Äåéñòâèòåëüíî, äàííîå çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî ââèäó

|h (fn(u))− h (g(u))| ≤ C |fn(u)− g(u)| .

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ôîðìóëû Ýéëåðà-�àóññà). Äîêàæåì

fn(u) = n
(
1− u

1
n

)
⇒
[ε;1]

ln

(
1

u

)
, n→ +∞, ∀ε ∈ (0; 1). (8.3.2)

Èç ðàâåíñòâà ex = 1 + x+ ec·x2

2 , ãäå c ëåæèò ìåæäó x è 0, âûòåêàåò

u1/n = 1 +
lnu

n
+

ln2 u

2n2
· ec, c ∈

(
lnu

n
; 0

)
, u ∈ [ε; 1], n ∈ N.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äà¼ò îöåíêó

n(1− u
1
n ) = ln

(
1

u

)
− ec

2n
· ln2 u, c ∈

(
lnu

n
; 0

)
, u ∈ [ε; 1], n ∈ N. (8.3.3)

è äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (8.3.2):

∣∣∣fn(u)− f(u)
∣∣∣ = ln2 u

2n
· ec ≤ ln2 ε

2n
→ 0, n→ +∞.

Èç ðàâåíñòâà (8.3.3) ïîëó÷àåì

0 6 fn(u) = n(1 − u
1
n ) 6 ln

(
1

u

)
= f(u), u ∈ (0; 1], n ∈ N.

Îòêóäà äëÿ γ = x− 1 > 0 ñïðàâåäëèâî

0 6 fγn (u) 6 fγ(u), u ∈ (0; 1], n ∈ N.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n, òî èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

∫ 1

0 f
γ(u) du

ïðè �èêñèðîâàííîì γ > 0 (äåéñòâèòåëüíî, ñäåëàâ çàìåíó ïðåìåííîãî t = − lnu (u = e−t) çàìå÷àåì, ÷òî
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èíòåãðàë

+∞∫
0

tγe−t dt � ñõîäèòñÿ) ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà ìíîæåñòâå

n ∈ N èíòåãðàëà

∫ 1

0
fγn (u) du.

Ïîäâåä¼ì èòîã. Ïðè x > 2, (γ = x− 1 > 1) ñïðàâåäëèâî:

1'. f
γ

n(u) =
[
n(1− u

1
n )
]
γ
[ε;1] ⇒ lnγ 1

u , ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ ïðè n→ +∞ íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå [ε; 1],

ε > 0 (âûòåêàåò èç çàìå÷àíèÿ 77, äëÿ �óíêöèè h(t) = tγ , γ ≥ 12.)

2. x ≥ 1
1∫
0

(fn(u))
x−1

dx⇒
n∈N

(â ÷àñòíîñòè, áóäåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïðè n→ +∞).

3. [fn(u)]
γ

∈ R[0; 1], ∀n, â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå.

Ñëåäîâàòåëüíî âîçìîæåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

Γ(x) =

1∫

0

lnx−1

(
1

u

)
du = lim

n→+∞

1∫

0

[
nx−1

(
1− u

1
n︸︷︷︸

u=vn

)x−1
]
du =

= lim
n→+∞

nx
1∫

0

vn−1(1 − v)x−1dv = lim
n→+∞

nxB(n, x)

Ìû äîêàçàëè �îðìóëó äëÿ x > 2, íî èç �îðìóë ïîíèæåíèÿ âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ x ∈ (1;+∞) è
àíàëîãè÷íî äëÿ x ∈ (0;+∞). Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ (èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî
B(n, x+ 1) = B(n, x) x

n+x )

Γ(x+ 1) = lim
n→+∞

[
nx+1

B(n, x+ 1)
]
, x > 1;

xΓ(x) = lim
n→+∞

[
nx+1

B(n, x)

(
x

n+ x

)]
= lim

n→+∞

[
xnx B(n, x)

(
n

n+ x

)]
;

xΓ(x) = lim
n→+∞

xnxB(n, x), x > 1.

Òàêèì îáðàçîì ïðîâåðåíà ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà Γ(x) = lim
n→+∞

nxB(n, x), ïðè x > 1, ðàññóæäàÿ àíàëî-

ãè÷íî ïðèõîäèì ê âûâîäó î òîì, ÷òî ïîñëåäíå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è ïðè x > 0.

Ëåììà 54. Äîêàæåì �îðìóëó äîïîëíåíèé (ñâîéñòâî 12).

Γ(x)Γ(1 − x) =
π

sin(πx)
, x ∈ (0; 1)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Γ(x)Γ(1 − x) = lim
n→+∞

[
nx

(n− 1)!

x(x + 1)...(x+ n− 1)
× n1−x(n− 1)!

(n− x)(n− 1− x)...(1 − x)

]
=

= lim
n→+∞

[
1

x(1 + x
1 )...(1 +

x
n−1 )

× 1

(1− x
n−1 )...(1 − x

1 )
× n

(n− x)

]
=

=
1

x

1∏+∞
k=1

(
1− x2

k2

) =
π

sin(πx)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàïèñàíî ââèäó òîãî, ÷òî

sin(πx)

πx
=

+∞∏

k=1

(
1− x2

k2

)
.

2

Ôóíêöèÿ h(t) èç êëàññà Ëèïøèöà, âûòåêàåò, íàïðèìåð, èç îöåíêè h′(t) = γtγ−1
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15. Äîêàæåì �îðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ ãàììà è áåòà �óíêöèè ñíà÷àëà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî α, β > 2. Â
îïðåäåëåíèè Γ(α+ β) =

∫ +∞
0 tα+β−1e−t dt, ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîãî t = (1 + y)x. Òîãäà ïîëó÷àåì

Γ(α+ β)

(1 + y)α+β
=

+∞∫

0

xα+β−1e−(1+y)xdx.

Ñëåäîâàòåëüíî

Γ(α+ β)B(α, β) =

+∞∫

0

�(α+ β)
yα−1

(1 + y)α+β
dy =

=

+∞∫

0




+∞∫

0

xα+β−1e−(1+y)xdx


 yα−1dy = ??? =

+∞∫

0

xβ−1e−x




+∞∫

0

(yx)α−1e−yxd(yx)




︸ ︷︷ ︸

dx = Γ(α) Γ(β).

Îáîñíîâàíèå èçìåíåíèå ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ:

1. f(x, y) = xα+β−1yα−1e−(1+y)x ∈ C(R2);

2.

+∞∫
0

(
+∞∫
0

|f(x, y)|dy
)
dx = Γ(α) Γ(β) ñõîäèòñÿ ïðè α, β > 0;

3. Äîêàæåì, ÷òî

+∞∫
0

f(x, y)dy � ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ (0,+∞). Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî

lim
b→+∞

sup
x∈[0;+∞)

xβ−1e−x
+∞∫

b

(xy)α−1e−yxd(yx) = 0.

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Îáîçíà÷èì F = xβ−1e−x
+∞∫
bx

tα−1e−tdt, ãäå t = xy. Âûáåðåì x0 èç

ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: sup
x∈[0,x0]

xβ−1e−x < ε/Γ(α).

0 ≤ sup
x∈[0,+∞)

F ≤ sup
x∈[0,x0]

F + sup
x∈[x0,+∞)

F = I1 + I2

I1 ≤ ε

Γ(α)

+∞∫

0

tα−1e−tdt = ε,

I2 ≤
(

max
[0,+∞)

(xβ−1e−x)

) +∞∫

bx0

tα−1e−t dt − ñõîäèòñÿ, à x0 �èêñèðîâàííî.

Ïîëîæèì C(β) =

(
max

[0,+∞)
(xβ−1e−x)

)
. Òîãäà

lim
b→+∞

sup
x∈[0,+∞)

|F | ≤ ε+ C(β)


 lim
b→+∞

+∞∫

bx0

tα−1e−t


 dt = ε.

3'. Äîêàæåì, ÷òî ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ

+∞∫
0

f(x, y)dx ïî y ∈ (0,+∞). Ñïðàâåäëèâî

+∞∫

b

(e−yx(xy)α−1)xβe−x dx ≤ ( max
[0,+∞)

(tα−1e−t))

+∞∫

b

xβe−x dx.
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Îòêóäà

lim
b→+∞

sup
y∈[0,+∞)

∣∣∣
+∞∫

b

f(x, y)dx
∣∣∣ ≤ lim

b→+∞
( max
t∈[0,+∞)

(tα−1e−t))

+∞∫

b

xβe−xdx = 0.

Èòîã: B(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+β) , α, β ≥ 2. Ïîêàæåì, êàê ïðè ïîìîùè �îðìóë ïîíèæåíèÿ ïîëó÷èòü äàííóþ �îðìóëó

äëÿ α, β > 0. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
, α, β > 2,

ðàâíîñèëüíî

B(α + 1, β + 1) =
Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

Γ(α+ β + 2)
, α, β > 1.

ïðè ïîìîùè �îðìóë ïîíèæåíèÿ, ïîëó÷àåì:

α

α+ β + 1

β

α+ β
B(α, β) =

α · β · Γ(α)Γ(β)
(α + β + 1)(α+ β)Γ(α + β)

.

Ïîñëå ñîêðàùåíèé ïðèõîäèì ê íóæíîé �îðìóëå, íî óæå äëÿ α, β > 1. Ïîâòîðèâ âûêëàäêè ïðèéä¼ì ê

�îðìóëå äëÿ ëþáûõ α, β > 0.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. ×åìó ðàâíû çíà÷åíèÿ Γ( 5
2
), Γ(7), Γ(− 1

2
)?

Óïðàæíåíèÿ ê 8.3

Óïðàæíåíèå 8.3.1. Íàéäèòå Γ(− 1
2
), Γ(− 3

2
), Γ( 7

2
).

Óïðàæíåíèå 8.3.2. Íàéäèòå ïðåäåë

lim
n→+∞

∫ +∞

0

e−xn

dx.

Óïðàæíåíèå 8.3.3. Äîêàæèòå ðàâåíñòâà

Γ
(
1
2
+ n

)
=

(2n)!

4nn!

√
π =

(2n− 1)!!

2n
√
π =

√
π ·
[(

n− 1
2

n

)

n!

]

;

Γ
(
1
2
− n

)
=

(−4)nn!

(2n)!

√
π =

(−2)n

(2n− 1)!!

√
π =

√
π/

[(

− 1
2

n

)

n!

]

.

Îòâåòû: 8.3.1 Γ(− 1
2
) = −2

√
π, Γ(− 3

2
) = 4

√
π/3, Γ( 7

2
) = 15

√
π/8. 8.3.2 ïðåäåë ðàâåí 1. 8.3.3 Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå

�îðìóëó ïîíèæåíèÿ äëÿ Γ(x).

8.4 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

8.4.1 Íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ

Ïóñòü f ∈ V arx, f ∈ L[−πu;πu]. Òîãäà èç òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå èçâåñòíî:

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
=
a0
2

+

+∞∑

k=1

(
ak cos

kx

u
+ bk sin

kx

u

)
,

ãäå

(
ak
bk

)
=

1

πu

πu∫

−πu

f(t)

(
cos tuk

sin t
uk

)
dt.
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Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå �îðìóëû cosα = eiα+e−iα

2 , sinα = i(e−iα−eiα)
2 , ïðîäîëæèì

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
=
a0
2

+

+∞∑

k=1

(ak cos
kx

u
+ bk sin

kx

u
) =

+∞∑

k=−∞
ck e

i xuk,

ãäå êîíñòàíòû ck ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:





c0 = a0
2 = 1

2πu

πu∫
−πu

f(t) dt,

ck = ak−ibk
2 = 1

2πu

πu∫
−πu

f(t)e−i
t
uk dt, k ∈ N,

c−k = ak+ibk
2 = 1

2πu

πu∫
−πu

f(t)ei
t
uk dt, k ∈ N.

Âûâîä: â êîìïëåêñíîé îáëàñòè ìû ïîëó÷àåì �îðìóëó íà íàõîæäåíèå êîý��èöèåíòîâ ck:

ck =
1

2πu

∫ πu

πu

f(t)e−i
k
u t dt, k ∈ Z.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíî f ∈ L(R). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå λk = k
u , ϕ(λk) =

πu∫
−πu

f(t)eiλk(x−t)dt è

óñòðåìèì u→ +∞.

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
=

+∞∑

k=−∞
cke

i xuk =
1

2πu

+∞∑

k=−∞

πu∫

−πu

f(t)ei
k
u (x−t) dt =

=
1

2π

+∞∑

k=−∞
(λk+1 − λk)ϕ(λk) −→ u→+∞

1

2π

+∞∫

−∞

ϕ(λ)dλ =

1

2π

+∞∫

−∞




+∞∫

−∞

f(t)e−iλtdt


 eiλx dλ =

1√
2π

+∞∫

−∞

Ff (λ)e
iλx dλ (8.4.4)

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä âîçìîæåí ïîòðåáóåò ìíîãî óñèëèé è ïðîùå ïðîâåñòè ïðÿìîå

äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷åííîé ýâðèñòè÷åñêèì ïóò¼ì �îðìóëû, ÷òî è áóäåò ñäåëàíî íèæå. Èòàê, ìû ïîäîøëè ê

îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïóñòü f, g ∈ L(R).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ïðÿìîå îáðàòíîå

Ff (λ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f(t)e−iλtdt F−1
g (x) = 1√

2π

+∞∫
−∞

g(λ)eiλxdλ

Ï ð è ì å ð 8.4.1. Íàéä¼ì ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ �óíêöèè

f(x) =

{
1, åñëè |x| > 1;
0, åñëè |x| 6 1.
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O

x

y

-1

f( )x

1

1

�èñ. 8.3:

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ f(x) (ñì. ðèñ. 8.3)

g(λ) = Ff (λ) =
1√
2π

+∞∫

−∞

f(t)e−iλtdt =
1√
2π

1∫

−1

e−iλtdt =
1√
2π

· e
−iλt

−iλ

∣∣∣∣
1

−1

=

=
1√
2π

· e
iλ − e−iλ

iλ
=

2√
2π

· sinλ
λ

.

Òåïåðü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

F−1
g (x) =

1√
2π

+∞∫

−∞

g(λ)eiλx dλ =
1√
2π

+∞∫

−∞

2√
2π

· sinλ
λ

eiλx dλ =

=
1

π

(∫

R

sinλ cosλx

λ
dλ+ i

∫

R

sinλ sinλx

λ
dλ

)
=

1

π

∫

R

sinλ cosλx

λ
dλ.

Íèæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî åñëè �óíêöèÿ f ∈ L(R) òàêîâà, ÷òî f ∈ V arx, òî

F−1
g (x) =

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
.

Ôîðìóëû òàêîãî ñîðòà ìû áóäåì íàçûâàòü �îðìóëàìè îáðàùåíèÿ. Âîçðàùàÿñü ê èñõîäíîé �óíêöèè, íàéä¼ì

îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â òî÷êå x = 1

F−1
g (1) =

f(1 + 0) + f(1− 0)

2
⇐⇒

1

π

∫

R

sinλ cosλ

λ
dλ =

1

2
⇐⇒

∫

R

sin θ

θ
dθ = π.

Îòêóäà ñíîâà ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó Äèðèõëå

∫ +∞
0

sin x
x dx = π

2 .

Ï ð è ì å ð 8.4.2. Íàéä¼ì ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ �óíêöèè

f(x) = e−α|x|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ f(x) (ñì. ðèñ. 8.4)

g(λ) = Ff (λ) =
1√
2π

+∞∫

−∞

e−α|t|e−iλt dt =
2√
2π

+∞∫

0

e−αt cosλt dt =
2√
2π

· α

α2 + λ2
.
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O

x

y

f( )x
1

�èñ. 8.4:

Òåïåðü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

F−1
g (x) =

1√
2π

+∞∫

−∞

g(λ)eiλx dλ =
1√
2π

+∞∫

−∞

2√
2π

· α

α2 + λ2
eiλx dλ =

=
1

π

(∫

R

α cosλx

α2 + λ2
dλ+ i

∫

R

α sinλx

α2 + λ2
dλ

)
=

1

π

∫

R

α cosλx

α2 + λ2
dλ.

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f ∈ L(R) ∩ C(R) òàêîâà, ÷òî f ∈ V arx, òî f(x) = F−1
g (x) èëè

e−α|x| =
1

π

∫

R

α cosλx

α2 + λ2
dλ.

Ò.å. ìû ïðåäñòàâèëè �óíêöèþ f(x) èíòåãðàëîì Ôóðüå. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà ïðèâîäèò ê èíòå-

ãðàëó Ëàïëàñà ∫ +∞

0

cosλx

α2 + λ2
dλ =

π

2α
· e−α|x|.

Òåîðåìà 8.4.1 (Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

1. Ïóñòü f1, f2 ∈ L(R), α1, α2 ∈ C. Òîãäà

Fα1f1+α2f2 = α1Ff1 + α2Ff2 .

2. Ïóñòü f ∈ L(R) è ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f(x) íà R òàêàÿ, ÷òî f ′ ∈ L(R).
Òîãäà Ff ′ = (iλ)Ff .

3. Ïóñòü f, xf(x) ∈ L(R). Òîãäà
[
Ff(x)(λ)

] ′
λ = −iFxf(x)(λ).

4. Ïóñòü f2, g2 ∈ L(R), òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
+∞∫
−∞

f(t)g(t)dt =
+∞∫
−∞

Ff (λ)Fg(λ) dλ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî. Äîêàæåì âòîðîå ñâîéñòâî ïðîèíòåãðèðîâàâ îäèí ðàç ïî ÷àñòÿì.

Ff ′(x) =

+∞∫

−∞

e−iλtd f(t) = iλFf(x)(λ).

3. äè��åðåíöèðóåì ïî ïàðàìåòðó

4. f2, g2 ∈ L(R),
∫

R

f(t)g(t)dt =
1√
2π

∫

R



∫

R

Ff (λ)e
iλtdλ


 g(t)dt = áåç äîê-âà =
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=
1√
2π

∫

R

Ff (λ)



∫

R

g(t)e−iλtdt


 dλ =

∫

R

Ff (λ)Fg(λ) dλ.

Äëÿ f ∈ L(R), f ∈ Varx ∩C(x) �îðìóëà (8.4.4), ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

f(x) =
1

2π

∫

R

(∫

R

f(t)eiλ(x−t) dt

)
dλ.

Åñëè �óíêöèÿ f(x) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ, òî ïðåäñòàâèâ eiλ(x−t) = cosλ(x − t) + i sinλ(x − t) ïîëó÷èì äâà

èíòåãðàëà, ïðè÷¼ì ìíèìûé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Îòêóäà ìû ïðèõîäèì ê �îðìóëå â äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòè

f(x) = 1
2π

∫
R

(∫
R

f(t) cosλ(x − t)dt

)
dλ. Ýòà �îðìóëà íîñèò íàçâàíèÿ �îðìóëû îáðàùåíèÿ. Äîêàæåì å¼.

Ëåììà 55. Ïóñòü f, |f | ∈ R(R), A, δ ∈ (0,+∞), s ∈ R

1

2π

A∫

−A



∫

R

f(t) cosλ(x− t) dt


 dλ =

1

π

δ∫

0

sinAξ

ξ
( f(x+ ξ) + f(x− ξ)− 2s) dξ + s + o(1) , A→ +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî â èíòåãðàëå, ñòîÿùåì ñëåâà â óòâåðæäåíèå ëåììû, ìîæíî

ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïî ïàðàìåòðó λ ∈ [−A,A] âû-
òåêàåò èç ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà, óñëîâèå f(t) cosλ(x − t) ∈ C(R3) çäåñü íå âûïîëíÿåòñÿ, íî òåì íå ìåíåå

ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî (âûòåêàåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé

âñþäó ïëîòíî äëÿ �óíêöèé èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L1(R)). Èòàê,

1

2π

A∫

−A



∫

R

f(t) cosλ(x− t) dt


 dλ =

=
1

2π

∫

R




A∫

−A

f(t) cosλ(x − t) dλ


 dt =

1

π

∫

R

sinA(x − t)

x− t
f(t) dt.

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòëüíî ÷èñëî ε. Èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà âûòåêàåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò êîíñòàíòà T > |x|+ δ òàêàÿ, ÷òî

+∞∫

T

|f(t)| dt < ε,

−T∫

−∞

|f(t)| dt < ε.

Ïðîäîëæèì îöåíêó

1

2π

A∫

−A



∫

R

f(t) cosλ(x− t) dt


 dλ =

1

π

∫

R

sinA(x − t)

x− t
f(t) dt =

1

π




−T∫

−∞

+

x−δ∫

−T

+

x+δ∫

x−δ

+

T∫

x+δ

+

+∞∫

T


 .
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ïåðâîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìûå ìåíüøå ε, âòîðîå è ïðåäïîñëåäíåå ïðè |A| < ∞ ïî ëåììå �èìàíà - Ëåáåãà

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ò.å.

x−δ∫

−T

f(t)

x− t
sinA(x− t) dt→ 0, A→ +∞,

T∫

x+δ

f(t)

x− t
sinA(x− t) dt→ 0, A→ +∞,

è, íàêîíåö, òðåòüå (ñðåäíåå ñëàãàåìîå) ðàâíî:

1

π

x+δ∫

x−δ

sinA(x − t)

x− t
f(t) dt+ o(1) =

1

π

δ∫

−δ

sin(Aξ)

ξ
f(x+ ξ) dξ + o(1) =

1

π

δ∫

0

sin(Aξ)

ξ
(f(x+ ξ) + f(x− ξ)) dξ + o(1) =

1

π

δ∫

0

sin(Aξ)

ξ
(f(x+ ξ) + f(x− ξ)− 2s) dξ +



(
2s

π

) δ∫

0

sin(Aξ)

ξ
dξ + o(1)




ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ

δ∫

0

sin(Aξ)

ξ
dξ =

Aδ∫

0

sinu

u
du =

+∞∫

0

sinu

u
du−

+∞∫

Aδ

sinu

u
du =

π

2
+ o(1), A→ +∞.

Òåîðåìà 8.4.2 (Ïðèçíàê Æîðäàíà). Ïóñòü �óíêöèÿ f ∈ L(R) è f ∈ V arx.Òîãäà

1

2π

∫

R

(∫

R

f(t) cosλ(x − t) dt

)
dλ =

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäûäóùé ëåììå ïîëîæèì s = f(x+0)+f(x−0)
2 , è óñòðèìèì A→ +∞. Ñóùåñòâóåò òàêîå

δ ∈ (0;+∞), ÷òî f ∈ V ar (Vδ(x)). Â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå áûëî äîêàçàíî:

δ∫

0

sin(Aξ)

ξ

(
f(x+ ξ) + f(x− ξ)− 2s︸ ︷︷ ︸

ψx,s(ξ)

)
dξ → 0, A→ +∞,

òî÷íåå áûëî äîêàçàíî äëÿ A = n + 1/2, ïðè n → +∞. Íî òðåáóåìî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ

àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 8.4.3 (Ïðèçíàê Äèíè). Ïóñòü f ∈ L(R), δ ∈ (0;+∞) è
∫ δ
0
ψx,s(t)

t dt � ñõîäèòñÿ ïðè íåêîòîðîì

s ∈ R. Òîãäà
1

2π

∫

R

(∫

R

f(t) cosλ(x − t) dt

)
dλ = s.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà â óëîâèè òåîðåìû è ëåììû �èìàíà-Ëåáåãà, ïîëó÷àåì

δ∫

0

sin(Aξ)

(
f(x+ ξ) + f(x− ξ)− 2s

ξ

)
dξ → 0, A→ +∞,

÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.

Ñëåäñòâèå 8.4.1 (èç ïðèçíàêà Äèíè). Ïóñòü f ∈ L(R), δ ∈ (0;+∞), ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû îäíîñòîðîíèå

ïðåäåëû f(x± 0) è ñõîäÿòñÿ èíòåãðàëû
∫ δ
0
f(x±ξ)−f(x±0)

ξ dξ. Òîãäà

1

2π

∫

R

(∫

R

f(t) cos(λ)(x − t) dt

)
dλ =

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü s = f(x+0)+f(x−0)
2 â ïðèçíàê Äèíè.

8.5 �åøåíèå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

Ï ð è ì å ð 8.5.1. Ïóñòü x ∈ R, t ∈ [0; +∞), a 6= 0, ψ ∈ L(R). �àññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó òåïëîïðî-

âîäíîñòè: 



∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
,

u(x, 0) = ψ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > 0. �åøèì çàäà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè.

Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê çàäà÷å òåïëîïðîâîäíîñòè ê îáîèì ÷àñòÿì, ò.å. óìíîæèì îáà

ðàâåíñòâà íà

1√
2π
e−iλx è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïåðåìåííîé x:

{
Fu′

t
= a2Fu′′

xx
,

Fu(x,0) = Fψ(x).
⇐⇒

{
(Fu)

′
t = −a2λ2Fu,

Fu(x)
∣∣
t=0

= Fψ.

�åøåíèåì äàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà áóäåò

Fu = Fψe
−a2λ2t.

Ïðèìåíèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ïîëó÷åííîìó óðàâíåíèþ, ò.å. óìíîæèì îáà ðàâåíñòâà íà

1√
2π
eiλx

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïåðåìåííîé λ:

u(x, t) =
1√
2π

∫

R

Fψe
−a2λ2t · eiλx dλ =

1

2π

∫

R

(∫

R

ψ(ξ)e−a
2λ2t+iλx−iλξ dξ

)
dλ

á/ä

=

1

2π

∫

R

ψ(ξ)

∫

R

e−θ
2(λ) · e−

(ξ−x)2

4a2t dλ dξ =
1

2a
√
πt

∫

R

ψ(ξ)e
−(x−ξ)2

4a2t dξ =

∫

R

ψ(ξ)G(x, t, ξ) dξ

ãäå θ(λ) = a
√
tλ+ i(ξ−x)

2a
√
t
, à G(x, t, ξ) =

1

2a
√
πt
e

−(x−ξ)2

4a2t
� �óíêöèÿ �ðèíà óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Åñëè f(x) � ÷¼òíàÿ, äåéñòâèòåëüíîçíà÷íà÷íàÿ �óíêöèÿ, òî:
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Îïðåäåëåíèå 8.5.1. Îïðåäåëèì ïðÿìîå è îáðàòíîå êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíå Ôóðüå

F c(λ) =

√
2

π

+∞∫

0

f(t) cosλt dt � ïðÿìîå êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,

(F cg )
−1(x) =

√
2

π

+∞∫

0

g(λ) cosλxdλ � îáðàòíîå êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïðÿìîå è îáðàòíîå ñèíóñ ïðåîáðàçîâàíå Ôóðüå

F s(λ) =

√
2

π

+∞∫

0

f(t) sinλt dt � ïðÿìîå ñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,

(F sg )
−1(x) =

√
2

π

+∞∫

0

g(λ) sinλxdλ � îáðàòíîå ñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Òåîðåìà 8.5.1 (Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ). Ïóñòü f ∈ L(R) è f ∈ Varx
⋂
C(x). Òîãäà ñïðàâåäëèâî

1. f(x) =
2

π

+∞∫

0




+∞∫

0

f(t) cosλt dt


 cosλxdλ

2. f(x) =
2

π

+∞∫

0




+∞∫

0

f(t) sinλt dt


 sinλxdλ

3. f(x) =
1

2π

∫

R

(∫

R

f(t)e−iλt dt

)
eiλx dλ.

Ò.å. èíûìè ñëîâàìè ïðèìåíÿÿ ïðÿìîå, à çàòåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (îáû÷íîå, êîñèíóñ èëè

ñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå) ê �óíêöèè f(x) ìû ïîëó÷èì èñõîäíîå çíà÷åíèå �óíêöèè f â òî÷êå x.

Ñâîéñòâî 3 â òåîðåìå îáðàùåíèÿ â äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòè, ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ íà �óíêöèþ f(x),
àíàëîãè÷íî çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x) =
1

2π

∫

R

cosλx

∫

R

f(t) cosλt dt dλ+
1

2π

∫

R

sinλx

∫

R

f(t) sinλt dt dλ,

÷òî ðàâíîñèëüíî

f(x) =
1√
2π

∫

R

a(λ) cosλxdλ +
1√
2π

∫

R

b(λ) sinλxdλ,

ãäå

a(λ) =
1√
2π

∫

R

f(t) cosλt dt;

b(λ) =
1√
2π

∫

R

f(t) sinλt dt.
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�ëàâà 9

Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå �óíêöèé

ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

9.1 Êðàòíûé èíòåãðàë. Êðèòåðèé Ëåáåãà.

9.1.1 Îïðåäåëåíèå, óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè

Ââåä¼ì ïîíÿòèå ìíîãîìåðíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà (áðóñà) â ïðîñòðàíñòâå Rd:

I = [~a,~b] = {~x ∈ Rd : ak 6 xk 6 bk, k = 1, . . . , d}.

Ïàðàìåòð ðàçáèåíèÿ λ(P )

λ(P ) = max
k=1,...,N

diam(∆k),

ãäå diam(∆k) = supx1,x2∈∆k | ~x1− ~x2|. Îáú¼ìîì d - ìåðíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà íàçîâ¼ì âåëè÷èíó µ(I) =
∏d
k=1(bk−

ak). Èíòåãðàëüíîé ñóììîé �óíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé íà I ñ ðàçáèåíèåì P è îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ξ
íàçîâ¼ì âåëè÷èíó:

σ(f, (P, ξ)) =

N∑

k=1

f(~ξk)µ(∆k).

Çäåñü ξ = (ξ1, . . . ξN ), ξk ∈ ∆k, k = 1, . . . , N .

Îïðåäåëåíèå 9.1.1. Ïóñòü I ⊂ Rd áóäåò d -ìåðíûé áðóñ.

f ∈ R(I), åñëè ∃ è êîíå÷åí lim
λ(P )→0

σ(f, (P, ξ)) =

∫

I

f(~x)d~x

Òåîðåìà 9.1.1 (Êðèòåðèé Êîøè). Ïóñòü I ⊂ Rd áóäåò d -ìåðíûé áðóñ.

f ∈ R(I) ⇔ ∀ǫ > 0∃δ > 0 ∀(P1, ξ1), (P2, ξ2) : λ(P1,2) < δ ⇒

⇒ |σ(f, (P1, ξ1))− σ(f, (P2, ξ2))| < ǫ.

Òåîðåìà 9.1.2 (Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê èíòåãðèðóåìîñòè). Ïóñòü I ⊂ Rd áóäåò d -ìåðíûé áðóñ.

f ∈ R(I) ⇒ f - îãðàíè÷åíà íà I.

317
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ R(I) è íåîãðàíè÷åíà. �àññìîòðèì ðàçáèåíèå I =
⋃N
k=1 Ik. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëü-

íûé íàáîð òî÷åê ξ. Õîòÿ áû íà îäíîì Il �óíêöèÿ f � íåîãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü ξ∗ òàê, ÷òîáû
|f(~ξl)− f(~ξ∗)|µ(Il) > 1. Âòîðîé íàáîð ξ̃ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

ξ̃ =

{
~ξk, k = 1, . . . , n\{l}
~ξ∗, k = l

Òîãäà ñïðàâåäëèâî

|σ(f, (P, ξ)) − σ(f, (P, ξ̃))| = |f(~ξl)− f(~ξ∗)|µ(Il) > 1.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå î òîì, ÷òî èñõîäíàÿ �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà (ïî êðèòåðèþ Êîøè).

Îïðåäåëåíèå 9.1.2. A � ìíîæåñòâî ëåáåãîâîé ìåðû 0 â Rd, åñëè âûïîëíåíî

Äëÿ ëþáîãî ∀ǫ > 0 ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûé íàáîð d � ìåðíûõ ïðîìåæóòêîâ ∃Ik, k = 1, . . . , òàêèõ
÷òî

1. A ⊆ ⋃+∞
k=1 Ik.

2.

∑∞
k=1 µ(Ik) < ǫ.

Ï ð è ì å ð û 9.1.1. 1. A = {~x ∈ Rd: xk ∈ Q, k = 1, . . . , d},

2. Γf = {(x, f(x)), x ∈ [a, b]} ⊂ Rd, f : R 7→ Rd−1
� íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b]. Èç f ∈ C[a, b] ⇒

f ∈ UC[a, b], ò.å. f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ íà ýòîì îòðåçêå �óíêöèÿ. Ò.å. âûïîëíåíî

∀ǫ > 0 ∃δ > 0 : ∀x1, x2 ∈ [a, b], |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ǫ.

Äëÿ f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fd−1(x)) è ðàçáèåíèÿ a = x0 < x1 < · · · < xN = b ñ óñëîâèåìmaxk=1,...,N |xk−
xk−1| < δ è ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ξk ∈ [xk−1, xk] ââåä¼ì ìíîæåñòâà

Ik = [xk−1, xk]× [f1(ξk)− ǫ; f1(ξk) + ǫ]× · · · × [fd−1(ξk)− ǫ; fd−1(ξk) + ǫ].

Òîãäà Γf ⊆ ⋃Nk−1 Ik, è
∑N

k=1 µ(Ik) 6 δ(2ǫ)d−1
, ò.å. ìíîæåñòâî Γf � ìíîæåñòâî d - ìåðíîé ìåðû íóëü.

3. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Γf = {(~x, f(~x)), ~x ∈ Id−1} � ìíîæåñòâî d-ìåðíîé ëåáåãîâîé
ìåðû 0, ãäå f : Rd−1 → R è f ∈ C(Id−1).

Òåîðåìà 9.1.3 (Êðèòåðèé Ëåáåãà). Ïóñòü I ⊂ Rd áóäåò d -ìåðíûé áðóñ.

f ∈ R(I) ⇔ f - îãðàíè÷åíà íà I
f - íåïðåðûâíà ïî÷òè âñþäó íà I

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ �óíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

9.1.2 Ñóììû Äàðáó.

Îïðåäåëåíèå 9.1.3. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ïðîìåæóòêà I. Âåëè÷èíû

s(f, P ) =

N∑

k=1

mkµ(Ik), S(f, P ) =

N∑

k=1

Mkµ(Ik),

ãäåmk = mk(f) = infx∈Ik f(x),Mk =Mk(f) = supx∈Ik f(x), íàçîâ¼ì íèæíåé è âåðõíåé èíòåãðàëüíîé ñóììîé
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Äàðáó. À âåëè÷èíû

J = sup
P
s(f, P ), J = inf

P
S(f, P ),

íàçîâ¼ì íèæíèì è âåðõíèì èíòåãðàëîì Äàðáó.

Ëåììà 56. 1. s(f, P ) = infξ σ(f, (P, ξ)) 6 σ(f, (P, ξ)) 6 supξ σ(f, (P, ξ)) = S(f, P ).

2. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå, P ′
� åãî ïðîäîëæåíèå. Òîãäà

s(f, P ) 6 s(f, P ′) 6 σ(f, (P ′, ξ)) 6 S(f, P ′) 6 S(f, P ).

3. Ïóñòü P1, P2 � ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿ. Òîãäà s(f, P1) 6 S(f, P2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 ëåììû î÷åâèäíû, òî îñòà¼òñÿ äîêàçàòü ëèøü òðåòüå óòâåð-

æäåíèå. Ââåä¼ì ïðîäîëæåíèå ðàçáèåíèé P = P1 ∪ P2. Òîãäà s(f, P1) 6 s(f, P ) 6 S(f, P ) 6 S(f, P2).

Ëåììà 57. Ïóñòü I ⊂ Rd áóäåò d -ìåðíûé áðóñ. Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé �óíêöèè f : I 7→ R, íàïðèìåð

|f(x)| 6M , ñïðàâåäëèâî

1. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé limλ(P )→0 s(f, P ) è limλ(P )→0 s(f, P ) = J .

2. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé limλ(P )→0 S(f, P ) è limλ(P )→0 S(f, P ) = J .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ǫ > 0, âûáåðåì ðàçáèåíèå

Pǫ óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ s(f, Pǫ) > J − ǫ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γǫ � ñîâîêóïíîñòü òî÷åê ïðîìåæóòêà I,
ëåæàùèõ íà ãðàíèöå ðàçáèåíèÿ Pǫ. Â ñèëó ïðîñòîòû ìíîæåñòâà Γǫ (çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà xk = Const,

à ñëåäîâàòåëüíî èç ïðèìåðà âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî Γǫ èìååò ìåðó íóëü) äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ P =
⋃N
k=1 Ik

ñóùåñòâóåò δǫ > 0 òàêîå, ÷òî èç λ(P ) < δǫ âûòåêàåò
∑

k:Ik∩Γǫ 6=∅ µ(Ik) < ǫ. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå

ñ λ(P ) < δǫ. Ïîëîæèì P ′ = P ∪ Pǫ. Èç ñâîéñòâ ñóìì Äàðáó íàõîäèì

0

x1

¡²

x2

P

(a)

0

x1

¡²

x2

P

(b)

�èñ. 9.1: (a): �àçáèåíèÿ Γǫ è P ; (b):

J > s(f, P ′) > s(f, Pǫ) > J − ǫ.

Ò.ê. ó P ′
è P âñå îáùèå ïðîìåæóòêè ðàçáèåíèÿ, êðîìå ïðîìåæóòêîâ ñîäåðæàùèõ ãðàíèöó Γǫ (íà ðèñóíêå

9.1(b) ýòè ïðîìåæóòêè âûäåëåíû æ¼ëòûì öâåòîì), òî

|s(f, P ′)− s(f, P )| < 2Mǫ.
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Îòêóäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

J − s(f, P ) = J − s(f, P ′) + s(f, P ′)− s(f, P ) 6 (2M + 1)ǫ.

Îöåíêà 0 6 J − s(f, P ) 6 (2M + 1)ǫ äîêàçûâàåò êàê ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà limλ(P )→0 s(f, P ), òàê è åãî

ðàâåíñòâî J . Äëÿ âåðõíèõ ñóìì Äàðáó ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 9.1.4 (Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè â òåðìèíàõ ñóìì Äàðáó). Ïóñòü I ⊂ Rd áóäåò d -ìåðíûé

áðóñ.

f ∈ R(I) ⇔ f - îãðàíè÷åíà, íà I è J = J

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒. Èç èíòåãðèðóåìîñòè f ∈ R(I) âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü �óíêöèè íà I. Èç îöåíêè

inf
ξ
σ(f, (P, ξ)) = s(f, P ) 6 J = sup

P
s(f, P ) 6 σ(f, (P, ξ)) 6 J = inf

P
S(f, P ) 6 S(f, P ) = sup

ξ
σ(f, (P, ξ))

âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå è ðàâåíñòâî âåëè÷èí J , J .

⇐. Ïóñòü J = J . Òîãäà ïî ïðåäûäóùåé ëåììå 57 ïîëó÷àåì

s(f, P ) < σ(f, (P, ξ)) < S(f, P )
↓ ↓
J J

À èç îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè f âûòåêàåò, ÷òî âåëè÷èíû J = J êîíå÷íû.

Îïðåäåëåíèå 9.1.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî E ⊂ Rd � êâàäðèðóåìîå ìíîæåñòâî, åñëè âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) E - îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî;

2) ∂E � ìíîæåñòâî Ëåáåãîâîé ìåðû íóëü (d-ìåðíàÿ ìåðà).

Ï ð è ì å ð 9.1.1.

1) Øàð: {x ∈ Rd : |−→x | 6 R}
2) Ïàðàëëåëåïèïåä: {x ∈ Rd : |xk| 6 ak ∀k = 1, . . . , d, ak > 0}
3) {x ∈ [0; 1]d : xk ∈ Q, k = 1, . . . , d} - íå êâàäðèðóåìîå ìíîæåñòâî

Çàìå÷àíèå 78. Ïîñêîëüêó ∂E � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, à â îïðåäåëåíèè êâàäðèðóåìîñòè òðåáîâàëè îãðà-

íè÷åííîñòü ⇒ ∂E � êîìïàêò (åñëè E - êâàäðèðóåìîå ìíîæåñòâî).

Îïðåäåëåíèå 9.1.5 (Èíòåãðèðîâàíèå ïî îãðàíè÷åííîìó ìíîæåñòâó Ω). Ïóñòü Ω ìíîæåñòâî èç Rd, à I �
ïðîèçâîëüíûé ïðîìåæóòîê èç Rd ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî Ω. Òîãäà

∫

Ω

f(x)dx =

∫

I

f(x)XΩ(x)dx,

ãäå XΩ(x) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà Ω, ò.å.

XΩ(x) =

{
1, x ∈ Ω,

0, x 6∈ Ω.
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Îïðåäåëåíèå 9.1.6 (Ìåðà Æîðäàíà). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî E èçìåðèìî ïî Æîðäàíó, åñëè

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èíòåãðàë

µ(E) =

∫

E

1dx,

êîòîðûé ìû íàçîâ¼ì ìåðîé Æîðäàíà.

Îïðåäåëåíèå 9.1.7. Åñëè ïðè ∀ǫ > 0 ñóùåñòâóåò íàáîð ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ Ik : k = 1, . . . , n,
òàêèõ, ÷òî

1) E ⊂
n⋃
k=1

Ik

2)

∑n
k=1 µ(Ik) < ǫ

òî ìíîæåñòâî E � ìíîæåñòâî ìåðû 0 ïî Æîðäàíó.

Çàìå÷àíèå 79. Ïóñòü E ⊆ I íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî áðóñà. Òîãäà
∫
E

dx =
∫
I

χE(x)dx � ñóùåñòâóåò, òîëüêî

åñëè �óíêöèÿ χE(x) íåïðåðûâíà ïî÷òè âñþäó, ò.ê. îãðàíè÷åííîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè î÷åâèäíà.
Ïîñêîëüêó òî÷êè ðàçðûâà �óíêöèè χE(x) ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâîì ãðàíè÷íûõ òî÷åê ∂E, òî ñóùåñòâîâà-
íèå èíòåãðàëà

∫
E

dx ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ìåðà Ëåáåãà ∂E ðàâíà íóëþ. Íî ïîñêîëüêó ∂E çàìêíóòî (à

ñëåäîâàòåëüíî ∂E êîìïàêò), òî ó ìíîæåñòâà ∂E ìåðà Æîðäàíà òàêæå ðàâíà íóëþ.

Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî E � èçìåðèìî ïî Æîðäàíó⇔ E � îãðàíè÷åíî, ∂E èìååò

ëåáåãîâó ìåðó íóëü.

Òåîðåìà 9.1.5.

E - èçìåðèìî ïî Æîðäàíó ⇔ E - îãðàíè÷åíî â Rd

∂E - Æîðäàíîâà ìåðà 0

Òàêèì îáðàçîì êâàäðèðóåìûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ïî Æîðäàíó è íàîáîðîò.

Òåîðåìà 9.1.6 (Ñâåäåíèå ê ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó (òåîðåìà Ôóáèíè)).

I = Ix × Iy ⊂ Rd, (x, y) ∈ Rd, x ∈ Rm, y ∈ Rd−m

Åñëè f ∈ R(I), òîãäà

∫

I

f(x, y)dxdy

∫

Ix



∫

Iy

f(x, y)dy


 dx

∫

Iy



∫

Ix

f(x, y)dx


 dy

∃ è ðàâíû ìåæäó ñîáîé
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì F (x) =
∫
Iy

f(x, y)dy.

s(f, P ) =
∑

k1=1,...,n1
k2=1,...,n2

inf
(x,y)∈∆

k1
x ×∆

k2
y

f(x, y)µ(∆k1
x )µ(∆k2

y ) 6

n1∑

k1=1

inf
x∈∆

k1
x

(

n2∑

k2=1

inf
∆

k2
y

f(x, y)µ(∆k2
y )µ(∆k1

x )) 6

6

n1∑

k1=1

inf
x∈∆

k1
x

(

∫

−

f(x, y)dy)µ(∆k1
x ) 6

n1∑

k1=1

inf
x∈∆

k1
x

F (x)µ(∆k1
x ) 6

n1∑

k1=1

sup
x∈∆

k1
x

F (x)µ(∆k1
x ) 6

6

n1∑

k1=1

sup
x∈∆

k1
x

(

∫

Iy

f(x, y)dy)µ(∆k1
x ) 6

n1∑

k1=1

sup
∆

k1
x

(

n2∑

k2=1

sup
∆

k2
y

f(x, y)µ(∆k2
y )µ(∆k1

x )) 6

6

n1∑

k1=1

n2∑

k2=1

( sup
(x,y)∈∆

k1
x ×∆

k2
y

f(x, y))µ(∆k2
y )µ(∆k1

x ) = S(f, P ).

Ïîñêîëüêó ïî êðèòåðèþ Äàðáó êðàéíåå âûðàæåíèå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè â íåðàâåíñòâàõ ñòðåìèòñÿ ê îäíîìó

è òîìó æå ïðåäåëó, à èìåííî èíòåãðàëó, òî è ñóììû êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íèæíåé è âåðõíåé ñóììîé Äàðáó äëÿ

∫
Ix

(
∫
Iy

f(x, y)dy

)
dx. Â äðóãîì ïîðÿäêå àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå 9.1.1. Ïóñòü D êâàäðèðóåìîå ìíîæåñòâî â Rd−1
, Ω = {(x, y) ∈ Rd : (x ∈ D) ∧ (ϕ1(x) 6 y 6

ϕ2(x))}, ãäå ϕ1,2(x) ∈ C(D). Åñëè f ∈ R(Ω), òî

∫

Ω

f(x, y) dxdy =

∫

D

dx

∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y) dy.

O x

y

Ix

Iy

D D

Vx

�èñ. 9.2: Ê ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Ôóáèíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

Ωx =

{
{(x, y) ∈ Rd : ϕ1(x) 6 y 6 ϕ2(x)}, åñëè x ∈ D;
0, åñëè x /∈ D.
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Èç ðàâåíñòâà χΩ(x, y) = χD(x) · χΩx(y) è òåîðåìû Ôóáèíè ïîëó÷àåì:

∫

Ω

f(x, y) dxdy =

∫

I⊃Ω

f(x, y) · χΩ(x, y) dxdy =

=

∫

Ix⊃D
dx

∫

Iy⊃Ωx

f(x, y) · χΩ(x, y) dy =

∫

Ix

(∫

Iy

f(x, y) · χΩx(y) dy

)
χD(x) dx =

=

∫

Ix

(∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y) dy

)
χD(x) dx =

∫

D

dx

∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y) dy.

Ï ð è ì å ð 9.1.2. Íàéòè

∫∫
D(x + y)dxdy, ãäå D � òðåóãîëüíèê △OAB, çàäàííûé ñâîèìè êîîðäèíàòàìè

òî÷åê O(0; 0), A(1; 0), B(0; 1) (ñì. ðèñ. 9.3).

O

x

y

A

B

y=1-x

O

x

y

A

B

0 1-<y< x

x

�èñ. 9.3: Ìíîæåñòâî èíòåãðèðîâàíèÿ. �èñ. 9.4: Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå a = 0, b = 1, ϕ1(x) = 0, ϕ2(x) = 1− x (óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êè A è B èìååò âèä y = 1− x (ñì. ðèñ. 9.4)). Ïîýòîìó

∫∫

D

(x+ y)dxdy =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

(x+ y)dy

Îòäåëüíî âû÷èñëèì

∫ 1−x
0

(x+ y)dy. Ò.ê.
∫
(x+ y)dy = xy + y2

2 + C, òî

∫ 1−x

0

(x + y)dy =

(
xy +

y2

2

)∣∣∣∣
1−x

0

= x(1 − x) +
(1− x)2

2
= x− x2 +

1− 2x+ x2

2
=

1− x2

2
.

Çíà÷èò, ∫ 1

0

F (x)dx =

∫ 1

0

1− x2

2
dx =

1

2

(
1− 1

3

)
=

1

3
.

Èòàê, ∫∫

D

(x+ y)dxdy =
1

3
.

Ï ð è ì å ð 9.1.3. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôóáèíè, ñâåñòè èíòåãðàë

∫∫
D f(x, y)dxdy ê ïîâòîðíîìó äâóìÿ ñïîñî-

áàìè: ñíà÷àëà ðàññòàâèâ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîðÿäêå dx dy, çàòåì dy dx. Çäåñü D ìíîæåñòâî, îãðàíè-

÷åííîå êðèâûìè: x2 + (y − 1)2 = 1, x
2

22 + (y − 1)2 = 1 ðàñïîëîæåííîå â ïåðâîì îêòàíòå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî D èçîáðàæåííî íà ðèñóíêå 9.5.

1. Ïðèìåíèì òåîðåìó Ôóáèíè, òàê, ÷òîáû èíòåãðèðîâàíèå áûëî ïî ïåðåìåííîé y, à çàòåì ïî ïåðåìåííîé x.
Îïðåäåëèì ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé y: ýòî 0 è 2. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëü-

íîå 0 < y < 2 (ñì. ðèñ. 9.6) òîãäà ïåðåìåííàÿ x ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ ϕ1(y) =
√
1− (1 − y)2 6 x 6√

2(1− (1 − y)2) = ϕ2(y). Òàêèì îáðàçîì

∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫ 2

0

dy

∫ ϕ2(y)

ϕ1(y)

f(x, y) dx.
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O

x

y

2

2

1 O

x

y

2

2

1

Á <x<Á1 2( ) ( )y y

�èñ. 9.5: Ìíîæåñòâî èíòåãðèðîâàíèÿ. �èñ. 9.6: Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ.

2. Òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìó Ôóáèíè, òàê, ÷òîáû èíòåãðèðîâàíèå áûëî ïî ïåðåìåííîé x, à çàòåì ïî ïåðåìåí-

íîé y. Â ýòîé ñèòóàöèè óæå çàïèñàòü îäíèì ïîâòîðíûì èíòåãðàëîì íå óäàåòñÿ (ñì. ðèñ. 9.7). Îáîçíà÷èì

÷åðåç

ψ1(x) = 1 +
√
1− x2, ψ4(x) = 1−

√
1− x2, ψ2(x) =

(
1 +

√
1− x2

22

)
, ψ3(x) =

(
1−

√
1− x2

22

)
.

Òîãäà èñõîäíûé èíòðåãðàë ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç òðè ïîâòîðíûõ èíòåãðàëà â ñëåäóþùåì âèäå:

∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫ 1

0

dx

∫ ψ2(x)

ψ1(x)

f(x, y) dy +

∫ 1

0

dx

∫ ψ4(x)

ψ3(x)

f(x, y) dy +

∫ 2

1

dx

∫ ψ2(x)

ψ3(x)

f(x, y) dy.

O

x

y

2

2

1

Ã x <y<Ã x1 2( ) ( )

O

x

y

2

2

1

Ã x <y<Ã x3 4( ) ( )

O

x

y

2

2

1

Ã x <y<Ã x3 2( ) ( )

�èñ. 9.7: Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ.

9.1.3 Çàìåíà ïåðåìåííûõ.

1) Ïóñòü îòîáðàæåíèå F îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Gu,v ⊂ R2
u,v íà îòêðûòîå ìíîæåñòâî Gx,y ⊂ R2

x,y ÿâëÿþòñÿ

âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâ Gx,y è Gu,v. (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîé òî÷êå (u, v) ∈ Gu,v
ñîîòâåòñâóåò âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà (x, y) è ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè (x, y) ∈ Gx,y ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
òî÷êà (u, v) ∈ Gu,v òàêàÿ, ÷òî {

x = x(u, v),

y = y(u, v).

2) Îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîå

{
x = x(u, v),

y = y(u, v).
∈ C1(Gu,v),

ò.å. �óíêöèè x(u, v), y(u, v), ∂x
∂u (u, v),

∂x
∂v (u, v),

∂y
∂u (u, v),

∂y
∂v (u, v) íåïðåðûâíû â Gu,v. Ïðè äàííûõ ïðåäïî-

ëîæåíèÿõ �óíêöèè x(u, v), y(u, v) ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèðóåìûìè â òî÷êå (u0, v0) âíóòðåííåé ê ìíîæåñòâó
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Gu,v 



x(u, v) = x(u0, v0) + x′u|(u0,v0)(u− u0) + x′v|(u0,v0)(v − v0) + o
(√

(u− u0)2 + (v − v0)2
)
,

y(u, v) = y(u0, v0) + y′u|(u0,v0)(u− u0) + y′v|(u0,v0)(v − v0) + o
(√

(u− u0)2 + (v − v0)2
)
.

�àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå F̃ :

{
x̃(u, v) = x(u0, v0) + x′u|(u0,v0)(u− u0) + x′v|(u0,v0)(v − v0)
ỹ(u, v) = y(u0, v0) + y′u|(u0,v0)(u− u0) + y′v|(u0,y0)(v − v0)

Ïîñêîëüêó äàííîå îòîáðàæåíèå ëèíåéíîå, òî îáðàç ëþáîãî ïàðàëëåëîãðàììà áóäåò ïàðàëëåëîãðàììîì. �àñ-

ñìîòðèì êâàäðàò ∆ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ A, B, C, D îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì A1B1C1D1

(ñì.ðèñ. (9.8)). Íàéä¼ì ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà A1B1C1D1:

O x

y

A1( ( , ), ( , ))x u v y u v0 0 0 0

O

v

u

A( , )u v0 0

C h( , )u v0 0+

B h( , )u v0 0+

D h h( , )u v0 0+ +

B h h1( ( , ), ( , ))x u v y u v0 0 0 0+ +

D h h h h1( ( , ), ( , ))x u v y u v0 0 0 0+ + + +C h h1( ( , ), ( , ))x u v y u v0 0 0 0+ +

F

�èñ. 9.8: Îòîáðàæåíèå x̃, ỹ.

µ(F̃ (∆)) = |−−−→A1B1 ×
−−−→
A1C1| =

∣∣∣∣
x′u y

′
u

x′v y
′
v

∣∣∣∣
∣∣∣∣
(u0,v0)

h2,

ïîñêîëüêó µ(∆) = h2, òî ïîëó÷àåì µ(F̃ (∆))
µ(∆) = |J |, ãäå

J =

∣∣∣∣
x′u y

′
u

x′v y
′
v

∣∣∣∣ .

Ëåììà 58. 1) Ïóñòü Gu,v
F→ Gx,y âçàèìîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå êëàññà C1

(ò.å. íåïðåðûâíî äè��å-

ðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå) îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Gu,v, Gx,y äðóã íà äðóãà. Ïóñòü ∆ � ïðîèçâîëüíûé

êâàäðàò ñ âåðøèíàìè (u0; v0), (u0 + h; v0), (u0; v0 + h), (u0 + h; v0 + h) òàêîé, ÷òî ∆ ⊂ Gu,v. Òîãäà äëÿ

òî÷êè (u0, v0) âíóòðåííåé ê Gu,v, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

µ(F (∆))

µ(∆)
= |J(u0, v0)|+ ǫ(u0, v0, h),
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ãäå �óíêöèÿ ǫ(u0, v0, h) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî (u0, v0) íà ëþáîì êîìïàêòå K ⊂ Gu,v ñòðåìèòñÿ ê 0
ïðè h→ 0 (çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ∆ ⊂ K).

Äàííóþ ëåììó ìû îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 9.1.7 (Î çàìåíå ïåðåìåííîãî (ïåðåõîä îò ïåðåìåííûõ (x, y) ê ïåðåìåííûì (u, v))). 1) Ïóñòü

Gu,v
F→ Gx,y âçàèìîîäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Gu,v,

Gx,y äðóã íà äðóãà.
2) Ïóñòü D � êâàäðèðóåìîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ïðè÷¼ì D ⊂ Gu,v, D

∗
� ìíîæåñòâî ïîëó÷åííîå

ïðè îòîáðàæåíèè F . Òîãäà D∗
� êâàäðèðóåìîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è D∗ ⊂ Gx,y.

3)

J =

∣∣∣∣
x′u y

′
u

x′v y
′
v

∣∣∣∣ 6= 0, ∀(u, v) ∈ Gu,v.

4) f(x, y) ∈ R(D∗), ãäå D∗ = F (D). Òîãäà

∫∫

D∗

f(x, y)dxdy =

∫∫

D

f(x(u, v), y(u, v)) · |J |dudv.

Çàìå÷àíèå 80. Òåîðåìà îñòàíåòñÿ âåðíà, åñëè óñëîâèÿ âçàèìíîé îäíàçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ D íà D∗
è

J 6= 0 íå áóäóò âûïîëíåíû äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê, ëåæàùèõ íà êîíå÷íîì ÷èñëå íåïðåðûâíûõ êðèâûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ðàçáèåíèå íà ïëîñêîñòè R2
u,v ðàâíîìåðíîé ñåòêîé ïî ïåðåìåííûì x è y ñ øàãîì

h = hk → 0, k → ∞ (hk = 1
2k ). Ïîëó÷åííûå êâàäðàòû îáîçíà÷èì ∆l. Èç

−→
P1,

−→
P2 ∈ ∆l ñëåäóåò, ÷òî |−→P1 −

−→
P2| 6√

2hk. Îáîçíà÷èì
−→
M1 = F (

−→
P1) = (x1, y1),

−→
M2 = F (

−→
P2) = (x2, y2). Òîãäà

|−→M1 −
−→
M2| =

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 6

√
ω2(x,

√
2h) + ω2(y,

√
2h) → 0, (h→ 0)

ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè îò íåïðåðûâíîé �óíêöèè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íà

O

u

v

D
hk

hk

u

O

v

D
hk

hk

¢l

�èñ. 9.9: ∆l ∪ ∂D 6= ∅ �èñ. 9.10: ∆l ⊂ D

êîìïàêòå. ÏîñêîëüêóD � êâàäðèðóåìîå ìíîæåñòâî, òî ãðàíèöà ∂D � ìíîæåñòâî ìåðû íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïëîùàäü âñåõ êâàäðàòîâ ∆l ðàçáèåíèÿ, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ ãðàíèöåé D ïðè óâåëè÷åíèè k ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå êâàäðàòû ∆l ðàçáèåíèÿ, öåëèêîì ëåæàò â D.

∑

l:∆l⊂D
f(ξl, ηl)µ(F (∆l)︸ ︷︷ ︸

∆∗
l

) =
∑

l:∆∗
l ⊂D∗

f(ξl, ηl)µ(∆
∗
l ) →

∫∫

D∗

f(x, y)dxdy, k → +∞, (hk → 0),

ãäå (ul, vl) ∈
−→
∆l è

{
ξl = x(ul, vl),

ηl = y(ul, vl).
. Ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòîâ öåëèêîì ëåæàùèõ â D ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì,
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ïîýòîìó èç ïðåäûäóùåé ëåììû ñëåäóåò.

∑
=

∑

l:∆l⊂D
f(x(ul, vl), y(ul, vl)) (|J(ul, vl)|µ(∆l) + ε(ul, vl, hk)µ(∆l)) =

∑1
+
∑2

.

Îöåíèì êàæäûé èç èíòåãðàëîâ:

∑1
→
∫∫

D

f(x(u, v), y(u, v))|J |dudv, k → +∞, (hk → 0).

Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû ñóùåñòâóåò òàêîå L ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáîãî k > L áóäåò âûïîëíåíî |ε(ul, vl, hk)| 6
ε

Cµ(D) , ãäå â êà÷åñòâå êîíñòàíòû C âûáåðåì êîíñòàíòó èç íåðàâåíñòâà |f | 6 C. Ïîýòîìó

|
∑2

| 6
∑

|f | · |ε(ul, vl, hk)µ(∆l)| 6 C
∑

|ε(ul, vl, hk)|µ(∆l) 6 ε ïðè k > L.

Ï ð è ì å ð 9.1.4. Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 9.11). Ïóñòü

{
x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

ãäå ϕ � óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, îò ïîëÿðíîé îñè (îñè Ox), r � ðàññòîÿ-

íèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì ϕ ∈ [−π;π], r > 0. Òîãäà òî÷êà íà ïëîñêîñòè (x, y) áóäåò çàäàâàòüñÿ
â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, ϕ). Íàéä¼ì ßêîáèàí äàííîãî îòîáðàæåíèÿ

O

x

y

( , )x y0 0

r

Á

x0

O

x

y

x y
2/3 2/3

+ =1

1

�èñ. 9.11: Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. �èñ. 9.12: Àñòðîèäà.

∣∣∣∣
x′r y′r
x′ϕ y′ϕ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
cosϕ sinϕ

−r sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣ = r(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = r.

Çàìå÷àíèå 81. Èíîãäà áûâàåò óäîáíåå ââîäèòü îáîáù¼ííóþ ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò çàìåíîé âèäà

{
x = ar cosα ϕ,

y = br sinα ϕ,

ãäå a, b, α > 0 ñ ßêîáèàíîì ðàâíûì J = abαr cosα−1 ϕ sinα−1 ϕ, ëèáî â áîëåå îáùåì âèäå

{
x = ar1/p cosα/p ϕ,

y = br1/q sinα/q ϕ,

ãäå a, b, α, p, q > 0 ñ ßêîáèàíîì ðàâíûì J = abα
pq r

1/p+1/q−1 cosα/p−1 ϕ sinα/q−1 ϕ.
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Ï ð è ì å ð 9.1.5. Íàéä¼ì ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé x2/3 + y2/3 = 1 (ñì. ðèñ. 9.12). Â îáîù¼ííîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò {
x = r cos3 ϕ,

y = r sin3 ϕ,

ßêîáèàí ðàâåí J = 3r cos2 ϕ sin2 ϕ, à êðèâàÿ x2/3 + y2/3 = 1 ïðèíèìàåò âèä r = 1, ϕ ∈ [−π, π]. Òîãäà èñêîìàÿ
ïëîùàäü ðàâíà

S(D) =

∫∫

D

dx dy = 3

∫ π

−π

∫ 1

0

r cos2 ϕ sin2 ϕdϕdr = 12

∫ π/2

0

cos2 ϕ sin2 ϕdϕ

∫ 1

0

r dr =

= 6

∫ π/2

0

sin2(2ϕ)

22
dϕ =

3

2

∫ π/2

0

1− cos 4ϕ

2
dϕ =

3

4
· π
2
=

3π

8
.

Ï ð è ì å ð 9.1.6. Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 9.13). Ïóñòü (x, y, z) � êîîðäèíàòû òî÷êè

O

x

y

z

( , , )x y0 0 0z

Á ( , ,0)x y0 0

r

z0 O

R

h

O

R

x

y

z

R h-

r

z

�èñ. 9.13: Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà êîîðäèíàò.

�èñ. 9.14: Øàðîâîé ñåãìåíò.

â äåêàðòîâîé ñèñòåìå. Ïîëîæèì 



x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = z,

ãäå ϕ � óãîë ìåæäó îñüþ Ox, r � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè (x, y, 0) (ò.å. ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà
êîîðäèíàò äî ïðîåêöèè òî÷êè (x, y, z) íà ïëîñêîñòü Oxy). Òàêèì îáðàçîì

ϕ ∈ [−π;π], r > 0, z ∈ R.

Òîãäà òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå (x, y, z) áóäåò çàäàâàòüñÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, ϕ, z). Íàéä¼ì
ßêîáèàí äàííîãî îòîáðàæåíèÿ

∣∣∣∣∣∣

x′r y′r z′r
x′ϕ y′ϕ z′ϕ
x′z y′z z′z

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

cosϕ sinϕ 0
−r sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= r.

Ï ð è ì å ð 9.1.7. Íàéä¼ì îáú¼ì øàðîâîãî ñåãìåíòà (ñì. ðèñ. 9.14). Ââåä¼ì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó

êîîðäèíàò. Íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåñòèì â öåíòð øàðà. Â ýòîì ñëó÷àå

z ∈ [−R,−R+ h], ϕ ∈ [−π, π], r ∈ [0,
√
R2 − z2].

Ñëåäîâàòåëüíî

V =

∫∫∫

V

dxdydz =

∫ −R+h

−R
dz

∫ π

−π
dϕ

∫ √
R2−z2

0

r dr =
2π

2

∫ −R+h

−R
(R2 − z2)dz =

= π

(
R2z − z3

3

)∣∣∣∣
−R+h

−R
= π

(
R2h− 1

3

(
(−R+ h)3 − (−R)3

))
= πh2

(
R− h

3

)
.
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O

x

y

z

( , , )x y0 0 0z

R

Á

µ

( , ,0)x y0 0

O

R

h

O

R
x

y

z

µ
R-h

�èñ. 9.15: Ñ�åðè÷åñêàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò.

�èñ. 9.16: Øàðîâîé ñåêòîð.

Ï ð è ì å ð 9.1.8. Ñ�åðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 9.15). Ïóñòü (x, y, z) � êîîðäèíàòû òî÷êè â

äåêàðòîâîé ñèñòåìå. Ïîëîæèì 



x = R cosϕ cos θ,

y = R sinϕ cos θ,

z = R sin θ,

ãäå ϕ � óãîë ìåæäó îñüþ Ox, θ � óãîë ìåæäó îñüþ Oz ðàäèóñ âåêòîðîì, R � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Òàêèì îáðàçîì

ϕ ∈ [−π;π], θ ∈ [−π/2;π/2], R > 0.

Òîãäà òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå (x, y, z) áóäåò çàäàâàòüñÿ â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (R,ϕ, θ). Íàéä¼ì
ßêîáèàí äàííîãî îòîáðàæåíèÿ

∣∣∣∣∣∣

x′R y′R z′R
x′ϕ y′ϕ z′ϕ
x′θ y′θ z′θ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

cosϕ cos θ sinϕ cos θ sin θ
−R sinϕ cos θ R cosϕ cos θ 0
−R cosϕ sin θ −R sinϕ sin θ R cos θ

∣∣∣∣∣∣
= R2 cos θ ·

∣∣∣∣∣∣

cosϕ cos θ sinϕ cos θ sin θ
− sinϕ cosϕ 0

− cosϕ sin θ − sinϕ sin θ cos θ

∣∣∣∣∣∣
.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ïî âòîðîé ñòðîêå íàéä¼ì ïîñëåäíèé îïðåäåëèòåëü.

∣∣∣∣∣∣

cosϕ cos θ sinϕ cos θ sin θ
− sinϕ cosϕ 0

− cosϕ sin θ − sinϕ sin θ cos θ

∣∣∣∣∣∣
= sinϕ

∣∣∣∣
sinϕ cos θ sin θ
− sinϕ sin θ cos θ

∣∣∣∣+ cosϕ

∣∣∣∣
cosϕ cos θ sin θ
− cosϕ sin θ cos θ

∣∣∣∣ =

= sin2 ϕ

∣∣∣∣
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

∣∣∣∣+ cos2 ϕ

∣∣∣∣
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

∣∣∣∣ = sin2 ϕ+ cos2 ϕ = 1.

Çàìå÷àíèå 82. Èíîãäà áûâàåò óäîáíåå ââîäèòü îáîáù¼ííóþ ñ�åðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò çàìåíîé âèäà





x = aR cosα ϕ cosβ θ,

y = bR sinα ϕ cosβ θ,

z = cR sinβ θ,

ãäå a, b, c, α, β > 0 ñ ßêîáèàíîì ðàâíûì J = abcαβR2 cosα−1 ϕ sinα−1 ϕ cos2β−1 θ sinβ−1 θ, ëèáî â áîëåå îáùåì
âèäå 




x = aR1/p cosα/p ϕ cosβ/p θ,

y = bR1/q sinα/q ϕ cosβ/q θ,

z = cR1/s sinβ/s θ,

ãäå a, b, c, α, β, p, q, s > 0 ñ ßêîáèàíîì ðàâíûì

J =
abcαβ

pqs
R1/p+1/q+1/s−1 cosα/p−1 ϕ sinα/q−1 ϕ cosβ/p+β/q−1 θ sinβ/s−1 θ.
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Ï ð è ì å ð 9.1.9. Íàéä¼ì îáú¼ì øàðîâîãî ñåêòîðà (ñì. ðèñ. 9.16). Íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåñòèì â öåíòð

øàðà. Â ýòîì ñëó÷àå

ϕ ∈ [−π, π], θ ∈ [−π/2,− arcsin(1− h/R)], r ∈ [0;R].

Ñëåäîâàòåëüíî

V =

∫∫∫

V

dxdydz =

∫ π

−π
dϕ

∫ − arcsin(1−h/R)

−π/2
cos θ dθ

∫ R

0

r2 dr =

=
2π

3
R3 sin θ

∣∣∣∣
− arcsin(1−h/R)

−π/2
=

2π

3
R3

(
−
(
1− h

R

)
− (−1)

)
=

2π

3
R2h.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûå è äîñòîòà÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè �óíêöèè íà d -ìåðíîì áðóñå.

2. ×åìó ðàâåí ßêîáèàí ïðè ïåðåõîäå îò äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê ñ�åðè÷åñêîé.

Óïðàæíåíèÿ ê 9.1

Óïðàæíåíèå 9.1.1. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫ 1

0

d y

∫ 1

y

e−x2

dx

Îòâåòû: 9.1.1

1
2
− 1

2e
. Óêàçàíèå: ïîìåíÿéòå ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ.

9.2 Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë.

Îïðåäåëåíèå 9.2.1. • Èñ÷åðïàíèåì ìíîæåñòâà D ⊆ Rd íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ

ïî Æîðäàíó ìíîæåñòâ {Dn}+∞
n=1 îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè:

1) D1 ⊂ D2 ⊂ · · · ⊂ Dn ⊂ . . . , Dn ⊂ D,

2) ∀x ∈ D : ∃N : x ∈ DN , ò.å. D =
⋃

n∈N

Dn.

• Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èñ÷åðïàíèå {Dn}+∞
n=1 ìíîæåñòâà D äîïóñòèìî äëÿ �óíêöèè f : D 7→ R, åñëè

f ∈ R(Dn) ïðè âñåõ n ∈ N.

Ï ð è ì å ð 9.2.1. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R2
. Ïðåäúÿâèì èñ÷åðïàíèÿ

Dn ={x2 + y2 6 n2},
Dn ={|x|+ |y| 6 n},
Dn =max{|x|, |y|} 6 n.

Îïðåäåëåíèå 9.2.2. Ïóñòü {Dn}+∞
n � äîïóñòèìîå èñ÷åðïàíèå äëÿ �óíêöèè f(x) ìíîæåñòâà D. Òîãäà,

åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ∫

D

f(x) dx = lim
n→∞

∫

Dn

f dx

è ïðåäåë íå çàâèñèò îò âûáîðà èñ÷åðïàíèÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà â íåñîáñòâåíîì

ñìûñëå íà ìíîæåñòâå D.
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Çàìå÷àíèå 83. Åñëè íàéäóòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ èñ÷åðïàíèÿ Dn, D̃n ìíîæåñòâà D, òàêèõ ÷òî

lim
∫
Dn

fdx = α

lim
∫
D̃n

fdx = β
è α 6= β,

òî íàéä¼òñÿ òàêîå èñ÷åðïàíèå D∗
n, ÷òî ïðåäåë limn→∞

∫
D∗

n

f dx íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó â îïðåäåëåíèè ìîæíî

çàìåíèòü óñëîâèå òîãî, ÷òî ïðåäåë íå çàâèñèò îò âûáîðà èñ÷åðïàíèÿ,íà óñëîâèå òîãî, ÷òî íåò èñ÷åðïàíèÿ

ïî êîòîðîìó ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò.

Ï ð è ì å ð 9.2.2. Ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåíèå êðàòíîãî íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ñóùåñòâåííî îòëè÷íî

îò îïðåäåëåíèÿ îäíîìåðíîãî íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà. Îïðåäåëèì �óíêöèþ f(x) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ïëîùàäü íà êàæäîì ó÷àñòêå [n;n+ 1] áûëà áû ðàâíîé íóëþ (ñì. ðèñ. (9.17))

f(x) =

{
1/n, x ∈ [n− 1, n− 1/2),

−1/n, x ∈ [n− 1/2, n), n ∈ N.

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

O x

y

1

1 2 3 4 5 6 7 8

1/2
1/4
1/8

�èñ. 9.17: Ôóíêöèÿ f(x).

+∞∫

0

f(x)dx = lim
b→+∞

b∫

0

f(x)dx = lim
b→+∞




[b]∫

0

f(x)dx +

b∫

[b]

f(x)dx


 = lim

b→+∞

b∫

[b]

f(x)dx = 0,

ïîñêîëüêó |f(x)| =
1

[b] + 1
x ∈ [[b], [b] + 1). Òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà â íåñîáñòâåíîì

ñìûñëå îäíîêðàòíîãî èíòåãðàëà, ïðè÷¼ì

+∞∫
0

f(x) dx = 0. Ïîêàæåì, ÷òî äàííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ â ñìûñëå

íåñîáñòâåííîãî êðàòíîãî èíòåãðàëà. Ïðåäúÿâèì ñëåäóþùåå èñ÷åðïàíèå îñè [0; +∞):

Dn = [0, 22
n

]
22

n+1−22
n−1⋃

k=0

[22
n

+ k, 22
n

+ k + 1/2].

Èäåÿ âûáîðà äàííîãî èñ÷åðïàíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì, ÷òî îòðåçîê [1, 22
n

] áåð¼ì öåëèêîì, à äàëåå íàáèðàåì

òîëüêå òå ìíîæåñòâà, ãäå �óíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷¼ì ìû íàáèðàåì

äîñòàòî÷íî ìíîãî ïîëîæèòåëüíûõ îòðåçêîâ, òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ðàñõîäèëñÿ (ýòî âîçìîæíî
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ââèäó òîãî, ÷òî ðÿä

∑+∞
k=1 1/k ðàñõîäèòñÿ). Òàêæå íå çàáûâàåì è ïðî ñâîéñòâî Dn ⊂ Dn+1, êîòîðîå çäåñü

î÷åâèäíî. Ïåðåéä¼ì ê àêêóðàòíîìó âû÷èñëåíèþ:

∫

Dn

f(x)dx =

22
n∫

1

+

22
n+1−22

n−1∑

k=0

22
n
+k+ 1

2∫

22n+k

1

22n + k + 1
dx =

1

2

22
n+1−22

n−1∑

k=0

1

22n + k + 1
>

>
1

2

22
n+1∫

22n+1

dx

x
=

1

2
ln

(
22

n+1

22n + 1

)
>

1

2
ln

(
22

n+1

22n · 2

)
=

=
1

2
ln
(
22

n+1−2n−1
)
=

1

2
·
(
2n+1 − 2n − 1

)
ln 2 =

1

2
· (2n − 1) ln 2 → +∞.

Â ïåðâîì íåðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíà î÷åâèäíàÿ îöåíêà

∫ k+1

k
dx/x 6 1/k.

Îïðåäåëåíèå 9.2.3. Ïóñòü äëÿ �óíêöèè f : D 7→ R ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî äîïóñòèìîå èñ÷åðïàíèå

ìíîæåñòâà D, è |f(x)| èíòåãðèðóåìà íà D â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî f àáñîëþòíî
èíòåãðèðóåìà íà D.

Ï ð è ì å ð 9.2.3. �àññìîòðèì �óíêöèþ

f(x, y) =

{
1, x, y ∈ Q

−1, èíà÷å.

Áóäåò ëè �óíêöèÿ f(x, y) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà â íåñîáñòâåíîì ñìûñëå íà ìíîæåñòâå [0, 1]2 (ñì. ðèñ. 9.18)?

O

x

z

y

Q
1

-1
R Q\

z=f x y( , )

O

x

z

y

1

-1

z=| |f x y( , )

�èñ. 9.18: �èñ. 9.19:

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàçàëîñü áû, ÷òî ïîñêîëüêó |f(x, y)| ≡ 1 (ñì. ðèñ. 9.19), òî �óíêöèÿ f(x, y) áóäåò àáñîëþòíî
èíòåãðèðóåìà â íåñîáñòâåíîì ñìûñëå íà ìíîæåñòâå [0, 1]2, íî òåì íå ìåíåå ýòî íå òàê. Ñâÿçàííî ýòî ñ òåì,

÷òî ó �óíêöèè f(x, y) íåò íè îäíîãî äîïóñòèìîãî èñ÷åðïàíèÿ. Ïîñêîëüêó â ëþáîé ñêîëüêî óãîäíî ìàëîé

îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóþò òî÷êè (x, y) òàêèå, ÷òî x, y ∈ Q è òàêèå, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê x èëè y
èððàöèîíàëüíàÿ, òî �óíêöèÿ f(x, y) áóäåò âñþäó ðàçðûâíîé, ïîýòîìó íå áóäåò èíòåãðèðóåìà íè â êàêîé

îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà [0, 1]2. Ïîýòîìó â îïðåäåëåíèè àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè íå áóäåò âûïîëíåíî

óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîãî äîïóñòèìîãî èñ÷åðïàíèå ìíîæåñòâà [0, 1]2 äëÿ �óíêöèè f(x, y).

Òåîðåìà 9.2.1. Ïóñòü D � êâàäðèðóåìîå ìíîæåñòâî. Òîãäà f ∈ R(D) â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå ⇔ f
àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà D.
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Òåîðåìà 9.2.2. Ïóñòü D � êâàäðèðóåìîå ìíîæåñòâî. Òîãäà åñëè è f ∈ R(Dn), f > 0 íà D è ñóùåñòâóåò

õîòÿ áû îäíî èñ÷åðïàíèå, íà êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùèé limn→+∞
∫
Dn

f(x)dx ñõîäèòñÿ è êîíå÷åí, òî

èíòåãðàë ñõîäèòñÿ â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå.

Ï ð è ì å ð 9.2.4. Èññëåäîâàòü âîïðîñ î ñõîäèìîñòè

∫∫

R2

sin(x4 + y4) dx dy.

Äîêàæåì, ÷òî äàííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ñíà÷àëà ïðè ïîìîùè îïðåäåëåíèÿ, ïîòîì ïðè

ïîìîùè òåîðåì î ñõîäèìîñòè, ñ�îðìóëäèðîâàííûõ âûøå.

• Ïîêàæåì ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà, èñïîëüçóþ îïðåäåëåíèå. Ïîñêîëüêó ïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ÷¼ò-

íàÿ ïî ïåðåìåííûì x è y, òî ñïðàâåäëèâî
∫∫

R2 sin(x
4 + y4) dx dy = 4

∫∫
R2

+
sin(x4 + y4) dx dy. Èññëåäóåì

íà ñõîäèìîñòü ïîñëåäíèé èíòåãðàë. Ïîêàæåì, ÷òî äàííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ â ñìûñëå íåñîáñâåííîãî

êðàòíîãî èíòåãðàëà. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîãî x = r1/4 cos2/4 ϕ, y = r1/4 sin2/4 ϕ. ßêîáèàí îòîáðà-

æåíèÿ ðàâåí J = 1
8r

−1/2 cos−1/2 ϕ sin−1/2 ϕ.

Ïðåäúÿâèì ñëåäóþùåå èñ÷åðïàíèå ìíîæåñòâà R2
+ = [0;+∞)× [0; +∞):

Dn = {(ϕ, r) : ϕ ∈ [0;π/2], r ∈ Cn}, Cn = [0, 2nπ]

2n−1−1⋃

k=0

[(1/4 + 2k + 2n)π; (3/4 + 2k + 2n)π].

Èäåÿ âûáîðà äàííîãî èñ÷åðïàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî ïåðåìåííîé r îòðåçîê [0, 2nπ] áåð¼ì öåëèêîì,

à äàëåå íàáèðàåì òîëüêå òå ìíîæåñòâà, ãäå sinϕ ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ áîëüøåå

ëèáî ðàâíûå 1/
√
2, ïðè÷¼ì ìû íàáèðàåì äîñòàòî÷íî ìíîãî ïîëîæèòåëüíûõ îòðåçêîâ, òàê, ÷òîáû ñîîò-

âåòñòâóþùèé èíòåãðàë ðàñõîäèëñÿ (ýòî âîçìîæíî ââèäó òîãî, ÷òî ðÿä

∑+∞
k=1 1/

√
k ðàñõîäèòñÿ). Ñâîéñòâî

Dn ⊂ Dn+1 çäåñü î÷åâèäíî âûïîëíåíî. Ïåðåéä¼ì ê àêêóðàòíîìó âû÷èñëåíèþ:

aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa

bbbbbb
bbbbbb
bbbbbb
bbbbbb
bbbbbb
bbbbbb

O

x

y

D1

2¼ 2
2
¼ 2

3
¼

aaaaa
aaaaa
aaaaa
aaaaa

bbbbb
bbbbb
bbbbb
bbbbb

aaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaa

bbbbbbbbbbbbbb
bbbbbbbbbbbbbb
bbbbbbbbbbbbbb
bbbbbbbbbbbbbb
bbbbbbbbbbbbbb
bbbbbbbbbbbbbb
bbbbbbbbbbbbbb
bbbbbbbbbbbbbb
bbbbbbbbbbbbbb
bbbbbbbbbbbbbb
bbbbbbbbbbbbbb
bbbbbbbbbbbbbb
bbbbbbbbbbbbbb

aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaa

bbbbbbbbbb
bbbbbbbbbb
bbbbbbbbbb
bbbbbbbbbb
bbbbbbbbbb
bbbbbbbbbb
bbbbbbbbbb
bbbbbbbbbb
bbbbbbbbbb

O

x

y

D2

2¼ 2
2
¼ 2

3
¼

aaaaaaaaa
aaaaaaaaa
aaaaaaaaa
aaaaaaaaa
aaaaaaaaa
aaaaaaaaa
aaaaaaaaa
aaaaaaaaa

bbbbbbbbb
bbbbbbbbb
bbbbbbbbb
bbbbbbbbb
bbbbbbbbb
bbbbbbbbb
bbbbbbbbb
bbbbbbbbb

�èñ. 9.20: D1 �èñ. 9.21: D2

∫∫

Dn

sin(x4 + y4) dx dy =
1

4

∫

[0;π/2]

cos−1/2 ϕ sin−1/2 ϕdϕ

∫

Cn

sin r√
r
dr =

1

8
B

(
1

4
;
1

4

)∫

Cn

sin r√
r
dr.

Îöåíèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë

∫

Cn

sin r√
r
dr =

∫

[0;2nπ]

sin r√
r
dr +

2n−1−1∑

k=0

∫ (3/4+2k+2n)π

(1/4+2k+2n)π

sin r√
r
dr.



334 �ëàâà 9. Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Ïåðâûé èíòåãðàë ïîëîæèòåëåí, ò.ê.

∫

[0;2nπ]

sin r√
r
dr =

2n−1∑

k=0

((∫ (2k+1)π

2kπ

+

∫ (2k+2)π

(2k+1)π

)
sin r√
r
dr

)
=

=

2n−1∑

k=0

(∫ (2k+1)π

2kπ

(
sin r√
r

+
sin(r + π)√

r + π

)
dr

)
=

2n−1∑

k=0

(∫ (2k+1)π

2kπ

sin r ·
(

1√
r
− 1√

r + π

)
dr

)
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî

∫

Cn

sin r√
r
dr >

2n−1−1∑

k=0

∫ (3/4+2k+2n)π

(1/4+2k+2n)π

sin r√
r
dr >

1√
2

2n−1−1∑

k=0

∫ (3/4+2k+2n)π

(1/4+2k+2n)π

1√
r
dr >

>
1√
2
·
2n−1−1∑

k=0

1√
(3/4 + 2k + 2n)π

· π
2
>

√
π

2
√
2
·
2n−1−1∑

k=0

1√
2n + 2n

=

√
π

2
√
2
·
2n−1−1∑

k=0

1

2
n+1
2

=

=

√
π

2
√
2
· 2

n−1

2
n+1
2

=

√
π

2
√
2
· 2n−3

2 → +∞, (n→ +∞).

Òàêèì îáðàçîì èñõîäíûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

• Òåïåðü ïîêàæåì ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ïðè ïîìîùè òåîðåì. Îïèðàÿñü íà ñèììåòðèè, êàê è ðàíåå

ïðèõîäèì ê ââûâîäó, ÷òî äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü èíòåãðàë

∫∫

x,y>0

sin(x4 + y4) dx dy.

Èñïîëüçóþ ñâîéñòâî, ÷òî ñõîäèìîñòü ðàâíîñèëüíà àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äî-

ñòàòî÷íî èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë:

∫∫

x,y>0

| sin(x4 + y4)| dx dy.

Òåïåðü ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà, òî ìîæíî ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå íà ñõî-

äèìîñòü èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå èñ÷åðïàíèå D∗
n = {(x, y) ∈ R2; 0 6 x, y, x4 + y4 6 n}. Ñäåëàâ

çàìåíó ïåðåìåííîãî òàêóþ æå êàê è âûøå, ïîëó÷àåì

∫∫

x,y>0

| sin(x4 + y4)| dx dy = lim
n→+∞

∫∫

D∗
n

| sin(x4 + y4)| dx dy =

= lim
n→+∞

1

8

∫ π/2

0

sin−1/2 ϕ cos−1/2 ϕdϕ

∫ n

0

| sin r|√
r

dr.

Ïîñêîëüêó, èíòåãðàë

∫ π/2
0 sin−1/2 ϕ cos−1/2 ϕdϕ ñõîäèòñÿ, ò.ê. ñ÷èòàåòñÿ â ÿâíîì âèäå, ÷åðåç ãàììà-

�óíêöèþ, à èíòåãðàë

∫ +∞
0

| sin r|√
r
dr � ðàñõîäèòñÿ (êàê îäíîìåðíûé), òî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî èñ-

õîäíûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Ï ð è ì å ð 9.2.5. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Ýéëåðà-Ïóàññîíà I =
∫ +∞
−∞ e−x

2/2 dx =
√
2π.

�àññìîòðèì âåëè÷èíó

I2 =

∫ +∞

−∞
e−

x2

2 dx ·
∫ +∞

−∞
e−

y2

2 dy =

∫∫

R2

e−
x2+y2

2 dx dy.

Ïîñêîëüêó ïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà, òî, åñëè ìû ïðåäúÿâèì èñ÷åðïàíèå ïî êîòîðîìó

èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òî ñîãëàñíî òåîðåìå, ïðèâåä¼ííîé âûøå, èíòåãðàë áóäåò ñõîäÿùèìñÿ, à åãî çíà÷åíèå áóäåò

ðàâíî çíà÷åíèþ, âû÷èñëåííîìó ïî ýòîìó êîíêðåòíîìó èñ÷åðïàíèþ.

Ïðåäúÿâèì èñ÷åðïàíèå ìíîæåñòâà R2 = (−∞; +∞)× (−∞; +∞):

DR = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 6 R2} = {(ϕ, r) : ϕ ∈ [−π;π], r ∈ [0;R]}.
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Ïîñêîëüêó

∫∫

R2

e−
x2+y2

2 dx dy = lim
R→+∞

∫∫

x2+y26R2

e−
x2+y2

2 dx dy = lim
R→+∞

∫ π

−π
dϕ

∫ R

0

re−
r2

2 dr = 2π lim
R→+∞

∫ R

0

re−
r2

2 dr,

òî íàøà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèèþ èíòåãðàëà

∫ R
0 re−

r2

2 dr. Íàéä¼ì åãî

∫ R

0

e
−r2

2 rdr =

∫ R

0

e−
r2

2 d

(
r2

2

)
= −

∫ R

0

e−
r2

2 d

(
−r

2

2

)
= −e− r2

2

∣∣∣
R

0
= 1− e−

R2

2 .

Çíà÷èò,

I2 =

∫∫

R2

e−
x2+y2

2 dx dy = 2π lim
R→+∞

∫ R

0

re−
r2

2 dr = 2π lim
R→+∞

(
1− e−

R2

2

)
= 2π.

Ïîýòîìó I =
√
2π, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå

∫ +∞

0

e−x
2/2 dx =

√
π

2
.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè êðàòíîãî èíòåãðàëà.

2. Åñòü ëè ðàçëè÷èÿ â îïðåäåëåíèÿõ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà: (a) â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé è (b) íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà äëÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ â Rd
ïðè d = 1?

Óïðàæíåíèÿ ê 9.2

Óïðàæíåíèå 9.2.1. Ïóñòü Ω = {(x, y) : 1 6 x, |y| 6 1}. Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü
∫

Ω

y

x
dx dy.

Óïðàæíåíèå 9.2.2. Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü

∫ +∞
0

sinx
x

dx. (a) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ ñõîäèìîñòè îäíîìåðíîãî

íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà; (b) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ ñõîäèìîñòè êðàòíîãî íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.

Îòâåòû: 9.2.1 �àñõîäèòñÿ. 9.2.2 (a) �àñõîäèòñÿ; (b) ñõîäèòñÿ (è ðàâåí π/2).

9.3 Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

Â ïðÿìîé êðóãîâîé öèëèíäð ðàäèóñîì R è âûñîòîé H âïèøåì ìíîãîãðàííóþ ïîâåðõíîñòü (òàê íàçûâàåìûé

ñàïîã Øâàðöà) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè äåëèì öèëèíäð íà m ðàâíûõ öèëèíäðîâ

âûñîòîé H/m. Êàæäóþ èç ïîëó÷åííûõ îêðóæíîñòåé � îñíîâàíèé öèëèíäðîâ � äåëèì íà n ðàâíûõ ÷àñòåé

òàê, ÷òîáû òî÷êè äåëåíèÿ íà îäíîé îêðóæíîñòè íàõîäèëèñü íàä ñåðåäèíàìè äóã áëèæàéøåé îêðóæíîñòè (ñì.

ðèñ. 9.22).

Òàêèì îáðàçîì ïëîùàäü âñåé ìíîãîãðàííîé ïîâåðõíîñòè áóäåò ðàâíà Snm = 2nmSABC (ñì. ðèñ. 9.23).

Íàéä¼ì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC. Íàéäåì DE = OE −OD = R−R cos πn = 2R sin2 π
2n .

AD2 = AE2 +DE2 =

(
H

m

)2

+ 4R2 sin4
π

2n

SABC =
1

2
·BC · AD =

1

2
· 2R sin

π

n

√
H2

m2
+ 4R2 sin4

π

2n

Snm = 2nmR sin
π

n

√
H2

m2
+ 4R2 sin4

π

2n
=

2R


n sin

π

n︸ ︷︷ ︸
→π



√
H2 + 4R2m2 sin4

π

2n
→ 2Rπ

√
H2 + 4R2m2 sin4

π

2n
, n→ +∞.

Íî, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê +∞ åñëè m→ +∞, n→ +∞ è

m
n2 → +∞, ïîñëåäíåå âåðíî, íàïðèìåð,

ïðè m = n3
, n→ +∞.
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R

H

H/m

R

H/m

A

B
C

D

E

O

�èñ. 9.22: Ñàïîã Øâàðöà. �èñ. 9.23: Ôðàãìåíò.

Îïðåäåëåíèå 9.3.1. S � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, åñëè x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) îòîáðàæåíèå
êâàäðèðóåìîãî ìíîæåñòâà D íà S, ïðè÷¼ì âûïîëíåíû ñâîéñòâà:

1. x(u, v), y(u, v), z(u, v) ∈ C1(D);

2. ~r′u × ~r′v 6= ~0, ∀(u, v) ∈ D, ~r = (x, y, z).

O

x

z

y

O

x

z

y

�èñ. 9.24: �èñ. 9.25:

Îïðåäåëåíèå 9.3.2. �àññìîòðèì ïîâåõíîñòü S, ïîëó÷åííóþ x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) îòîáðàæå-
íèåì êâàäðèðóåìîãî ìíîæåñòâàD. Â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (u, v) ââåä¼ì ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå ïî êàæäîé
èç îñè Ou, Ov. Îáðàçàìè äàííîãî ðàçáèåíèÿ áóäóò êðèâûå íà ïîâåðõíîñòè S (ñì. ðèñ. 9.24). Òàêèì îáðàçîì

ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå ïîâåðõíîñòè S íà êóñî÷êè Sk. Òåïåðü â êàæäîé ïîâåðõíîñòè Sk âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ

òî÷êó è âîññòàíîâèì êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü â ýòîé òî÷êå (ñì. ðèñ. 9.25).

È òàê ïðîäåëàåì ñ êàæäûì ýëåìåíòîì ïîâåðõíîñòè Sk (ñì. ðèñ. 9.26). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì "÷åøóé-

÷àòîå"ìíîæåñòâî (ñì. ðèñ. 9.27) èç êîòîðîãî ìû âûêèíåì âñå íåîãðàíè÷åííûå ïëîñêîñòè, òàêèå ìîãóò áûòü

òîëüêî â Sk ñîäåðæàùèå êðàåâûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè (ò.å. ïîëó÷åííûõ èç îáðàç ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæå-

ñòâà D). Íî â ñèëó êâàäðèðóåìîñòè ìíîæåñòâà D âñåìè ðàçáèåíèÿìè èìåþùèìè ãðàíè÷íûå òî÷êè ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí ïðåäåë

lim
h→0

∑

k:∆k⊂D
σk,

òî áóäåì íàçûâàòü åãî ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè S. Çäåñü çà σk îáîçíà÷åíà ïëîùàäü ñîîòâåòñâóþùåãî êóñêà
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â íàøåì "÷åøóé÷àòîì"ìíîæåñòâå. Ïîñêîëüêó ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé,
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òî êàæäûé îñòàâøèéñÿ σk � ÷åòûð¼õóãîëüíèê, à åãî ïëîùàäü íàì óæå èçâåñòíà. Îáîçíà÷àòü ïëîùàäü

ïîâåðõíîñòè áóäåì ñëåäóþùåì îáðàçîì:

∫∫
S dS.

O

x

z

y

O

x

z

y

�èñ. 9.26: �èñ. 9.27:

Òåîðåìà 9.3.1. Ïóñòü

1. D ⊂ R2
� êâàäðèðóåìîå ìíîæåñòâî, S ⊂ R3

� ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü.

2. F : D 7→ S âçàèìíîîäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå (ò.å. F = (x, y, z) è
x(u, v), y(u, v), z(u, v) ∈ C1(D)).

Òîãäà ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè S ðàâíà

S =

∫∫

S

dS =

∫∫

D

√
E · F −G2 dudv,

ãäå

E = (~r′u, ~r
′
u), F = (~r′v, ~r

′
v), G = (~r′u, ~r

′
v),

~r = (x, y, z), ~r′u = (x′u, y
′
u, z

′
u), ~r′v = (x′v, y

′
v, z

′
v).

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü åù¼ ïî îäíîé �îðìóëå:

S =

∫∫

S

dS =

∫∫

D

√
A2 +B2 + C2 dudv,

ãäå

(A,B,C) = ~r′u × ~r′v =

(
D(y, z)

D(u, v)
;
D(z, x)

D(u, v)
;
D(x, y)

D(u, v)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì çäåñü îñíîâíóþ èäåþ äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü x(u, v), y(u, v), z(u, v) ∈ C1(D) îòîá-
ðàæåíèå êâàäðèðóåìîãî ìíîæåñòâà D íà S. Òîãäà

~r(u, vk) = ~r(uk, vk) + ~r′u(uk, vk)h+ o(h),

~r(uk, v) = ~r(uk, vk) + ~r′v(uk, vk)h+ o(h).

Âåêòîðà ~r′u(uk, vk), ~r
′
v(uk, vk) ëåæàò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Îòêóäà

σk ≈ |~r′u × ~r′v||(uk,vk)h
2 = |~r′u × ~r′v|µ(∆k).

Òàêèì îáðàçîì

lim
h→0

∑

k:∆k⊂D
σk =

∫∫

D

|~r′u × ~r′v|dudv =

∫∫

S

dS.
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Âûïèøåì �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü ~r′u = (x′u, y
′
u, z

′
u), ~r

′
v = (x′v, y

′
v, z

′
v). Ïî-

ëîæèì E = (~r′u, ~r
′
u), F = (~r′v, ~r

′
v), G = (~r′u, ~r

′
v). Òîãäà

|~r′u × ~r′v| = |~r′u||~r′v| sinα = |~r′u||~r′v|
√
1− cos2 α =

√
(~r′u, ~r

′
u)(~r

′
v , ~r

′
v)− (~r′u, ~r

′
v)

2 =
√
E · F −G2.

Íàéä¼ì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

~r′u × ~r′v =

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3
x′u y′u z′u
x′v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣
=

(
D(y, z)

D(u, v)
;
D(z, x)

D(u, v)
;
D(x, y)

D(u, v)

)
= (A,B,C).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò �óíêöèè A(u, v), B(u, v), C(u, v). Ñëåäîâàòåëüíî

dS =
√
A2 +B2 + C2dudv.

Ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó, èçâåñòíîìó êàê òîæäåñòâî Ëàãðàíæà

A2 +B2 + C2 = EF −G2.

Ïîâåðõíîñòü çàäàííàÿ â ÿâíîì âèäå

�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïîâåðõíîñòü çàäàííà â ÿâíîì âèäå: z = f(x, y). Òîãäà ~r = (x, y, f(x, y)) è

~rx
′ = (1, 0, f ′

x), ~ry
′ = (0, 1, f ′

y).

Îòêóäà

E = (~rx
′, ~rx

′) = 1 + (f ′
x)

2, F = (~ry
′, ~ry

′) = 1 + (f ′
y)

2, G = (~r′x, ~r
′
y) = f ′

xf
′
y.

dS =
√
1 + (f ′

x)
2 + (f ′

y)
2dxdy

Ï ð è ì å ð 9.3.1. Íàéä¼ì ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñ�åðû. Ïðèâåä¼ì äâà ðåøåíèÿ. Îäíî â ïàðàìåòðè÷åñêîì

âèäå, à äðóãîå ðàññìàòðèâàÿ ïîâåðõíîñòü êàê çàäàííóþ â ÿâíîì âèäå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñ�åðó ñ ðàäèóñîì

R.

1. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ñ�åðû èìååò âèä: 



x = R cosϕ cosψ,

y = R sinϕ cosψ,

z = R sinψ,

ãäå |ϕ| 6 π, |ψ| 6 π/2. Âûïèøåì �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü ~r = (x, y, z).
Òîãäà

~r′ϕ = R (− sinϕ cosψ, cosϕ cosψ, 0), ~r′ψ = R(− cosϕ sinψ,− sinϕ sinψ, cosψ),

E = (~r′ϕ, ~r
′
ϕ) = R2 cos2 ψ, F = (~r′ψ , ~r

′
ψ) = R2, G = (~r′ϕ, ~r

′
ψ) = 0.

Îêîí÷àòåëüíî,

S =

∫∫

S

dS =

∫ π

−π

∫ π/2

−π/2
R2 cosψ dϕdψ = 4πR2.

2. Íàéä¼ì ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âåðõíåé ÷àñòè ñ�åðû z =
√
R2 − x2 − y2 ñì. ðèñ. 9.36, à çàòåì ïðîñòî óäâîèì

ðåçóëüòàò.

dS =
√
1 + (z′x)

2 + (z′y)
2 dx dy =

√
1 +

(x
z

)2
+
(y
z

)2
dx dy =

R

z
dx dy.

Îòêóäà
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O

z

x

y

�èñ. 9.28: "Âåðõíÿÿ"÷àñòü ñ�åðû.

S =

∫∫

S

dS = R

∫∫
dx dy√

R2 − x2 − y2
= 4R

∫ π/2

0

dϕ

∫ R

0

r dr√
R2 − r2

=

= 2πR

∫ R

0

1

(R2 − r2)1/2
· d(R

2 − r2)

−2
= −2πR (R2 − r2)1/2

∣∣∣
R

0
= 2πR2.

Ñëåäîâàòåëüíî ïëîùàäü ñ�åðû ðàâíà 4πR2
.

Ï ð è ì å ð 9.3.2. Íàéä¼ì ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êîíóñà. Íàïîìíèì, ÷òî îáùåå óðàâíåíèå êîíóñà â êàíî-

íè÷åñêîì âèäå èìååò âèä:

x2

a2 + y2

b2 − z2

c2 = 0 (ñì. ðèñ. 9.29). Ïðèâåä¼ì äâà ðåøåíèÿ. Îäíî â ïàðàìåòðè÷åñêîì

âèäå, à äðóãîå ðàññìàòðèâàÿ ïîâåðõíîñòü êàê çàäàííóþ â ÿâíîì âèäå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîíóñ ñ âûñîòîé

H è ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ ðàâíûì R (ñì. ðèñ. 9.30). Äàííàÿ ïîâåðõíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, ò.ê. ~r′ϕ×~r′r = ~0 â
òî÷êå íà÷àëà êîîðäèíàò. Òåì íå ìåíåå, ïðèâåä¼ííàÿ âûøå â òåîðåìå 9.3.1, �îðìóëà áóäåò ñïðàâåäëèâà, áîëåå

òîãî ìîæíî ðàñïðàñòðàíèòü �îðìóëó â òåîðåìå 9.3.1 íà òàê íàçûâàåìûå êóñî÷íî-ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè.

1. Íàéä¼ì ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êîíóñà z = H
R

√
x2 + y2 ïðè z ∈ [0, H ].

dS =
√
1 + (z′x)

2 + (z′y)
2 dx dy =

√√√√1 +

(
Hx

R
√
x2 + y2

)2

+

(
Hy

R
√
x2 + y2

)2

dx dy =

√
1 +

H2

R2
dx dy.

Îòêóäà

O

y

z

x O

y

z

x

H

R

�èñ. 9.29: Îáùåå óð. êîíóñà.
�èñ. 9.30: Êîíóñ.
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S =

∫∫

S

dS =

√
1 +

H2

R2

∫∫

x2+y26R2

dx dy =

√
1 +

H2

R2
· πR2 = πRl,

ãäå l =
√
H2 +R2

� îáðàçóþùàÿ äàííîãî êîíóñà. Ñëåäîâàòåëüíî ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà

ðàâíà πRl.

2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ êîíóñà èìååò âèä: 



x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = r
RH,

ãäå |ϕ| 6 π, r ∈ [0;R]. Âûïèøåì �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü ~r = (x, y, z).
Òîãäà

~r′ϕ = r (− sinϕ, cosϕ, 0), ~r′r = (cosϕ, sinϕ,H/R),

E = (~r′ϕ, ~r
′
ϕ) = r2, F = (~r′r , ~r

′
r) = 1 +

H2

R2
, G = (~r′ϕ, ~r

′
r) = 0.

Îêîí÷àòåëüíî,

S =

∫∫

S

dS =

∫ π

−π

∫ R

0

r

R
·
√
1 +

H2

R2
dϕdr = πRl.

Îïðåäåëåíèå 9.3.3. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â R3
, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ

~ν : S → R3
, çàäàííàÿ â êàæäîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè S, òàêàÿ, ÷òî |~ν| = 1� åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè,

òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà îðèåíòàöèÿ íà ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 9.3.4. Åñëè çàäàíà ïîâåðõíîñòü S â R3
ñî ñâîåé îðèåíòàöèåé ~υ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîâåðõíîñòü

S îðèåíòèðîâàííà.

Ï ð è ì å ð 9.3.3 (Ïðèìåðû îðèåíòèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé). Ëþáàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü áóäåò îðèåíòè-

ðóåìîé, ïîñêîëüêó ìîæíî ïîëîæèòü ~ν =
~r′u×~r′v
|~r′u×~r′v|

. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæåò áûòü ñ�åðà, òîð (ñì. ðèñ. 9.31,

9.32) è ò.ä.

�èñ. 9.31: Òîð. �èñ. 9.32: Òîð.

Ï ð è ì å ð 9.3.4 (Ïðèìåðû íåîðèåíòèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé). Ëèñò Ìåáèóñà (ñì. ðèñ. 9.33-9.34).

Áóòûëêà Êëåéíà (ñì. ðèñ. 9.35).

Îïðåäåëåíèå 9.3.5. Ïóñòü S ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. Çàäàíà íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ F̃ (x, y, z) íà S, ò.å.
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�èñ. 9.33: Ëèñò Ì¼áèóñà. �èñ. 9.34: Ëèñò Ì¼áèóñà.

�èñ. 9.35: Áóòûëêà Êëåéíà.

F̃ (x, y, z) : S 7→ R1
. Ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì 1-ãî ðîäà íàçîâ¼ì:

∫∫

S

F̃ (x, y, z)dS =

∫∫

D

F̃ (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√
EF −G2 dudv.

Îïðåäåëåíèå 9.3.6. Ïóñòü S ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü (ñëåäîâàòåëüíî îðèåíòèðóåìàÿ) ñ åäèíè÷íûì âåê-

òîðîì íîðìàëè ~υ = (cosα, cos β, cos γ), ò.å. cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1. Íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ

~a = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)), çàäàíà íà S. Ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì 2-ãî ðîäà íàçîâ¼ì:

∫∫

S

~a d~S =

∫∫

S

~a~υ dS =

=

∫∫

S

P (x, y, z) dydz +Q(x, y, z) dzdx+R(x, y, z) dxdy =

∫∫
(P cosα+Q cosβ +R cos γ)dS.

Çäåñü êàê è ðàíåå

dS =
√
A2 +B2 + C2 dudv;

cosα =
A√

A2 +B2 + C2
; cosβ =

B√
A2 +B2 + C2

; cos γ =
C√

A2 +B2 + C2
.
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I =

∫∫

D

(PA+QB +RC) dudv =

∫∫

D

P (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
D(y, z)

D(u, v)
dudv+

+

∫∫

D

Q(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
D(z, x)

D(u, v)
dudv +

∫∫

D

R(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
D(x, y)

D(u, v)
dudv.

Ï ð è ì å ð 9.3.5. Äëÿ a > 0 âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

∫∫

S−

x2y3 dydz − x3y2 dzdx+ a dxdy,

ãäå S− ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ñ�åðû: x2 + y2 + z2 = R2
, z < 0, ãäå âåêòîð íîðìàëè îáðàçóåò òóïîé óãîë ñ îñüþ

Oz.

�åøåíèå. Íàéäåì âåêòîð íîðìàëè. Ïîñêîëüêó äëÿ íåÿâíî çàäàííîé �óíêöèè F (x, y, z) = 0 âåêòîð íîðìàëè

èìååò âèä ~ν = ± 1√
(F ′

x)
2+(F ′

y)
2+(F ′

z)
2
(F ′
x, F

′
y, F

′
z), òî â íàøåì ñëó÷àå

~ν = ±
( x
R
,
y

R
,
z

R

)
.

Ïîñêîëüêó óãîë γ ñ îñüþ Oz äîëæåí áûòü òóïîé, çíà÷èò è êîñèíóñ ñ îñüþ Oz äîëæåí áûòü îòðèöàòåëåí, ò.å.

O

z

x

y

S-

º R y R z R=( / , / , / )x

D-

�èñ. 9.36: "Íèæíÿÿ"÷àñòü ñ�åðû.

cos γ = ± z
R < 0, ýòî âîçìîæíî, êîãäà ìû âûáèðàåì çíàê +, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå z < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫∫

S−

x2y3 dydz − x3y2 dzdx+ a dxdy =

∫∫

S−

(
x2y3 cosα− x3y2 cosβ + a cos γ

)
dS− =

=

∫∫

S−

(
x2y3 · x

R
− x3y2 · y

R
+ a · z

R

)
dS− =

∫∫

S−

a · z
R
dS−.

Ïîñêîëüêó äëÿ ñ�åðû x2 + y2 + z2 = R2
âûïîëíåíî z′x = −x

z , z
′
y = − y

z , òî

dS− =
√
1 + (z′x)

2 + (z′y)
2 dxdy =

R

|z| dxdy = −R
z
dxdy.

Ïîñêîëüêó ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè S− íà ïëîñêîñòü Oxy ðàâíà D− = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 6 R2}, òî îêîí÷à-
òåëüíî ïîëó÷àåì:

∫∫

S−

x2y3 dydz − x3y2 dzdx+ a dxdy =

∫∫

S−

a · z
R
dS− = −

∫∫

x2+y26R2

a dxdy = −aπR2.
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Òåîðåìà 9.3.2 (Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû). Φ � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ

íà S, S � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ ïðè ïîìîùè êâàäðèðóåìîãî ìíîæåñòâà D ⊂ R2
. Çàäàäèì

ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå Dk ìíîæåñòâà D, D = ∪Nk=1Dk.
a

Îïðåäåëèì ïàðàìåòð ðàçáèåíèÿ

λ(P ) = max
k

(
sup

~x1,~x2∈Sk

|~x1 − ~x2|
)
.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî

σ1 =
∑

k:Dk⊂D
Φ(x(uk, vk), y(uk, vk), z(uk, vk))µ(Sk) →

∫∫

S

ΦdS, λ(P ) → 0;

σ2 =
∑

k:Dk⊂D
Φ(x(uk, vk), y(uk, vk), z(uk, vk)) cosα · µ(Sk) →

∫∫

S

Φ dydz;

σ3 =
∑

k:Dk⊂D
Φ(x(uk, vk), y(uk, vk), z(uk, vk)) cosβ · µ(Sk) →

∫∫

S

Φ dzdx;

σ4 =
∑

k:Dk⊂D
Φ(x(uk, vk), y(uk, vk), z(uk, vk)) cos γ · µ(Sk) →

∫∫

S

Φ dxdy.

a

Êàê è ðàíåå ïîä µ(Sk) ïîíèìàåì
∫∫

Sk
dS =

∫∫

Dk

√
EF −G2 dudv.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Φ(x, y, z) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, S � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, à D � êâàäðèðó-

åìîå ìíîæåñòâî, òî ñïðàâåäëèâî

∣∣∣∣∣∣

∫∫

S

ΦdS −
∑

k

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

k:Dk⊂D

∫∫

Sk

ΦdS −
∑

k

Φ(x(uk, vk), y(uk, vk), z(uk, vk))µ(Sk) + o(1)

∣∣∣∣∣∣
.

Èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè Φ(x, y, z) íà êîìïàêòå Sk, âûòåêàåò å¼ ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü íà Sk. Òàêèì
îáðàçîì äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè µ(Sk) < δ, òî |Φ(x, y, z) − Φ(ξk, ηk, ζk)| 6 ε äëÿ
(ξk, ηk, ζk) ∈ Sk è ëþáîãî (x, y, z) ∈ Sk, ò.å. ñïðàâåäëèâà ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà

Φ(x, y, z) = Φ(ξk, ηk, ζk) + o(1), ∀(x, y, z) ∈ Sk, µ(Sk) → 0.

Îòêóäà

∣∣∣∣∣∣

∫∫

S

ΦdS −
∑

k

∣∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣
∑

k

(Φ(ξk, ηk, ζk)− Φ(x(uk, vk), y(uk, vk), z(uk, vk)))µ(Sk)

∣∣∣∣∣+ o(1) 6

6
∑

ω(Φ, Sk)µ(Sk) + o(1) 6 ω(Φ, λ(P ))µ(S) + o(1) → 0, λ(P ) → 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â âèäó òîãî, ÷òî �óíêöèÿ Φ � íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå, à ñëåäîâàòåëüíî

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ∪k:Dk⊂DDk è èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ

ω(Φ, λ(P )) = sup
~x1,~x2∈S; |~x1−~x2|6λ(P )

|Φ(~x1)− Φ(~x2)|,

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ìîæíî ëè îïðåäåëÿòü ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êàê ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïëîùàäåé ìíîãîãðàííèêîâ, äèàìåòð ðàç-

áèåíèÿ êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ òàê.
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Óïðàæíåíèÿ ê 9.3

Óïðàæíåíèå 9.3.1. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè S:

(a) S : 6x+ 3y + 2z = 12, çàêëþ÷åííîé â ïåðâîé îêòàíòå;

(b) S : z = (x− a)2 + (y − b)2, çàêëþ÷åííîé âíóòðè öèëèíäðà (x− a)2 + (y − b)2 = R2;

Óïðàæíåíèå 9.3.2. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè S, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè:

(a) òîð S : ~r = ((b+ a cosψ) cosϕ, (b+ a cosψ) sinϕ, a sinψ), ϕ, ψ ∈ [0, 2π);

(b) ãåëèêîèä S : ~r = (r cosψ, r sinψ,hψ), r ∈ [0; a], ψ ∈ (0; 2π);

Óïðàæíåíèå 9.3.3. Âû÷èñëèòå ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà, äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ïîâåðõíîñòè

S:

(a)

∫∫

S

dS
√

x2 + y2 + z2
S : ~r = (a cosu, a sin u, v), u ∈ [0, 2π), 0 6 v 6 H ;

(b)

∫∫

S

√

1 + x2 + y2 dS S : ~r = (u cos v, u sin v, v), u ∈ [0; 2], v ∈ [0, π].

Óïðàæíåíèå 9.3.4. Ïóñòü S = {(x, y, z) : z = f(x, y), (x, y) ∈ D ⊆ R2}, ãäå D � êâàäðèðóåìîå ìíîæåñòâî â R2
.

Ïðè÷¼ì f ∈ C1(D) è (f ′
x)

2 + (f ′
y)

2 = C > 0, ãäå C � êîíñòàíòà. Âûðàçèòå ïëîùàäü S ÷åðåç ïëîùàäü D.

Îòâåòû: 9.3.1 (a) 14; (b) π
6

(

(1 + 4R2)3/2 − 1
)

. 9.3.2 (a) 4abπ2
; (b) π

(

a
√
a2 + h2 + h2 ln

a+
√

a2+h2

|h|

)

. 9.3.3 (a)

2πa · ln
(

H+
√

a2+H2

a

)

; (b) 14π/3. 9.3.4
√
1 + C · µ(D).

9.4 Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë.

Îïðåäåëåíèå 9.4.1. Êðèâàÿ ℓ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè x, y, z ∈ C1[a; b] è (x′t)
2 + (y′t)

2 + (z′t)
2 6= 0 äëÿ

ëþáîãî t ∈ [a; b].

Îïðåäåëåíèå 9.4.2 (Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà). Ïóñòü ℓ � ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ. Òîãäà åñëè

ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí èíòåãðàë

∫

AB

Φ(x, y, z)dℓ =

L∫

0

Φ(x(ℓ), y(ℓ), z(ℓ))dℓ,

òî ãîâîðèì, ÷òî �óíêöèÿ Φ(x, y, z) èíòåãðèðóåìà ïî êðèâîé ℓ. À èíòåãðàë âèäà

∫
AB

Φ(x, y, z)dℓ íàçûâàåòñÿ

êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà.

Òåîðåìà 9.4.1 (Ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà). Ïóñòü ℓ � ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ. Ôóíê-

öèÿ Φ(x, y, z) èíòåãðèðóåìà ïî êðèâîé ℓ. Òîãäà

1.

∫
AB

Φdℓ =
∫
BA

Φdℓ.
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2. Ïóñòü ℓ � ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Òîãäà

∫

AB

Φ dℓ =

L∫

0

Φ(x(ℓ), y(ℓ), z(ℓ))
√

(x′t)2 + (y′t)2 + (z′t)2 dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííîãî ℓ = L− σ è çàìåòèâ, ÷òî dℓ = −dσ, ïîëó÷èì

∫

AB

Φdℓ =

L∫

0

Φ(x(ℓ), y(ℓ), z(ℓ))dℓ = −
0∫

L

Φ(x(L − σ), y(L− σ), z(L− σ))dσ =

=

L∫

0

Φ(x(L − σ), y(L − σ), z(L− σ))dσ =

∫

BA

Φdℓ.

2) Äàííûé ïóíêò áûë äîêàçàí â òåîðåìå 5.13.5.

Îïðåäåëåíèå 9.4.3 (Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà). Ïóñòü ℓ � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ~τ � åäèíè÷íûé

âåêòîð êàñàòåëüíîé ê êðèâîé. Çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå ~a : R3 7→ R3
, ~a = (P,Q,R), ãäå P, Q, R, : R3 7→ R1

.

Òîãäà ∫

AB

~ad~r =

∫

AB

Pdx+Qdy +Rdz =

∫

AB

(P cosα+Q cosβ +R cos γ)dℓ,

ãäå ~τ = (cosα, cosβ, cos γ) � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ãëàäêîé êðèâîé ℓ.

Åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ãëàäêîé êðèâîé ℓ ìîæíî íàéòè ïî �îðìóëå

(cosα, cosβ, cos γ) =

(
x′t√

(x′t)
2 + (y′t)

2 + (z′t)
2
,

y′t√
(x′t)

2 + (y′t)
2 + (z′t)

2
,

z′t√
(x′t)

2 + (y′t)
2 + (z′t)

2

)
.

Òåîðåìà 9.4.2 (Ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà). Ïóñòü ℓ � ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Ôóíêöèÿ

~a~τ èíòåãðèðóåìà ïî êðèâîé ℓ. Òîãäà

1.

∫
AB

~ad~r = −
∫
BA

~ad~r.

2. Ïóñòü ℓ � ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Òîãäà

∫
−→a d~r =

L∫

0

(Px′t +Qy′t +Rz′t)dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî ââèäó òîãî, ÷òî âåêòîð êàñàòåëüíîé ìåíÿåò ñâîé íàïðàâëåíèå.

Âòîðîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ dℓ =
√
(x′t)

2 + (y′t)
2 + (z′t)

2 dt, äîêàçàííîãî â òåîðåìå 5.13.5 è

ÿâíîãî âèäà åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ~τ = (cosα, cosβ, cos γ).

Òåîðåìà 9.4.3 (Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû). Ïóñòü ℓ � ãëàäêàÿ êðèâàÿ,
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ℓ = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a; b]. Ôóíêöèÿ Φ ∈ C(ℓ). Òîãäà

σ1 =

n∑

k=1

Φ(x(ξk), y(ξk), z(ξk))∆ℓk
max(∆ℓk)→0−→

∫

AB

Φdℓ;

σ2 =

n∑

k=1

Φ(x(ξk), y(ξk), z(ξk))x
′
t(ξk)∆tk →

∫

AB

Φcosαdℓ,

çäåñü a = t0 < t1 < · · · < tn = b, ξk ∈ [tk−1; tk].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 9.3.2. Äëÿ ðàçíîîá-

ðàçèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâîé òåîðåìîé î ñðåäíåì. Ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâî

tk∫

tk−1

Φ dℓ =

tk∫

tk−1

Φ
√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 dt =

= Φ(ηk, θk, ζk)

tk∫

tk−1

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 dt = Φ(ηk, θk, ζk)∆ℓk,

ãäå (ηk, θk, ζk) = (x(ck), y(ck), z(ck)), ck ∈ [tk−1; tk].
Äîêàæåì äëÿ σ1 :

∣∣∣∣∣∣

∫

AB

Φdℓ−
n∑

k=1

Φ(x(ξk), y(ξk), z(ξk)∆ℓk

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

n∑

k=1

tk∫

tk−1

Φdℓ − Φ(x(ξk), y(ξk), z(ξk))∆ℓk

∣∣∣∣∣∣∣
6

6

n∑

k=1

|Φ(ηk, θk, ζk)− Φ(x(ξk), y(ξk), z(ξk))|∆ℓk 6

n∑

k=1

ω(Φ,∆ℓk)∆ℓk 6 ω(Φ, λ(P ))
∑

∆ℓk → 0.

Ïîñëåäíåå ïåðåõîä âîçìîæåí â ñèëó òîãî, ÷òî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ Φ ðàññìàòðèâàåòñÿ íà êîìïàêòå ℓ. Ìû

èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ

λ(P ) = max
k

sup
~x1,~x2∈ℓk

|~x1 − ~x2|, ω(Φ, λ(P )) = sup
~x1,~x2∈ℓ; |~x1−~x2|6λ(P )

|Φ(~x1)− Φ(~x2)|.

Ï ð è ì å ð 9.4.1. Íàéäèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà

∫

L

z dl√
3− (x+ y)2

,

êîíòóð L ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ïîâåðõíîñòåé x2 + y2 = 1 è x+ y + z = 1.

�åøåíèå. Íàéä¼ì ïàðàìåòðèçàöèþ êîíòóðà:

x(ϕ) = cosϕ, y(ϕ) = sinϕ, z(ϕ) = 1− cosϕ− sinϕ, ϕ ∈ [0; 2π].

Ïîñêîëüêó

dl =
√
(x′ϕ)2 + (y′ϕ)2 + (z′ϕ)2 dϕ =

√
(sinϕ)2 + (cosϕ)2 + (sinϕ− cosϕ)2 dϕ =

√
2− sin 2ϕdϕ,

òî

∫

L

z dl√
3− (x + y)2

=

∫

L

(1− cosϕ− sinϕ) dl√
3− (sinϕ+ cosϕ)2

=

=

∫ 2π

0

(1− cosϕ− sinϕ)
√
2− sin 2ϕdϕ√

2− sin 2ϕ
=

∫ 2π

0

(1− cosϕ− sinϕ) dϕ =

∫ 2π

0

1 dϕ = 2π.
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1

x

y

z

1
1

�èñ. 9.37:

9.5 Ôîðìóëà �ðèíà.

Îïðåäåëåíèå 9.5.1. Íàçîâ¼ì Ω � êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèåé ïî îòíîøåíèþ ê îñè Ox, åñëè ñóùåñòâóþò

íà [a, b] �óíêöèè ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ C1[a, b] òàêèå, ÷òî

Ω = {(x, y) ∈ R2 : a 6 x 6 b, ϕ1(x) 6 y 6 ϕ2(x)}.

Çàìåòèì, ÷òî ñòîðîíû äàííîé "òðàïåöèè"ïàðàëëåëüíûå îñè Oy ìîãóò âûðîæäàòüñÿ â òî÷êó.

O

x

y
y Á= 2( )x

a by Á= 1( )x

O x

y

x Ã y= 2( )

d

c

x Ã y= 1( )

�èñ. 9.38: Êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ ïî îòíîøå-

íèþ ê îñè Ox
�èñ. 9.39: Êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ ïî îòíîøå-

íèþ ê îñè Oy

Îïðåäåëåíèå 9.5.2. Íàçîâ¼ì Ω � êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèåé ïî îòíîøåíèþ ê îñè Oy, åñëè ñóùåñòâóþò

íà [c; d] �óíêöèè ψ1(y), ψ2(y) ∈ C1[c, d] òàêèå, ÷òî

Ω = {(x, y) ∈ R2 : c 6 y 6 d, ψ1(y) 6 x 6 ψ2(y)}.

Ëåììà 59. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

1. Ω � êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ ïî îòíîøåíèþ ê îñè Ox;

2. P, P ′
y ∈ C(Ω);

3. â êðèâîëèíåéíîì èíòåãðàëå îáõîä ãðàíèöû çàäàí òàê, ÷òîáû îáëàñòü îñòàâàëàñü ñëåâà,
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ñïðàâåäëèâî: ∫

∂Ω

Pdx = −
∫∫

Ω

P ′
y dxdy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòîðîíû ïî òåîðåìå Ôóáèíè

∫∫

Ω

P ′
ydxdy =

b∫

a

dx

ϕ2(x)∫

ϕ1(x)

P ′
ydy =

b∫

a

(P (x, ϕ2(x)) − P (x, ϕ1(x)))dx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èíòåãðàë ïî ãðàíèöå ∂Ω ðàâåí

∫

∂Ω

Pdx =

∫

1

+

∫

2

+

∫

3

+

∫

4

=

b∫

a

P (x, ϕ1(x))dx +

a∫

b

P (x, ϕ2(x))dx =

b∫

a

P (x, ϕ1(x))dx −
b∫

a

P (x, ϕ2(x))dx.

Ëåììà 60. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

1. Ω � êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ ïî îòíîøåíèþ ê îñè Oy;

2. Q, Q′
x ∈ C(Ω);

3. â êðèâîëèíåéíîì èíòåãðàëå îáõîä ãðàíèöû çàäàí òàê, ÷òîáû îáëàñòü îñòàâàëàñü ñëåâà,

ñïðàâåäëèâî: ∫

∂Ω

Q(x, y) dy =

∫∫

Ω

Q′
x(x, y) dxdy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Îïðåäåëåíèå 9.5.3. Ìíîæåñòâî Ω ⊂ R2
� ïðîñòîå, åñëè ïðåäñòàâèìî â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ

êðèâîëèíåéíûõ òðàïåöèé êàê ïî îòíîøåíèþ ê îñè Ox è òàê è ïî îòíîøåíèþ ê îñè Oy.

Òåîðåìà 9.5.1 (Ôîðìóëà �ðèíà). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

1. Ω � ïðîñòîå ìíîæåñòâî èç R2
.

2. P , P ′
y, Q, Q

′
x ∈ C1(Ω).

3. â êðèâîëèíåéíîì èíòåãðàëå îáõîä ãðàíèöû çàäàí òàê, ÷òîáû îáëàñòü îñòàâàëàñü ñëåâà,

ñïðàâåäëèâî: ∫

∂Ω

Pdx+Qdy =

∫∫

Ω

(
Q′
x − P ′

y

)
dxdy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Ω ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî êðèâîëèíåéíûõ òðàïåöèé ïî Ox, òî ïðåä-
ñòàâèì

Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ · · · ∪ Ωn,
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ãäå Ωk, k = 1, . . . n êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ ïî îñè Ox. Òîãäà ïî äâóì ïðåäûäóùèì ëåììàì ïîëó÷àåì:

∫
∂Ω1

Pdx = −
∫∫
Ω1

P ′
ydxdy

+ ∫
∂Ω2

Pdx = −
∫∫
Ω2

P ′
ydxdy

+ . . .

∫
∂Ωn

Pdx = −
∫∫
Ωn

P ′
ydxdy

∫
∂Ω1∪∂Ω2∪···∪∂Ωn

Pdx = −
∫∫
Ω

P ′
y dxdy

Íà ãðàíèöàõ ïðèëåãàþùèõ ó÷àñòêîâ ðàçáèåíèÿ èíòåãðàë áåðåòñÿ 2 ðàçà, íî â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ (ñì.

ðèñ. (9.40)). Ïîýòîìó ãðàíè÷íûå êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû, îáùèå äëÿ êàêèõ-ëèáî äâóõ êðèâîëèíåéíûõ

òðàïåöèé, ñîêðàòÿòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî

O x

y

�èñ. 9.40:

∫

∂Ω

Pdx = −
∫∫

Ω

P ′
y dxdy.

Àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì äëÿ Q: ∫

∂Ω

Qdy =

∫∫

Ω

Q′
x dxdy.

Ñëåäñòâèå 9.5.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.5.1 ïëîùàäü ïðîñòîãî ìíîæåñòâà Ω ìîæíî âû÷èñëèòü

S(Ω) =

∫

∂Ω

x dy = −
∫

∂Ω

y dx =
1

2

∫

∂Ω

x dy − y dx =
1

2

∫

∂Ω

x2 d
(y
x

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî â �îðìóëó �ðèíà ïîî÷åðåäè ïîëîæèòü ñíà÷àëà P = 0, Q = x è ïîëó÷èì

ïåðâîå ðàâåíñòâî, çàòåì ïîëàãàÿ P = −y, Q = 0 ïîëó÷àåì âòîðîå ðàâåíñòâî, à òðåòüå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåì

ïðè ïîìîùè P = −y/2, Q = x/2. ×åòâ¼ðòîå ðàâåíñòâî ñëåäñòâèå òðåòüåãî.

Ï ð è ì å ð 9.5.1. Íàéòè ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà

x2

a2 + y2

b2 = 1. Âåðîÿòíî, âñå
óçíàëè, ÷òî äàííàÿ êðèâàÿ ýòî � ýëëèïñ.
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Ââåä¼ì ïàðàìåòðèçàöèþ ãðàíèöû {
x = a cosϕ,

y = b sinϕ.

Ñëåäîâàòåëüíî ïëîùàäü �èãóðû, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì ðàâíà:

S(Ω) =
1

2

∫

∂ Ω

x dy − y dx =
ab

2

2π∫

0

(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) dϕ = πab.

Îïðåäåëåíèå 9.5.4. Ïîëå ~a = (P,Q) � ïîòåíöèàëüíî â D, åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ U = U(x, y) òàêàÿ,
÷òî ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå U ′

x, U
′
y íà ìíîæåñòâå D è áîëåå òîãî

U ′
x(x, y) = P (x, y), U ′

y(x, y) = Q(x, y), ∀(x, y) ∈ D.

Îïðåäåëåíèå 9.5.5. Ìíîæåñòâî D íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíûì, åñëè ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êîíòóð èç

ìíîæåñòâà D îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî öåëèêîì ëåæàùèå â ýòîì æå ìíîæåñòâå D. Äðóãèìè ñëîâàìè: Ìíî-

æåñòâî D íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíûì, åñëè ëþáîé çàìêíóòûé êîíòóð, ïðèíàäëåæàùèé îáëàñòè, ìîæíî íåïðå-

ðûâíûì îáðàçîì ñòÿíóòü â òî÷êó, íå ïîêèäàÿ ïðåäåëîâ îáëàñòè.

Íà ðèñóíêàõ 9.38, 9.39 � îäíîñâÿçíûå ìíîæåñòâà. Íà ðèñóíêå 9.40 � íåîäíîñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

Ï ð è ì å ð 9.5.2. �àññìîòðèì äâà êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëà

I1(Γp) =

∫

Γp

y dx− x dy; I2(Γp) =

∫

Γp

y dx+ x dy,

ãäå Γp êðèâàÿ y = xp, (p > 0), ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè A(0, 0) è B(1, 1), êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ìû ñ÷èòàåò îò

òî÷êè A ê B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì îáà èíòåãðàëà è ïîêàæåì, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë çàâèñèò îò êðèâîé Γp, à âòîðîé
íåò. Äåéñòâèòåëüíî,

I1 =

∫ 1

0

(xp − p xp) dx = (1− p)
xp+1

p+ 1

∣∣∣∣
1

0

=
1− p

1 + p
;

I2 =

∫ 1

0

(xp + p xp) dx = (1 + p)
xp+1

p+ 1

∣∣∣∣
1

0

= 1.

Òî, ÷òî âòîðîé èíòåãðàë â íàøåì ïðèìåðå íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèå îêàçûâàåòñÿ íå ñëó÷àéíîå.

Òåîðåìà íèæå ïîêàçûâàåò, ïî÷åìó òàê ïðîèñõîäèò.

Òåîðåìà 9.5.2 (Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ). Ïóñòü P ,
Q, P ′

y, Q
′
x ∈ C(D̄), D � ïðîñòîå îäíîñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà (óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû):

1.

∮
C

Pdx + Qdy = 0 (∀ çàìêíóòîãî êîíòóðà, öåëèêîì ëåæàùåãî â D è îãðàíè÷èâàþùåãî ïðîñòóþ îá-

ëàñòü).

2.

∫
A1A2

Pdx +Qdy =
∫

A1A2

∗
Pdx+Qdy. (èíòåãðàë íå çàâèñèò îò êðèâîé ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èíòå-

ãðèðîâàíèå).

3. ïîëå ~a = (P,Q) - ïîòåíöèàëüíî â D.

4. P ′
y = Q′

x â D.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1.⇒ 2. ∫

L1∪−L2

Pdx+Qdy = 0

||
∫

L1

−
∫

L2

= 0

2.⇒ 3. Îïðåäåëèì �óíêöèþ

U(x, y) =

x,y∫

x0,y0

Pdx+Qdy,

ãäå (x0, y0) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà D, ãäå èíòåãðèðîâàíèå îò (x0, y0) äî (x, y) âåäåòñÿ ïî ïðî-
èçâîëüíîìó ñïðÿìëÿåìîìó êîíòóðó, ëåæàùåìó âD. Äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ïîñêîëüêó èíòåãðàë
íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. �àññìîòðèì ðàçíîñòü

U(x+ h, y)− U(x, y) =

(x+h,y)∫

(x,y)

ω =

x+h∫

x

P (t, y)dt = P (x+ θxh, y)h,

ãäå (ω = Pdx+Qdy), θx ∈ [0; 1].Òîãäà

U ′
x(x, y) = lim

h→0

U(x+ h, y)− U(x, y)

h
= P (x, y).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì U ′
y(x, y) = Q(x, y).

3.⇒ 4. Èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé P ′
y, Q

′
x âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ U ′′

xy, U
′′
yx, à

ñëåäîâàòåëüíî ðàâåíñòâî U ′′
xy = U ′′

yx.

4.⇒ 1. Èç �îðìóëû �ðèíà âûòåêàåò ∮

C

ω =

∫∫

D∗

(Q′
x − P ′

y)dxdy = 0,

ãäå D∗ ⊂ D, C = ∂D∗
.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóéòå òåîðåìó �ðèíà.

2. Êàê âû÷èñëèòü ïëîùàäü �èãóðû ïî çàäàííîé ïàðàìåòðèçàöèè?

3. Ïðèâåñòè óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Óïðàæíåíèÿ ê 9.5

Óïðàæíåíèå 9.5.1. Íàéäèòå ïëîùàäü (êàðäèîèäû), îãðàíè÷åííóþ êðèâîé x = a cos t ·(1+cos t), y = a sin t ·(1+cos t).

Óïðàæíåíèå 9.5.2. Íàéäèòå ïëîùàäü ïåòëè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé

(a) x = t2 − 1, y = t3 − t; (b) x =
3t

1 + t3
, y =

3t2

1 + t3
; (c) (

√
x+

√
y)12 = xy.

Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó �ðèíà, âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïî çàìêíóòîé êðèâîé, ïðîáåãàåìîé òàê, ÷òî å¼

âíóòðåííîñòü îñòà¼òñÿ ñëåâà.
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Óïðàæíåíèå 9.5.3. ∫

G

xdy + ydx

x2 + y2
,

ãäå G � îêðóæíîñòü x2 + y2 = R2
.

Óïðàæíåíèå 9.5.4. ∫

G

√

x2 + y2dx+ y(xy + ln(x+
√

x2 + y2))dy,

ãäå G � îêðóæíîñòü x2 + y2 = R2
.

Óïðàæíåíèå 9.5.5. ∫

G

(x+ y)2dx− (x− y)2dy,

ãäå G � ãðàíèöà îáëàñòè, îãðàíè÷åííàÿ îòðåçêîì AB, A(1; 1), B(2; 6) è äóãîé ïàðàáîëû y = ax2 + bx+ c, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êè A, B, C(0; 0).

Óïðàæíåíèå 9.5.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫

G

ex−y (((x+ y) cosx+ (1 + x+ y) sin x) dx+ (1− x− y) sin x dy) ,

ãäå G � äóãà ãèïåðáîëû y = ax+b
cx+d

îò òî÷êè A ê B, åñëè ãèïåðáîëà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A(2; 3), B(3; 2), C(0;−1).

Óïðàæíåíèå 9.5.7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫

G

ex+y ((x− y + 1) cos y dx+ ((y − x) sin y + (x− y − 1) cos y) dy) ,

ãäå G � äóãà ãèïåðáîëû y = ax+b
cx+d

îò òî÷êè A ê B, åñëè ãèïåðáîëà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A(1; 0), B(0;−1), C(2; 1/3).

Óïðàæíåíèå 9.5.8. Êàêîìó óñëîâèþ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ F (x, y), ÷òîáû êðèâîëè-

íåéíûé èíòåãðàë

∫

AB

F (x, y)

(
dx

x
+
dy

y

)

,

íå çàâèñèë îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ AB äëÿ ïóòåé íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò?

Óïðàæíåíèå 9.5.9. Íàéòè ïîòåíöèàë U(x, y), åñëè

dU =
2x(1− ey)

(1 + x2)2
dx+

(
ey

1 + x2
+ 1

)

dy.

Îòâåòû: 9.5.1 3πa2/2. 9.5.2 (a) 8/15. (b) 3/2. () 1/30. Óêàçàíèå: äîêàæèòå, ÷òî ïåòëÿ îáðàçóåòñÿ ïðè èçìåíåíèå

ïàðàìåòðà t îò −1 äî 1. 9.5.3 0. 9.5.4 πR4/4. 9.5.3 −2. 9.5.6 Óêàçàíèå: âîññòàíîâèòü ïîòåíöèàë U = ex−y(x+ y) sin x.

9.5.7 −2. Óêàçàíèå: âîññòàíîâèòü ïîòåíöèàë U(x, y) = ex+y(x− y) cos y. 9.5.8 xF ′
x = yF ′

y. 9.5.9 U = ey−1
1+x2 + y + C.

9.6 Ôîðìóëà �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.

Îïðåäåëåíèå 9.6.1. Ìíîæåñòâî D ∈ R3
áóäåì íàçûâàòü êðèâîëèíåéíûì öèëèíäðîì ïî îòíîøåíèþ ê îñè

Oz, åñëè
D = Dz = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ Ω, z1(x, y) 6 z 6 z2(x, y)}.

Ïðè÷¼ì �óíêöèè z1(x, y), z2(x, y) òàêîâû, ÷òî îãðàíè÷èâàþò ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè S1, S2 è Ω � ïðîñòàÿ

îáëàñòü â R2
. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûé öèëèíäð ïî Oy è Ox.

Îïðåäåëåíèå 9.6.2. D ∈ R3
� ïðîñòîå ìíîæåñòâî, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå êîíå÷íîãî ÷èñëà îáúåäè-

íåíèé êðèâîëèíåéíûõ öèëèíäðîâ êàê ïî îòíîøåíèþ ê îñè Oz (D = D1
z ∪ · · · ∪Dn

z ), òàê è ïî îòíîøåíèþ ê

îñÿì Ox è Oy.
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Òåîðåìà 9.6.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

1. D � ïðîñòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîæåñòâî â R3
, îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ S.

2. P,Q,R, P ′
x, Q

′
y, R

′
z ∈ C(D).

3. ~n - âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè,

ñïðàâåäëèâî: ∫∫

S

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy =

∫∫∫

D

(P ′
x +Q′

y +R′
z)dxdydz.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

∫∫∫

Dz

R′
zdxdydz =

∫∫

Ω

dxdy

z2∫

z1

R′
zdz =

∫∫

Ω

R(x, y, z2)−R(x, y, z1)dxdy,

ãäå D = Dz êðèâîëèíåéíûé öèëèíäð ïî îòíîøåíèþ ê îñè Oz.

O

y

x

z

z= ( , )z x y2

z= ( , )z x y1

S2

S1

Sбок

�èñ. 9.41: Ìíîæåñòâî Dz

∫∫

S1∪S2∪S
áîê

Rdxdy =

∫∫

S1∪S2∪S
áîê

R cos γ dS =

∫∫

S1

+

∫∫

S2

+

∫∫

S
áîê

• Íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà S
áîê

èìååì ~n ⊥ Oxy ñëåäîâàòåëüíî cos γ = 0
∫∫
S
áîê

= 0.

• Íà "âåðõíåé øàïêå"öèëèíäðà S2 èìååì z = z2(x, y) � ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó

cosγ = + |C|√
A2+B2+C2

ìû âûáðàëè çíàê + ïåðåä äðîáüþ, ïîñêîëüêó íà "âåðõíåé øàïêå"öèëèíäðà íîð-

ìàëü ê ïîâåðõíîñòè z = z2(x, y) îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ îñüþ Oz, à ñëåäîâàòåëüíî cos γ äîëæåí áûòü

ïîëîæèòåëåí, dS =
√
A2 +B2 + C2 dxdy. Ïîñêîëüêó ~r = (x, y, z2(x, y)), òî cos γ dS =

∣∣∣∣
1 0
0 1

∣∣∣∣ dxdy = dxdy.

Ñëåäîâàòåëüíî

∫∫
S2

R cos γ dS =
∫∫
Ω

R(x, y, z2(x, y)) dxdy.
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• Íà "íèæíåé øàïêå"öèëèíäðà S1 èìååì z = z1(x, y) � ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó

cosγ = − |C|√
A2+B2+C2

ìû âûáðàëè çíàê − ïåðåä äðîáüþ, ïîñêîëüêó íà "íèæíåé øàïêå"öèëèíäðà íîð-

ìàëü ê ïîâåðõíîñòè z = z1(x, y) îáðàçóåò òóïîé óãîë ñ îñüþ Oz, à ñëåäîâàòåëüíî cos γ äîëæåí áûòü îòðè-

öàòåëåí, dS =
√
A2 +B2 + C2 dxdy. Ïîñêîëüêó ~r = (x, y, z1(x, y)), òî cos γ dS = −

∣∣∣∣
1 0
0 1

∣∣∣∣ dxdy = −dxdy.
Ñëåäîâàòåëüíî

∫∫
S1

R cos γ dS = −
∫∫
Ω

R(x, y, z1(x, y)) dxdy.

Òàêèì îáðàçîì ðàâåíñòâî äëÿ D = Dz äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî D ìîæíî ïðåäñòâàèòü â âèäå

êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ öèëèíäðîâ ïî îòíîøåíèþ ê îñè Oz, ò.å.

D = D1
z ∪ · · · ∪Dn

z

∫∫
S1
z

Rdxdy =
∫∫∫
D1

z

R′
zdxdydz

+ . . .∫∫
Sn
z

Rdxdy =
∫∫∫
Dn

z

R′
zdxdydz

∑n
k=1

∫∫
Sk
z

Rdxdy =
∫∫∫
D

R′
zdxdydz

||∫∫
S

Rdxdy

Ñëåäñòâèå 9.6.1. Ïóñòü D � ïðîñòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîæåñòâî â R3
, îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ S,

~n = (cosα, cosβ, cos γ) � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê S. Òîãäà ïîëàãàÿ ïî î÷åðåäè P = x,Q = R = 0 çàòåì
Q = y, P = R = 0 è R = z, P = Q = 0, ïîëó÷àåì:

V (D) =

∫∫∫

D

dxdydz =

∫∫

S

x cosα dS =

∫∫

S

y cosβ dS =

∫∫

S

z cos γ dS =

=
1

3

∫∫

S

(x cosα+ y cosβ + z cosγ) dS =
1

3

∫∫

S

~r · ~n dS.

Ïóñòü (u, v) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ïîâåðõíîñòè S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Du,v ïðîîáðàç ïîâåðõíîñòè S â

ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (u, v). Ïîñêîëüêó ~n = ± ~r′u×~r′v
|~r′u×~r′v|

, à dS = |~r′u × ~r′v| du dv, òî

V (D) =
1

3

∫∫

S

~r · ~n dS = ±1

3

∫∫

Du,v

~r · (~ru′ × ~rv
′) du dv,

çäåñü çíàê ïðåä èíòåãðàëîì âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ~n âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè.

Çíàê ïëþñ áóäåò, åñëè âåêòîðà ~n, ~ru
′
, ~rv

′
îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðà ~ru

′×~rv ′
è ~n áóäóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî íà ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà ~n
âåêòîð ~ru

′
ïåðåõîäèò â âåêòîð ~rv

′
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Åñëè âåêòîðà ~n, ~ru

′
, ~rv

′
îáðàçóþò ëåâóþ òðîéêó,

òî ñòàâèì çíàê ìèíóñ ïåðåä èíòåãðàëîì. Íàïîìíèì, ÷òî âûðàæåíèå ~r · (~ru′ × ~rv
′) íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì

ïðîèçâåäåíèåì è îáîçíà÷àåòñÿ (~r, ~ru
′, ~rv ′) = ~r · (~ru′ × ~rv

′).
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Åñëè îáîçíà÷èòü ~rx = (x, 0, 0), ~ry = (0, y, 0), ~rz = (0, 0, z), òî �îðìóëû íà îáú¼ì ïðèíèìàþò âèä:

V (D) = ±
∫∫

Du,v

(~rx, ~ru
′, ~rv

′) du dv = ±
∫∫

Du,v

(~ry , ~ru
′, ~rv

′) du dv =

= ±
∫∫

Du,v

(~rz , ~ru
′, ~rv

′) du dv = ±1

3

∫∫

Du,v

~r · (~ru ′ × ~rv
′) du dv.

Ï ð è ì å ð 9.6.1. Âû÷èñëèòå îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ýëëèïñîèäîì:

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáú¼ì ìîæíî ñ÷èòàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè, íî çäåñü ìû âû÷èñëèì îáú¼ì èñïîëüçóþ ïàðà-

ìåòðèçàöèþ ýëëèïñîèäà: 



x = a cosϕ cosψ,

y = b sinϕ cosψ,

z = c sinψ,

ãäå ϕ ∈ [0; 2π], ψ ∈ [−π/2;π/2]. Âåêòîðíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà èìååò âèä:

~r = (a cosϕ cosψ, b sinϕ cosψ, c sinψ).

Îáîçíà÷èì ~rx = (x, 0, 0) = (a cosϕ cosψ, 0, 0). Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî âñå òî÷êè ýëëèïñîèäà âçàèìíî îäíî-

çíà÷íî îòîáðàæàþòñÿ íà ìíîæåñòâî (êâàäðàò áåç îäíîé ñòîðîíû) ñî ñòîðîíàìè ϕ ∈ [0, 2π), ψ ∈ [−π/2, π/2].
Ëåãêî âèäåòü (ñì. ðèñ. 9.43), ÷òî âåêòîðà ~n, ~rϕ

′
, ~rψ

′
îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó (èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ñìîòðåòü ñ

êîíöà âåêòîðà ~n âåêòîð ~rϕ
′
ïåðåõîäèò â âåêòîð ~rψ

′
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü ~n � âåêòîð

âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, îáúåì îãðàíè÷åííûé ýëëèïñîèäîì âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì

äâîéíûì èíòåãðàëîì:

V =

∫ 2π

0

dϕ

∫ π/2

−π/2
(~rx , ~rϕ

′, ~rψ
′) dψ

Âû÷èñëèì âõîäÿùåå â äâîéíîé èíòåãðàë ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå.

O

y
x

z

O

y
x

z

n

r’Ã

r’Á

�èñ. 9.42: Ýëëèïñîèä

�èñ. 9.43: Âåêòîðà ~n, ~rϕ
′
, ~rψ

′

(~rx , ~rϕ
′, ~rψ

′) =

∣∣∣∣∣∣

a cosϕ cosψ 0 0
−a sinϕ cosψ b cosϕ cosψ 0
−a cosϕ sinψ −b sinϕ sinψ c cosψ

∣∣∣∣∣∣
.

Íàéä¼ì îïðåäåëèòåëü:

(~rx , ~rϕ
′, ~rψ

′) = abc cos2 ϕ cos3 ψ = abc

(
1 + cos 2ϕ

2

)
cos3 ψ.
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Âñïîìèíàÿ, ÷òî èíòåãðàë ïî ïåðèîäó îò cos 2ϕ ðàâåí íóëþ, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì:

V =
abc

2

∫ 2π

0

dϕ

∫ π/2

−π/2
cos3 ψ dψ = π abc

∫ π/2

−π/2
(1− sin2 ψ) d sinψ =

= π abc

(
sinψ − sin3 ψ

3

)∣∣∣∣
π/2

−π/2
= π abc

(
2− 2

3

)
=

4π

3
abc.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè a = b = c ïîëó÷àåì îòñþäà èçâåñòíóþ ñî øêîëû �îðìóëó îáúåìà øàðà.

Ï ð è ì å ð 9.6.2. Âû÷èñëèòå îáú¼ì òåëà, ãðàíèöà êîòîðîãî çàäàíà ñèñòåìîé óðàâíåíèé (0 < a 6 b):





x = (b+ a cosψ) cosϕ,

y = (b+ a cosψ) sinϕ,

z = a sinψ.

Ñèñòåìà âûïèñàííûõ óðàâíåíèé çàäà¼ò ïîâåðõíîñòü, íàçûâàåìóþ òîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èì óêàçàííûé òîð, åñëè áóäåì âðàùàòü ðàñïîëîæåííóþ â ïëîñêîñòè

(x, z) îêðóæíîñòü ðàäèóñà a,  öåíòðîì â òî÷êå (x, y, z) = (b, 0, 0), âîêðóã îñè z (ñì. ðèñ. 9.44,9.45). Ïðè ýòîì
ïåðåìåùåíèþ ïî îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèå óãëà ψ, à âðàùåíèþ ñàìîé îêðóæíîñòè, èçìåíåíèå ϕ.
Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü òàêæå, ÷òî âñå òî÷êè òîðà âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþòñÿ íà ìíîæåñòâî (êâàäðàò

áåç äâóõ ñòîðîí) ñî ñòîðîíàìè ϕ ∈ [0, 2π), ψ ∈ [0, 2π). Ëåãêî âèäåòü (ñì. ðèñ. 9.45), ÷òî âåêòîðà ~n, ~rϕ
′
, ~rψ

′

îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó (èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà ~n âåêòîð ~rϕ
′
ïåðåõîäèò â âåêòîð ~rψ

′

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü ~n � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì,

îáúåì îãðàíè÷åííûé òîðîì âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì äâîéíûì èíòåãðàëîì:

V =
1

3

∫ 2π

0

dϕ

∫ 2π

0

(~r , ~rϕ
′, ~rψ

′) dψ (9.6.1)

Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå îáú¼ìà ïî �îðìóëå, íàïðèìåð, V =
∫ 2π

0
dϕ
∫ 2π

0
(~rz , ~rϕ

′, ~rψ ′) dψ áûëî áû âû÷èñëè-

òåëüíî ïðîùå, íî çäåñü äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ ìû âñ¼-òàêè ïðîâåä¼ì âû÷èñëåíèÿ ïî áîëåå ãðîìîçäêîé �îðìóëå

(9.6.1). Âû÷èñëèì âõîäÿùåå â äâîéíîé èíòåãðàë ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå. Âåêòîðíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâ-

O

x

z

y

O

x

z

y

a

b

n

r’Á

r’Ã

�èñ. 9.44: Òîð �èñ. 9.45: Ïîñòðîåíèå òîðà

íåíèå òîðà èìååò âèä:

~r = ((b + a cosψ) cosϕ, (b+ a cosψ) sinϕ, a sinψ).

Îòêóäà

(~r , ~rϕ
′, ~rψ

′) =

∣∣∣∣∣∣

(b+ a cosψ) cosϕ (b+ a cosψ) sinϕ a sinψ
−(b+ a cosψ) sinϕ (b + a cosψ) cosϕ 0

−a sinψ cosϕ −a sinψ sinϕ a cosψ

∣∣∣∣∣∣
.
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Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ñ÷èòàòü ïîëó÷åííûé äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé îïðåäåëèòåëü, ìîæíî áûëî áû óïðîñòèòü åãî,

èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì

ψ è èçìåíåíèè óãëà ϕ, âåëè÷èíà è âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ ~n, ~rϕ
′
, ~rψ

′
ìåíÿòüñÿ íå áóäóò. Ñîîòâåò-

ñòâåííî, íå áóäåò çàâèñåòü îò ϕ è èñêîìîå ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå. Ïîýòîìó ìîæíî áûëî áû ïîëîæèòü ϕ = 0
è íàéòè îïðåäåëèòåëü

(~r , ~rϕ
′, ~rψ

′) =

∣∣∣∣∣∣

(b + a cosψ) 0 a sinψ
0 (b+ a cosψ) 0

−a sinψ 0 a cosψ

∣∣∣∣∣∣
.

Íî, ìû ïîñ÷èòàåò èñõîäíûé îïðåäåëèòåëü, íå óïðîùàÿ åãî. Íàéä¼ì îïðåäåëèòåëü, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ ïî

âòîðîé ñòðîêå:

(~r , ~rϕ
′, ~rψ

′) = (b+ a cosψ) sinϕ

∣∣∣∣
(b+ a cosψ) sinϕ a sinψ
−a sinψ sinϕ a cosψ

∣∣∣∣+ (b + a cosψ) cosϕ

∣∣∣∣
(b + a cosψ) cosϕ a sinψ
−a sinψ cosϕ a cosψ

∣∣∣∣ =

= (b+ a cosψ) sinϕ(ab sinϕ cosψ + a2 sinϕ) + (b + a cosψ) cosϕ(ab cosϕ cosψ + a2 cosϕ) =

= (b+ a cosψ)(ab cosψ + a2) = a2b(cos2 ψ + 1) + a(a2 + b2) cosψ.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî èíòåãðàë ïî ïåðèîäó îò cosψ ðàâåí íóëþ, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì:

V =
1

3
a2b

∫ 2π

0

dϕ

∫ 2π

0

(1 + cos2 ψ) dψ = 2a2bπ2.

Òàêæå îòâåò ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (πa2) · (2bπ) ò.å. êàê ïðîèçâåäåíèå ïëîùàäè âðàùàþùåéñÿ îêðóæíîñòè

íà äëèíó îêðóæíîñòè, âäîëü êîòîðîé ïðîèñõîäèò âðàùåíèå (ñì. ðèñ. 9.45).

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóéòå òåîðåìó �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.

Óïðàæíåíèÿ ê 9.6

Óïðàæíåíèå 9.6.1. Âû÷èñëèòå

∫∫

S

(2x+ sin y)dydz + (2 cos x+ 3y + ez)dzdx+ (x3 + 4z)dxdy,

ãäå S âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü |x+ 2y + 3z|+ |x+ 4y − 2z|+ |3x + 6y + 12| = a äëÿ a > 0.

Óïðàæíåíèå 9.6.2. Âû÷èñëèòå

∫∫

S

(x+ ey − 2z)dydz + (2y + z5)dzdx+ (x3 + 2z)dxdy,

ãäå S âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü x2/a2 + y2/b2 + z4/c4 = 1.

Óïðàæíåíèå 9.6.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè G ⊂ R3
ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé S, ~n � íåøíÿÿ íîðìàëü ê S, u(x, y, z) è

v(x, y, z) � äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè â D, òî

∫∫∫

D

∣
∣
∣
∣

△u △v
u v

∣
∣
∣
∣
dxdydz =

∫∫

S

∣
∣
∣
∣

∂u
∂~n

∂v
∂~n

u v

∣
∣
∣
∣
dS.

Îòâåòû: 9.6.1 −2a3. 9.6.2 −8πabc.

9.7 Ôîðìóëà Ñòîêñà.

Îïðåäåëåíèå 9.7.1. Åñëè òî÷êà (u, v) áûëà âíóòðåííåé ê D, òî òî÷êà ïîâåðõíîñòè ~r(u; v) íàçûâàåòñÿ
âíóòðåííåé ê ïîâåðõíîñòè S. À åñëè òî÷êà (u, v) áûëà ãðàíè÷íîé ê D, òî òî÷êà ïîâåðõíîñòè ~r(u; v) íàçûâà-
åòñÿ êðàåâîé ê ïîâåðõíîñòè S. Ìíîæåñòâî êðàåâûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ êðàåì ïîâåðõíîñòè S è îáîçíà÷àåòñÿ

∂S.
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Òåîðåìà 9.7.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

1. S � ãëàäêàÿ, ïðè÷¼ì �óíêöèè çàäàþùèå ïîâåðõíîñòü x, y, z ∈ C2(Du,v), Du,v � ïðîñòîå ìíîæåñòâî

â R2, ∂S � êðàé ïîâåðõíîñòè S.

2. P,Q,R, P ′
y, P

′
z , Q

′
x, Q

′
z, R

′
x, R

′
y ∈ C(S).

3. Îáõîä ïî ïðàâèëó áóðàâ÷èêà,

ñïðàâåäëèâî:

∮

∂S

Pdx+Qdy +Rdz =

∫∫

S

∣∣∣∣∣∣

cosα cosβ cos γ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣
dS =

∫∫
(R′

y −Q′
z)dydz + (P ′

z −R′
x)dzdx+ (Q′

x − P ′
y)dxdy

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

∫

∂S

Pdx
?
=

∫∫

S

P ′
zdzdx− P ′

ydxdy.

Âîñïîëüçóåìñÿ, äîêàçàííîé ðàíåå, �îðìóëîé �ðèíà â ïåðåìåííûõ (u, v)

∮

∂S

Pdx =

∮

∂S

Px′udu+ Px′vdv =

∫∫

Du,v

(Px′v)
′
u − (Px′u)

′
v dudv =

=

∫∫

Du,v

Px′′vu + x′v(P
′
xx

′
u + P ′

yy
′
u + P ′

zz
′
u)− Px′′uv − x′u(P

′
xx

′
v + P ′

yy
′
v + P ′

zz
′
v) dudv =

=

∫∫

Du,v

P ′
y(y

′
ux

′
v − x′uy

′
v) + P ′

z(z
′
ux

′
v − z′vx

′
u) dudv =

∫∫

Du,v

P ′
y

(
−D(x, y)

D(u, v)

)
+ P ′

z

(
D(z, x)

D(u, v)

)
dudv =

=

∫∫

S

−P ′
ydxdy + P ′

z dzdx.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâà äëÿ Q è R.

Ï ð è ì å ð 9.7.1. Âû÷èñëèòå ïðè ïîìîùè �îðìóëû Ñòîêñà êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

∮

C

(z3 − x3)dx + (x3 + y7)dy + (y3 + z4)dz,

ãäå C � çàìêíóòûé êîíòóð, ïîëó÷åííûé êàê ñå÷åíèå êóáà {(x, y, z) ∈ R3 : x, y, z ∈ [0; 1]} ïëîñêîñòüþ x+y+z =
1. Îáõîä êîíòóðà C, êàê óêàçàíà íà ðèñ. 9.46 (ò.å. ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü èç òî÷êè (10, 0, 0)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ÷àñòü ïëîñêîñòè x + y + z = 1, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåòñÿ êîíòóðîì C. Òîãäà

dS =
√
1 + z2x + z2y dxdy =

√
3 dxdy. Íàéä¼ì âåêòîð íîðìàëè ~n = (cosα, cosβ, cos γ). Ïî �îðìóëå äëÿ ïðî-

èçâîëüíîé íåÿâíî çàäàííîé �óíêöèè F (x, y, z) = 0 íîðìàëü ìîæíî íàéòè íàéòè â âèäå (Fx, Fy, Fz), òî

~n = (cosα, cos β, cos γ) = ±
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
. Òåïåðü íóæíî îïðåäåëèòü êàêîé çíàê ïåðåä âåêòîðîì íîðìàëè

íàì íóæåí. Ïîñêîëüêó, åñëè âåêòîð íîðìàëè íàïðàâëåí ïî ãîëîâå ÷åëîâåêà, èäóùóãî ïî êðàþ ïîâåðõíîñòè,

òî îáõîä äîëæåí ñîâåðøàòüñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìíîæåñòâî îñòàâàëîñü ñëåâà. Èíûìè ñëîâàìè íàì íóæåí
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O

y
x

z

S x y z: + + =1

�èñ. 9.46: Âû÷èñëåíèå ïî �îðìóëå Ñòîêñà

çíàê ìèíóñ, ò.å. ~n = −
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
. Ïðèìåíèì �îðìóëó Ñòîêñà:

∮

C

(z3 − x3)dx+ (x3 + y7)dy + (y3 + z4)dz =

∫∫

S

∣∣∣∣∣∣

cosα cosβ cos γ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣
dS =

=

∫∫

S

(R′
y −Q′

z) cosα+ (P ′
z −R′

x) cosβ + (Q′
x − P ′

y) cos γ dS = −
∫∫

Sx,y

3y2 + 3z2 + 3x2 dxdy =

= −3

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

x2 + y2 + (1 − x− y)2 dy = −3

∫ 1

0

(
x2(1− x) +

(1− x)3

3
+

(1− x)3

3

)
dx =

= −3

(
1

3
− 1

4
+

(
2

3 · 4(1− x)4 · (−1)

)∣∣∣∣
1

0

)
= −3

(
1

12
+

2

12

)
= −3

4
.

9.8 Âåêòîðíûé àíàëèç.

Îïðåäåëåíèå 9.8.1. Ïóñòü �óíêöèè P,Q,R : R3 7→ R1
, ~a = (P,Q,R) � âåêòîðíîå ïîëå â R3

, �óíêöèþ

u : R3 7→ R1
, ãäå u = u(x, y, z) áóäåì íàçûâàòü ñêàëÿðíûì ïîëåì.

Îïðåäåëåíèå 9.8.2. Îñíîâíûå îïåðàòîðû âåêòîðíîãî àíàëèçà:

• Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà �óíêöèè u(x, y, z):

gradu = ▽u = (u′x, u
′
y, u

′
z),

çäåñü ▽ îïåðàòîð Íàáëà.

• Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé îïåðàòîð:

(▽,▽)u = ∆u =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
u,

êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì Ëàïëàñà.
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• Äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a íàçîâ¼ì:

div~a = P ′
x +Q′

y +R′
z = (▽,~a).

• �îòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a íàçîâ¼ì:

rot~a = ▽× ~a = [▽,~a] = (R′
y −Q′

z, P
′
z −R′

x, Q
′
x − P ′

y).

Îïðåäåëåíèå 9.8.3. Ïîëå ~a � ïîòåíöèàëüíîå â D, åñëè ñóùåñòâóåò ñêàëÿðíîå ïîëå u = u(x, y, z) òàêîå,
÷òî ▽u = ~a â D.

Îïðåäåëåíèå 9.8.4. Âåêòîðíîå ïîëå ~a íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì â D, åñëè îïðåäåëåíû �óíêöèè P ′
x,

Q′
y, R

′
z è div~a = 0 â D.

Îïðåäåëåíèå 9.8.5. Âåêòîðíîå ïîëå ~a íàçûâàåòñÿ áåçâèõðåâûì, åñëè rot~a = ~0.

Òåîðåìà 9.8.1 (Ôîðìóëà �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

1. D � ïðîñòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîæåñòâî â R3
, îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ S.

2. P,Q,R, P ′
x, Q

′
y, R

′
z ∈ C(D).

3. ~n - âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè,

ñïðàâåäëèâî: ∫∫

S

~a d~S =

∫∫

V

div~a dxdydz.

Ñëåäñòâèå 9.8.1. Ïóñòü Vǫ = {(x − x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 6 ε2}, P ′

x, Q
′
y, R

′
z, P,Q,R ∈ C(Vε)) è

Sε = ∂Vε = {(x, y, z) ∈ R3 : (x− x0)
2 +(y− y0)

2 +(z− z0)
2 = ε2}. Îáîçíà÷èì ~n � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè.

Òîãäà ïî �îðìóëå �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî ïîëó÷àåì:

∫∫

Sε

~a d~S =

∫∫∫

Vε

div~a dxdydz = div~a
∣∣∣
(ξ,η,ζ)

∫∫∫

Vε

dxdydz

Èç íåïðåðûâíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a âûòåêàþò ðàâåíñòâà

div~a|(x0,y0,z0) = lim
ǫ→0

div~a
∣∣∣
(ξ,η,ζ)∈Vε

= lim
ǫ→0

∫∫
Sǫ

~a d~S

µ(Vε)
.

Îòêóäà ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü div~a îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå 9.8.6. Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S ñ âûáðàííûì âåêòîðîì íîðìàëè �∫∫
S

~a d~S.
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Îïðåäåëåíèå 9.8.7. �àáîòà ~a âäîëü êîíòóðà L îáîçíà÷àåì A =
∫
L

~ad~r. Åñëè L � çàìêíóòûé êîíòóð, òî

èíòåãðàë

∮
L

~a d~r íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a âäîëü êîíòóðà L.

Òåîðåìà 9.8.2 (Ôîðìóëà Ñòîêñà). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

1. S � ãëàäêàÿ, ïðè÷¼ì �óíêöèè çàäàþùèå ïîâåðõíîñòü x, y, z ∈ C2(Du,v), Du,v � ïðîñòîå ìíîæåñòâî

â R2, ∂S � êðàé ïîâåðõíîñòè S.

2. P,Q,R, P ′
y, P

′
z , Q

′
x, Q

′
z, R

′
x, R

′
y ∈ C(S).

3. Îáõîä ïî ïðàâèëó áóðàâ÷èêà,

ñïðàâåäëèâî: ∮

∂S

~a d~r =

∫∫

S

rot~a d~S,

ãäå d~S = ~n dS, ~n = (cosα, cosβ, cos γ), rot~a~n = (R′
y −Q′

z) cosα+ (P ′
z −R′

x) cosβ + (Q′
x − P ′

y) cos γ.

Ñëåäñòâèå 9.8.2. 1) P,Q,R, P ′
y, P

′
z , Q

′
x, Q

′
z, R

′
z, R

′
y ∈ C(U(x0, y0, z0))

2) ∂Sε = {(x, y, z) ∈ R3 : (x − x0)
2 + (y − y0)

2 = ε2, z = z0}, S+
ε = {(x, y, z) ∈ R3 : (x − x0)

2 + (y − y0)
2 +

(z − z0)
2 = ε2, z > z0}

3) äëÿ S+
ε âûáèðàåì âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê øàðó, äëÿ Cε âûáèðàåì îáõîä ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè,

åñëè ñìîòðåòü ñ îñè Oz. Ñîãëàñíî �îðìóëå Ñòîêñà

∮

∂Sε

~a d~r =

∫∫

Sε

rot~a d
−→
S = (rot~a, ~n)|(ξ,η,ζ)µ(Sε+).

Ñëåäîâàòåëüíî

(rot~a, ~n)|x0,y0,z0 = lim
ε→0

∮
∂Sε

~a d~r

µ(Sε+)
.

Îòêóäà ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü rot~a îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 9.8.3. ~a � íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå â D ⊂ R3
, D � îäíîñâÿçíîå ìíîæå-

ñòâî. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû

1.

∮
C

~ad~r = 0 (ïî ëþáîìó ãëàäêîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êðàåì íåêîòîðîé ãëàäêîé

ïîâåðõíîñòè êëàññà C2
â D).

2.

∫
L1

~ad~r =
∫
L2

~ad~r (L1 è L2 - ãëàäêèå êîíòóðû, èäóò èç A1 â A2).

3. âåêòîðíîå ïîëå ~a - ïîòåíöèàëüíî.

4. rot~a = ~0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîäû 1. =⇒ 2.; 2. =⇒ 3.; 3. =⇒ 4. äîêàçûâàþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 9.5.1 (ïîëó-

÷åííîé èç �îðìóëû �ðèíà). Ïåðåõîä 4. =⇒ 1. ïîëó÷åí òàêæå ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 9.5.1, òîëüêî âìåñòî

�îðìóëû �ðèíà ïðèìåíÿåòñÿ �îðìóëà Ñòîêñà.
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóéòå òåîðåìó Ñòîêñà â âåêòîðíîì âèäå.

Óïðàæíåíèÿ ê 9.8

Óïðàæíåíèå 9.8.1. Ïóñòü çàäàííî âåêòîðíîå ïîëå ~a òàêîå, ÷òî div~a = 0, rot~a = ~0 â R3
. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå

ïîòåíöèàëüíî è äëÿ ïîòåíöèàëà u íàéäèòå ∆u. Çäåñü ∆u � îïåðàòîð Ëàïëàñà, ò.å. ∆u = u′′
xx + u′′

yy + u′′
zz.

Óïðàæíåíèå 9.8.2. Íàéäèòå rot(~b(~r · ~a)), ãäå ~r = (x, y, z), âåêòîðà ~a,~b ïîñòîÿííû.

Îòâåòû: 9.8.1 ∆u = 0. 9.8.2 ~a×~b.



Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü

Ýéëåðà

ïîäñòàíîâêè, 160

�åëüäåðà

íåðàâåíñòâî, 88

Ìèíêîâñêîãî

íåðàâåíñòâî, 88

Ïàñêàëÿ

òðåóãîëüíèê, 70

Øâàðöà ñàïîã, 224

Òåéëîð

�îðìóëà, 78

îñòàòîê â �îðìå Êîøè, 78

îñòàòîê â �îðìå Ëàãðàíæà, 79

îñòàòîê â �îðìå Øëåìèëüõà-�îøà, 79

Òåéëîðà

�îðìóëà, 120

Þíãà

íåðàâåíñòâî, 87

àêñèîìà

îòäåëèìîñòè, 15

áèíîìèíàëüíûé äè��åðåíöèàë, 159

áèíîìèíàëüíûé êîý��èöèåíò, 69

÷èñëà

Áåðíóëëè, 37

äåéñòâèòåëüíûå, 14

èððàöèîíàëüíûå, 14

÷èñëî ñî÷åòàíèé, 69

äèàìåòð ðàçáèåíèå, 172

äè��åðåíöèàë, 63

äèçúþíêöèÿ, 11

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ýêñòðåìóì, 126

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà, 126

ýêñòðåìóì, 73

ýëåìåíò ìíîæåñòâà, 9

ýëåìåíòàðíàÿ �óíêöèÿ, 57

�àêòîðèàë, 69

�îðìóëà

Òåéëîðà, 78, 120

Òåéëîðà  îñòàòîêîì â �îðìå Êîøè, 78

Òåéëîðà  îñòàòîêîì â �îðìå Ëàãðàíæà, 79

Òåéëîðà  îñòàòîêîì â �îðìå Øëåìèëüõà-�îøà,

79

�óíêöèÿ

áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, 27

äè��åðåíöèðóåìàÿ, 63

ýëåìåíòàðíàÿ, 57

èíòåãðèðóåìàÿ, 173

ìîíîòîííàÿ, 55

ñòðîãî, 55

íåïðåðûâíàÿ, 51

ñëåâà, 51

ñïðàâà, 51

íåóáûâàþùàÿ, 55

íåâîçðàñòàþùàÿ, 55

ðàöèîíàëüíàÿ, 153

óáûâàþùàÿ, 55

âîçðàñòàþùàÿ, 55

ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, 225

ãðàíü

íèæíÿÿ, 16

òî÷íàÿ íèæíÿÿ, 16

òî÷íàÿ âåðõíÿÿ, 16

âåðõíÿÿ, 16

èìïëèêàöèÿ, 11

èíòåãðàë

íåîïðåäåëåííûé, 149

íåñîáñòâåííûé, 199

îïðåäåë¼ííûé, 173

ðàñõîäÿùèéñÿ, 199

ñõîäÿùèéñÿ, 199

èíòåãðàëüíàÿ ñóììà, 172

èíòåãðèðîâàíèå

èððàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé, 158

ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé, 153

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé, 168

èíòåðâàë

ñîñòàâëÿþùèé, 104

êàñàòåëüíàÿ, 68

ïëîñêîñòü, 122

êîëåáàíèå

�óíêöèè â òî÷êå, 52

êîìïàêò, 106

êîíúþíêöèÿ, 11

êîíñòàíòà

Ýéëåðà, 37

êðèòåðèé

Ñèëüâåñòðà, 125

êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà, 125

êâàäðàòè÷íàÿ

�îðìà, 125

êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, 125

363



364 Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü

êâàäðèðóåìàÿ �èãóðà, 172

ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, 124

ëîêàëüíûé ìèíèìóì, 124

ìàêñèìóì, 73

ëîêàëüíûé, 124

ñòðîãèé, 73

ñòðîãèé ëîêàëüíûé, 124

ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, 11

ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, 127

ìèíèìóì, 73

ëîêàëüíûé, 124

ñòðîãèé, 73

ñòðîãèé ëîêàëüíûé, 124

ìíîæåñòâà

ðàâíûå, 9

ìíîæåñòâî, 9

äîïîëíåíèå, 10

îáúåäèíåíèå, 9

îòêðûòîå, 103

ïåðåñå÷åíèå, 9

ïóñòîå, 9

ðàçíîñòü, 10

çàìêíóòîå, 103

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

ìåòîä, 127

íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë, 149

íåîòðèöàòåëüíàÿ

�îðìà, 125

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ �îðìà, 125

íåïîëîæèòåëüíàÿ

�îðìà, 125

íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ �îðìà, 125

íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, 51

ñëåâà, 51

ñïðàâà, 51

íåðàâåíñòâî

�åëüäåðà, 88

Ìèíêîâñêîãî, 88

Þíãà, 87

íåñîáñòâåííûé

èíòåãðàë, 199

íèæíÿÿ ãðàíü, 16

î íåÿâíîé �óíêöèè òåîðåìà, 115

îáðàç, 12

îêàéìë¼ííûé

ãåññèàí, 136

îêàéìë¼ííûé ãåññèàí, 136

îêðåñòíîñòü, 18

ïðîêîëîòàÿ, 18

ëåâàÿ, 31

ïðàâàÿ, 31

îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, 172

îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë, 173

îòîáðàæåíèå, 12

îòðèöàíèå, 11

îòðèöàòåëüíàÿ

�îðìà, 125

îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ �îðìà, 125

ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë, 34

ïåðâîîáðàçíàÿ, 149

ïëîñêîñòü

êàñàòåëüíàÿ, 122

ïëîùàäü

ïîâåðõíîñòè, 224

ïîäìíîæåñòâî, 9

ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà, 160

ïîëîæèòåëüíàÿ

�îðìà, 125

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ �îðìà, 125

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, 17

áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, 27

îãðàíè÷åííàÿ, 27

ðàñõîäÿùàÿñÿ, 37

ñõîäÿùàÿñÿ, 37

ïîâåðõíîñòü

ãëàäêàÿ, 225

ïðàâèëî

Áåðíóëëè(Ëîïèòàëÿ), 97

ïðåäåë

�óíêöèè, 24

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, 23

çàìå÷àòåëüíûé

ïåðâûé, 34

ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, 18

ïðîèçâîäíàÿ

�óíêöèè, 63

ïðîîáðàç, 12

ïðîñòðàíñòâî

PC[a, b], 182
PC1[a, b], 182
ìåòðè÷åñêîå, 102

ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ, 153

ðàñõîäèìîñòü, 37

ðàâíîìîùíîñòü, 13

ðàçáèåíèå îòðåçêà, 172

ðàçðûâ

ïåðâîãî ðîäà, 52

óñòðàíèìûé, 52

âòîðîãî ðîäà, 52

ñõîäèìîñòü, 37

ñèìâîëû o, O, 50
ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, 124

ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì, 124

øàð, 102

îòêðûòûé, 102

çàìêíóòûé, 102

òåîðåìà

Ôåðìà, 73

Ëàãðàíæ, 75

�îëëÿ, 74



Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü 365

î íåÿâíîé �óíêöèè, 115

òî÷êà

ýêñòðåìóìà, 73

ãðàíè÷íàÿ, 103

ïðåäåëüíàÿ, 18, 103

ðàçðûâà, 52

âíåøíÿÿ, 103

âíóòðåííÿÿ, 103

òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü, 16

òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü, 16

òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ, 70

âåðõíÿÿ ãðàíü, 16

âûïóêëîñòü

âíèç, 89

ââåðõ, 89

âûñêàçûâàíèå

èñòèííîå, 11

ëîãè÷åñêîå, 11

ëîæíîå, 11

âîãíóòîñòü, 89

çàìûêàíèå

ìíîæåñòâà, 103



366 Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü



Ëèòåðàòóðà

[1℄ Â.À. Èëüèí, Â.À. Ñàäîâíè÷èé, Áë.Õ. Ñåíäîâ. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Â 2-õ òîìàõ. // Ì.: Èçä-âî Ì�Ó. ×.1: 2-å

èçä., ïåðåðàá., 1985. - 662ñ.; ×.2 - 1987. - 358ñ.

[2℄ È. À. Âèíîãðàäîâà, Ñ. Í. Îëåõíèê, Â. À. Ñàäîâíè÷èé. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó// Ì.:

Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1988. - 416ñ.

[3℄ Â. À. Çîðè÷. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Â 2-õ ÷. // Ìîñêâà: Ôàçèñ; Íàóêà; ×.I. � 1997, 568ñ.; ×.II. � 1984, 640ñ.

[4℄ �.È. Àðõèïîâ, Â.À. Ñàäîâíè÷èé, Â.Í.×óáàðèêîâ. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. 5-å èçä., èñïð. // Ì.: 2004.

� 640 ñ.

[5℄ Ñ. Ì. Íèêîëüñêèé. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà // Ì.: Ôèçìàòëèò, 2001. � 592 ñ.

[6℄ Ý.Ò. Óèòòåêåð, Äæ.Í. Âàòñîí. Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà. Â 2-õ ÷. // Ì.: Ôèçìàòëèò, 1963; ×.I � 343 ñ.; ×.II �

500 ñ.

[7℄ Hardy G. H. Weierstrass's nondi�erentiable funtion // Trans � Amer. Math. So, 17 (1916), ð. 301�325.

[8℄ Maligranda Leh The AM-GM Inequality is Equivalent to the Bernoulli Inequality // The Mathematial Intelligener,

2012, Volume 34, Number 1, Page 1�2. DOI 10.1007/s00283-011-9266-8

[9℄ Êîçêî À.È. Î íåêîòîðûõ ïðèçíàêàõ ñõîäèìîñòè äëÿ çíàêîïîñòîÿííûõ è çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ // ×åáûøåâ-

ñêèé ñá., 18:1 (2017), 123�133.

367



368 Ëèòåðàòóðà



�ëàâà 10

Ïðèëîæåíèå. Òàáëèöà èíòåãðàëîâ

Òàáëèöà íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

1)

∫
xα dx =





xα+1

α+ 1
+ C, α 6= −1

ln |x|+ C, α = −1

9)

∫
dx

cos2 x
= tg x+ C

2)

∫
sinxdx = − cosx+ C 10)

∫
dx

sin2 x
= − ctg x+ C

3)

∫
cosxdx = sinx+ C 11)

∫
shxdx = chx+ C

4)

∫
axdx =

ax

ln a
+ C 12)

∫
chxdx = shx+ C

5)

∫
dx

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C 13)

∫
dx

ch2 x
= thx+ C

6)

∫
dx

a2 − x2
=

1

2a
ln
∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣+ C 14)

∫
dx

sh2 x
= − cthx+ C

7)

∫
dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C 15)

∫
dx

sinx
= ln

∣∣∣tg x
2

∣∣∣ + C

8)

∫
dx√
x2 + α

= ln |x+
√
x2 + α|+ C

Åù¼ íåñêîëüêî ñïåöèàëüíûõ èíòåãðàëîâ

∫ √
x2 + α dx =

x

2

√
x2 + α+

α

2
ln |x+

√
x2 + α|+ C

∫ √
a2 − x2 dx =

x

2

√
a2 − x2 +

a2

2
arcsin

x

a
+ C

∫
xn lnx dx =

xn+1

n+ 1
lnx− xn+1

(n+ 1)2
+ C.
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